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LICZBA MILNORA

PRZEKROJU OSOBLIWOSCI IZOLOWANEJ]
HIPERPLASZCZYZNAMI

Maciej Sekalski (Kielce)

Niech bedzie f = f(z1,...,2z,) € C{xy,...,2,}. Szereg f nazywamy oso-
bliwoscia izolowang w punkcie 0 € C™, gdy f(0) = 0 oraz gradient Vf(z) =

(%(w), e, 8‘1{1 (x)) ma zero izolowane w poczatku uktadu 0 € C . Osobliwosé

f nazywamy quasi-jednorodng typu (wy, ..., wy) jesli f jest wielomianem postaci
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dla pewnych wymiernych, dodatnich wag w1,...,w,. Poniewaz osobliwos¢ jest
izolowana jest w; > 1 dlai=1,... n.
W 1970r. Milnor i Orlik w pracy [MO] udowodnili

Twierdzenie 1 Jezeli f jest osobliwoscia izolowana quasi-jednorodng typu

(wla"'awn); to
n

u(f) = H(wi -1).

i=1
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Zatozmy, ze wy < wa < ... < wy i rozwazmy k-wymiarowa hiperplaszczyzne
H®) okre§lona réwnaniami

Th41 = Qp11%1 + -+ Gpp1 k% = L1 (z1, .-, 2p),
Theo = Qpy21%1 + 0+ g p®h = Lpgo(z1, ..., 1),
Typ = GpaT1+ -+ Gk = Lp(z1,...,25)

o generycznych wspélczynnikach a; ;, i =k+1,...,n,j=1,... k.

Polézmy f(k) = f(xla"'axkaLk-‘rl(xla"'7xk)7"'7Ln(m1)"'axk))‘
W pracy [T] Teissier pokazal, ze f*) jest réwniez osobliwoscia izolo-
wang.  Oznaczmy liczbe Milnora tej osobliwosci przez p®)(f) i potézmy
w(F) = W), 1D (), WO (f) = 1). Oczywiscie u™ (f) = u(f)-

Przyklad 1. Jezeli osobliwo$é izolowana f € Clzy,...,z,] jest forma jednorodna
stopnia d, to z formuly Milnora-Orlika wynika, ze p®(f) = (d — 1)* dla k =
1,...,n.

Przypomnijmy oszacowanie liczby Milnora osobliwo$ci izolowanej f w termi-
nach diagramu Newtona T'y(f) (c.f. [K]). Niech X C {0,+00)" bedzie zwartym
wielocianem. Dla I C {1,...,n} przyjmijmy X! = {z = (21,...,2,) € X : 2; =
0 dlai ¢ I}. Liczbg Newtona wieloscianu X nazywamy liczbe

v(X)= Y (=)™ MIvol (X7)
Ic{1,...,n}

gdzie |I| oznacza liczbe elementéw podzbioru I, a Vol (X') jest |I|-wymiarowa
objetoscia zbioru X', Przyjmujemy, ze Volg(X?) = 1, gdy 0 € X oraz Voly(X?) =
0, gdy 0 ¢ X.

Niech f =37, xn cirt € C{xy,...,x,}, f(0) =0, dlai = (iy,...,4,) przyjmu-
jemy ¢ = x’f .-zt Diagramem Newtona osobliwodci f nazywamy zbi6r

T (f) = convex{i + (0, 4+00)", ¢; # 0}.

Zalézmy, ze I'.(f) ma punkty wspdlne z kazda osia uktadu wspdlrzednych
i njech T'_(f) =(0,+00)® \ '+ (f). Kusznirenko w pracy [K] udowodnil, ze jezeli
f jest osobliwo$cia izolowana, to

(1) u(f) 2 v(C-(f)).

Udowodnimy oszacowanie

Twierdzenie 2 Jezeli f jestk osobliwosciq izolowana, quasi-jednorodna typu
(wla e 7wn)) to N(k)(f) 2 Hi:l(wi - ]-)

Dowéd. Pokazemy, ze diagram Newtona osobliwosci f*) lezy powyzej hiper-
plaszczyzny o réwnaniu 3—1 + o+ 3—’; = 1. Istotnie, mamy
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Zatem hiperplaszczyzna o réwnaniu 2‘]—1 + o+ 37’; = 1 lezy ponizej diagramu

Newtona osobliwoéci f(*). Oznaczmy f¥) = fb) 4 7+ + 2, gdzie m € N
jest na tyle duze aby pu(f*®) = u(f*). Wtedy

p(f*) = u(fP) 2 v(@-(FM) > (wr = 1) -+ (wg = 1).

Pierwsza nieréwno$¢ powyzej wynika z oszacowania (1) Kusznirenki, druga z wnio-
sku 3.1 pracy [F], ktéry cytujemy ponizej:

Twierdzenie 3 (Corollary 3.1,[F]) Niech f € C{z,...,2,} bedzie oso-
bliwoscia izolowang w punkcie 0 € C™ i niech H bedzie dowolng (n — 1)-
wymiarowa hiperplaszezyznag lezaca ponizej diagramu Ty (f) i przecinajaca osie
uktadu wspdtrzedznych w punktach aq,...,a,, gdziea; > 1 dlai=1,...,n. Wtedy
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Przyktad Briancona, Spedera pokazuje, ze w przypadku quasi-jednorodnym
moze zachodzi¢ nieréwnos¢ ostra.
Przyklad 2. ([BS]) Rozwazmy rodzine osobliwosci izolowanych
filz,y,2) =25 +ty’z+y Tz + 2"
Wielomiany f; sa quasi-jednorodne typu (15,12,5). Liczba Milnora u(f;) = 364.
Rozwazmy plaszczyzne dwuwymiarowa okreslona réwnaniem z = ay + bz, wtedy
P = fay + bz, y, 2) = 25 + tyB2 + y7 (ay + bz) + (ay + bz)'5. Latwo sprawdzic,

: 26 dla t # 0,
ze p®(fy) = { 93 dla ¢ i o, - Latem A (f) >26=(5-1)( -1).
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THE MILNOR NUMBER OF THE HYPERPLANE SECTIONS OF AN ISOLATED
SINGULARITY

Summary. We give a lower bound for the Milnor number of a generic hyperplane
section of an isolated quasi-homogeneous singularity.
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