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O PRZYKLADZIE BRIANCONA I SPEDERA
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Niech bedzie f = f(zi1,...,2,) € C{xy,...,2,}. Kielek hiperpowierzchni
(X,0) danej réwnaniem f = 0 w otoczeniu 0 € C" nazywamy osobliwosciq izolo-
wang w punkcie 0 € C”, gdy

of
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(m),.-.,ggi(m)> #0dlaz #0

f(0) = 0 oraz gradient Vf(z) = <
w otoczeniu zera w C".
Osobliwosé¢ f = 0 nazywamy quasi-jednorodng typu (wi,...,w,) jesli f jest
wielomianem postaci

_ E i1 i
f_ Ciy.in Ly " Ty

:Tll++;1 -
dla pewnych wymiernych wag wy,...,w,.
W 1970r. Milnor i Orlik w pracy [MO] pokazali, ze liczba Milnora p(X) oso-
bliwosci izolowanej, quasi-jednorodnej typu (wy, ..., wy) jest réwna [];, (w; —1).

B. Teissier w pracy [T1] rozwaza liczby Milnora p'(X) = p(X N H;), gdzie H;
jest generyczna i-wymiarowa hiperplaszczyzna przechodzaca przez poczatek ukladu
wspéhrzednych. Oczywiscie u"(X) = u(X), oraz p*(X) = ord f — 1. Oznaczmy
za Teissierem p*(X) = (u™(X),...,u°(X) = 1). Hipoteza Teisiera ([T1], Conjec-
ture 1) méwi, ze jezeli osobliwosci (Xg,0), (X1,0) C (C™,0) maja te sama liczne
Milnora, to p*(Xo) = p*(X1). W pracy [B-S] autorzy prezentuja przyktad, ktéry
pokazuje, ze powyzsza hipoteza jest falszywa.
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Rozwazmy rodzine osobliwo$ci izolowanych X;, quasi-jednorodnych typu
(15,%2,3), okreslona wielomianami
(1) Fi(z,y,2) = 2" + ty’z + y o + '

Poniewaz wagi (wy,w2,w3) determinuja typ topologiczny osobliwoéci (w C3,[Y],
Theorem B), wiec hiperpowierzchnie X; maja ten sam typ topologiczny. Zgodnie
z formuty Milnora-Orlika, liczba Milnora p(X;) = 182 nie zalezy od ¢.

Rozwazmy generyczna plaszczyzne Hs, dana rownaniem z = ay + bz oraz oso-
bliwosci X; N Hs opisane réwnaniem

$i(y,2) = 2° + g’z + y" (ay + b2) + (ay +2)"° = 0.

Latwo sprawdzié¢, ze u(¢g) = 14 natomiast u(¢;) = 13 dla ¢ # 0, wobec tego
1 (Xo) = (182,14,2,1) # (182,13,2,1) = " (X;) dla t # 0.

B. Teissier udowodnit, ze jezeli u*(X;) nie zalezy od t, to rodzina ta spetnia
warunki stratyfikacji Whitneya. Mianowicie rozwazmy rodzine (X, 0) osobliwosci
izolowanych opisanych réwnaniem f(z1,...,2z,,t) = fi(z1,...,2,) = 0. Mozemy
te rodzine traktowac jako kielek hiperpowierzchni X w przestrzeni (C™ x C,0).
Niech Y oznacza o§ Ot. Wtedy X \Y, Y sa rozmaitosciami gltadkimi w (C” x C, 0)
orazY C X \ Y. Rodzina X; spelnia warunki Whitneya, gdy para (X'\Y,Y") spehia
warunki Whitneya.

Przypomnijmy warunek (b) Whitneya. Zalézmy, ze X, Y sa rozmaitosciami
analitycznymi w C" takimi, ze Y C X i niech y € Y, dim X = k.

(b) Para (X,Y) spelia warunek (b) Whitneya w punkcie y, gdy dla kazdego
ciagu (z;);en rozmaitosci X oraz dla dowolnego ciagu (y;)ieny C Y, zachodzi

implikacja
lim z; = lim y; = v,
11— 0 11— 00
lim T, X =7 € Gy i (C), = dCr.
11— 0

hrn (C(;z:, - y,') =0€ HDn_l(C)
i—00

T,X oznacza k-wymiarowa przestrzen styczna w punkcie x do rozmaitosci
X, natomiast G ;(C) jest przestrzenia k-wymiarowych podprzestrzeni li-
niowych w C™.

Pokazemy, ze rodzina osobliwosci X; opisana réwnaniem (1) nie spelia wa-
runku Whitneya w poczatku ukladu wspohrzednych. Oznaczmy

X ={(z,y,2,t) e C*: F(z,y,2,t) =22 +ty’2 +y'z + 2" =0} i Y = 0§ Ot
i wybierzmy ciag punktéw (z;) lezacych na krzywej opisanej réwnaniami
(2) F(z,y,2,t) =2° +ty’z +y'z + 2" =0,
oF ‘
3 — =3+t =0
(3) P +ty” =0,
(4) y'z+ -2 =0.
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Z powyzszych réwnan ((2)—z-(3)—(4)) otrzymujemy
—22° 4248 = 0.

Potézmy y = u?, z = u®. Z réwnania (4) mamy 0 = 2'° + v?'z — 2u?* = (2™ +
uw?' + ) (z — 2u® + -+ +). Przyjmijmy z = 2u® +--- i z (3) mamy t = _5’522 = —3u.
Punkty X (u) = (2u®+---,u?,u®, —3u), u € C\ {0} leza na hiperpowierzchni X \ Y
i niech Y (u) = (0,0,0, —3u) bedzie rzutem X (u) na Y. Oczywiscie X (u) — 0 € C*

oraz Y(u) — 0 € C*, gdy u — 0. Ponadto liH}J(C(X(u) —Y(u)=(2:1:0:0) €
U—

PY(C). Poniewar Fy(X(w)) = ' + -+, F,(X(u)) = —u?' + -+, F.(X(u)) = 0
oraz F;(X(u)) = u?*, wiec granicznym polozeniem przestrzeni stycznych do X
w punktach X (u) przy u — 0 jest hiperplaszczyzna 7 dana réwnaniem

dr —dy =0.

Latwo zauwazy¢, ze prosta (2:1:0: 0) nie zawiera sie w 7.

1 Tlorazy polarne hiperpowierzchni

Niech I = (I; : 1y : ... : 1,) € PP YC) i f(z1,...,2,) = 0 bedzie osobliwoscia
izolowana w otoczeniu 0 € C™. Krzywaq polarng w kierunku ! nazywamy krzywa
of af

(VH~HCl = { T =...= = . Przyjmujemy [ generyczne. Krzywa polarna

jest suma nierozkladalnych galezi v;,7 = 1,...,r o parametryzacjach injektywnych
odpowiednio u — p;(u) = (pir(u),...,pin(uw)) € v, C C". Przyjmijmy ordy; =
min_, {ord p;;(u)}. Horazami polarnymi hiperpowierzchni f(z1,...,2,) = 0 w kie-
runku generycznym [ € P"~!(C) nazywamy liczby ¢; = W. Teissier po-
kazat, ze wykladnik Lojasiewicza Lo(f) = inf{f : |V f(z)| > |z|?} w otoczeniu zera

dany jest wzorem
T
Lo(f) = max{g;} — 1.

W przypadku osobliwoéci f = 0 quasi-jednorodnej typu (wy, ws,ws) W przestrzeni
C3, Krasiniski, Oleksik, Ploski udowodnili w pracy [KOP], ze max!_,{g;} =
max{wy, Wz, w3 }.

Przyktad Briancona i Spedera pokazuje, ze ilorazy polarne (poza maksymalnym)
nie daja sie wyrazi¢ przez wagi (w, w2, w3). Mianowicie obliczymy ilorazy polarne
dla rodziny osobliwosci danej formami quasi-jednorodnymi

Fye,y,2) = 2" +ty’z +y'z + 2.

Rozwazmy najpierw przypadek ¢t # 0. Krzywa polarna S; w kierunku generycznym
(a:b:c)€P?(C) dana jest réwnaniami

by” + 15bx'* = 5aty*z + Taxy®,

ey’ + 15ca'* = 3az® + aty®.
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Mozna sprawdzié, ze S; = 71 U2 przy czym parametryzacje galezi v oraz s sa

postaci

w— (oqu+ -, frud 4, 505+ €7,

u— (agu'? 4o, Bou® + o 5u® ) € .
Wobec tego, mamy dwa ilorazy polarne ¢; = 12 = 15 oraz g, = 182 = 15.

Jezeli t = 0, to krzywa polarna Sy dana jest réwnaniami

by” + 15bx'* = Taxy®,
ey’ + 15¢cx' = 3a2”.

Latwo sprawdzié, ze Sy rozklada sie na sume trzech galezi v1,72,7v3 0 parametry-

zacjach

u— (qu + -, Bru + - 6u” + ) €y,
u— (agub + - Bou'® + oo Spu? 4+ 0) €,
U—)(CKQUS+"',B2U13+"',—62’U/42+"')e')/g.

W tym przypadku ilorazami polarnymi sa ¢; = 8 oraz g3 = g3 = 15.
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ON THE BRIANGQON AND SPEDER EXAMPLE

Summary. We present Briancon and Speder example of the family of quasi-
homogeneous singularities with type topologic constant for which topological type
of the sections with generic hyperplanes is changing. We also show that the polar
quotients can not be expressed in terms of weights.
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