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O PRZYK LADZIE BRIANC� ONA I SPEDERA
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Niech b ,edzie f = f(x1; : : : ; xn) 2 C fx1; : : : ; xng. Kie lek hiperpowierzchni(X; 0) danej r�ownaniem f = 0 w otoczeniu 0 2 C n nazywamy osobliwo�sci ,a izolo-wan ,a w punkcie 0 2 C n, gdy
f(0) = 0 oraz gradient rf(x) = � @f@x1 (x); : : : ; @f@xn (x)� 6= 0 dla x 6= 0

w otoczeniu zera w C n.Osobliwo�s�c f = 0 nazywamy quasi-jednorodn ,a typu (w1; : : : ; wn) je�sli f jestwielomianem postaci f = X
i1w1+���+ inwn=1

ci1:::inxi11 � � �xinn
dla pewnych wymiernych wag w1; : : : ; wn.W 1970r. Milnor i Orlik w pracy [MO] pokazali, _ze liczba Milnora �(X) oso-bliwo�sci izolowanej, quasi-jednorodnej typu (w1; : : : ; wn) jest r�owna Qni=1(wi � 1).B. Teissier w pracy [T1] rozwa_za liczby Milnora �i(X) = �(X \ Hi), gdzie Hijest generyczn ,a i-wymiarow ,a hiperp laszczyzn ,a przechodz ,ac ,a przez pocz ,atek uk laduwsp�o lrz ,ednych. Oczywi�scie �n(X) = �(X), oraz �1(X) = ord f � 1. Oznaczmyza Teissierem ��(X) = (�n(X); : : : ; �0(X) = 1). Hipoteza Teisiera ([T1], Conjec-ture 1') m�owi, _ze je_zeli osobliwo�sci (X0; 0); (X1; 0) � (C n; 0) maj ,a t ,e sam ,a liczn ,eMilnora, to ��(X0) = ��(X1). W pracy [B-S] autorzy prezentuj ,a przyk lad, kt�orypokazuje, _ze powy_zsza hipoteza jest fa lszywa.
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Rozwa_zmy rodzin ,e osobliwo�sci izolowanych Xt, quasi-jednorodnych typu�15; 152 ; 3�, okre�slon ,a wielomianami

Ft(x; y; z) = z3 + ty5z + y7x + x15:(1)
Poniewa_z wagi (w1; w2; w3) determinuj ,a typ topologiczny osobliwo�sci (w C 3,[Y],Theorem B), wi ,ec hiperpowierzchnie Xt maj ,a ten sam typ topologiczny. Zgodniez formu l ,a Milnora-Orlika, liczba Milnora �(Xt) = 182 nie zale_zy od t.Rozwa_zmy generyczn ,a p laszczyzn ,e H2, dan ,a r�ownaniem x = ay + bz oraz oso-bliwo�sci Xt \H2 opisane r�ownaniem

�t(y; z) = z3 + ty5z + y7(ay + bz) + (ay + bz)15 = 0:
 Latwo sprawdzi�c, _ze �(�0) = 14 natomiast �(�t) = 13 dla t 6= 0, wobec tego��(X0) = (182; 14; 2; 1) 6= (182; 13; 2; 1) = ��(Xt) dla t 6= 0.B. Teissier udowodni l, _ze je_zeli ��(Xt) nie zale_zy od t, to rodzina ta spe lniawarunki straty�kacji Whitneya. Mianowicie rozwa_zmy rodzin ,e (Xt; 0) osobliwo�sciizolowanych opisanych r�ownaniem f(x1; : : : ; xn; t) = ft(x1; : : : ; xn) = 0. Mo_zemyt ,e rodzin ,e traktowa�c jako kie lek hiperpowierzchni X w przestrzeni (C n � C ; 0).Niech Y oznacza o�s Ot. Wtedy X nY , Y s ,a rozmaito�sciami g ladkimi w (C n�C ; 0)oraz Y � X n Y . Rodzina Xt spe lnia warunki Whitneya, gdy para (XnY; Y ) spe lniawarunki Whitneya.Przypomnijmy warunek (b) Whitneya. Za l�o_zmy, _ze X, Y s ,a rozmaito�sciamianalitycznymi w C n takimi, _ze Y � X i niech y 2 Y , dimX = k.

(b) Para (X;Y ) spe lnia warunek (b) Whitneya w punkcie y, gdy dla ka_zdegoci ,agu (xi)i2N rozmaito�sci X oraz dla dowolnego ci ,agu (yi)i2N � Y , zachodziimplikacja
limi!1xi = limi!1 yi = y;limi!1TxiX = � 2 Gn;k(C );limi!1C (xi � yi) = � 2 Pn�1(C )

9>>=
>>; =) � � �:

TxX oznacza k-wymiarow ,a przestrze�n styczn ,a w punkcie x do rozmaito�sciX, natomiast Gn;k(C ) jest przestrzeni ,a k-wymiarowych podprzestrzeni li-niowych w C n.
Poka_zemy, _ze rodzina osobliwo�sci Xt opisana r�ownaniem (1) nie spe lnia wa-runku Whitneya w pocz ,atku uk ladu wsp�o lrz ,ednych. Oznaczmy
X = f(x; y; z; t) 2 C 4 : F (x; y; z; t) = z3 + ty5z + y7x + x15 = 0g i Y = o�s Ot

i wybierzmy ci ,ag punkt�ow (xi) le_z ,acych na krzywej opisanej r�ownaniami
F (x; y; z; t) = z3 + ty5z + y7x + x15 = 0;(2) @F@z = 3z2 + ty5 = 0;(3)
y7x + x15 � 2y8 = 0:(4)
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Z powy_zszych r�owna�n ((2)�z�(3)�(4)) otrzymujemy

�2z3 + 2y8 = 0:
Po l�o_zmy y = u3, z = u8. Z r�ownania (4) mamy 0 = x15 + u21x � 2u24 = (x14 +u21 + � � �)(x� 2u3 + � � �). Przyjmijmy x = 2u3 + � � � i z (3) mamy t = �3z2y5 = �3u.Punkty X(u) = (2u3+ � � � ; u3; u8;�3u), u 2 C nf0g le_z ,a na hiperpowierzchni X nYi niech Y (u) = (0; 0; 0;�3u) bedzie rzutem X(u) na Y . Oczywi�scie X(u) ! 0 2 C 4oraz Y (u) ! 0 2 C 4, gdy u ! 0. Ponadto limu!0C (X(u)� Y (u)) = (2 : 1 : 0 : 0) 2
P3(C ). Poniewa_z Fx(X(u)) = u21 + � � �, Fy(X(u)) = �u21 + � � �, Fz(X(u)) = 0oraz Ft(X(u)) = u23, wi ,ec granicznym po lo_zeniem przestrzeni stycznych do Xw punktach X(u) przy u! 0 jest hiperp laszczyzna � dana r�ownaniem

dx� dy = 0:
 Latwo zauwa_zy�c, _ze prosta (2 : 1 : 0 : 0) nie zawiera si ,e w � .
1 Ilorazy polarne hiperpowierzchni

Niech l = (l1 : l2 : : : : : ln) 2 Pn�1(C ) i f(x1; : : : ; xn) = 0 b ,edzie osobliwo�sci ,aizolowan ,a w otoczeniu 0 2 C n. Krzyw ,a polarn ,a w kierunku l nazywamy krzyw ,a(rf)�1(C l) = � @f@x1l1 = : : : = @f@xnln
�. Przyjmujemy l generyczne. Krzywa polarna

jest sum ,a nierozk ladalnych ga l ,ezi 
i, i = 1; : : : ; r o parametryzacjach injektywnychodpowiednio u ! pi(u) = (pi1(u); : : : ; pin(u)) 2 
i � C n. Przyjmijmy ord 
i =minnj=1ford pij(u)g. Ilorazami polarnymi hiperpowierzchni f(z1; : : : ; zn) = 0 w kie-runku generycznym l 2 Pn�1(C ) nazywamy liczby qi = ord f(pi(u))ord 
i . Teissier po-kaza l, _ze wyk ladnik  Lojasiewicza L0(f) = inff� : jrf(x)j > jxj�g w otoczeniu zeradany jest wzorem L0(f) = rmaxi=1 fqig � 1:
W przypadku osobliwo�sci f = 0 quasi-jednorodnej typu (w1; w2; w3) w przestrzeniC 3, Krasi�nski, Oleksik, P loski udowodnili w pracy [KOP], _ze maxri=1fqig =maxfw1; w2; w3g.Przyk lad Brian�cona i Spedera pokazuje, _ze ilorazy polarne (poza maksymalnym)nie daj ,a si ,e wyrazi�c przez wagi (w1; w2; w3). Mianowicie obliczymy ilorazy polarnedla rodziny osobliwo�sci danej formami quasi-jednorodnymi

Ft(x; y; z) = z3 + ty5z + y7x + x15:
Rozwa_zmy najpierw przypadek t 6= 0. Krzywa polarna St w kierunku generycznym(a : b : c) 2 P2(C ) dana jest r�ownaniami

by7 + 15bx14 = 5aty4z + 7axy6;cy7 + 15cx14 = 3az2 + aty5:
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Mo_zna sprawdzi�c, _ze St = 
1 [ 
2 przy czym parametryzacje ga l ,ezi 
1 oraz 
2 s ,apostaci

u! (�1u + � � � ; �1u2 + � � � ; �1u5 + � � �) 2 
1;u! (�2u12 + � � � ; �2u26 + � � � ; �2u65 + � � �) 2 
2:
Wobec tego, mamy dwa ilorazy polarne q1 = 151 = 15 oraz q2 = 18012 = 15.Je_zeli t = 0, to krzywa polarna S0 dana jest r�ownaniami

by7 + 15bx14 = 7axy6;cy7 + 15cx14 = 3az2:
 Latwo sprawdzi�c, _ze S0 rozk lada si ,e na sum ,e trzech ga l ,ezi 
1; 
2; 
3 o parametry-zacjach

u! (�1u2 + � � � ; �1u2 + � � � ; �1u7 + � � �) 2 
1;u! (�2u6 + � � � ; �2u13 + � � � ; �2u42 + � � �) 2 
2;u! (�2u6 + � � � ; �2u13 + � � � ;��2u42 + � � �) 2 
3:
W tym przypadku ilorazami polarnymi s ,a q1 = 8 oraz q2 = q3 = 15.
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On the Brianc�on and Speder example

Summary. We present Brian�con and Speder example of the family of quasi-homogeneous singularities with type topologic constant for which topological typeof the sections with generic hyperplanes is changing. We also show that the polarquotients can not be expressed in terms of weights.
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