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O WYKLADNIKU LOJASIEWICZA
OSOBLIWOSCI QUASI-JEDNORODNYCH
IZOLOWANYCH

Maciej Sekalski (Kielce)

Abstract. Obliczamy wyktadnik Lojasiewicza pewnych klas oso-
bliwosci quasi-jednorodnych izolowanych.

1 Osobliwosci quasi-jednorodne o matych
wykladnikach Lojasiewicza

Wielomian f = f(z1,...,2,) n zmiennych zespolonych nazywamy osobliwosciq
izolowang w punkcie 0 € C", gdy f(0) = 0 i istnieje otoczenie U punktu 0 € C"
takie, ze {z € U : g—zfl(z) == aazfn (z) =0} = {0}.

Duze znaczenie w badaniu osobliwoéci izolowanych maja niezmienniki tych oso-
bliwosci. Podstawowym niezmiennikiem jest liczba Milnora

po(f) = dimg CHZI""’Z"H/( of of )

zdefiniowana w pracy [M].
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Innym waznym niezmiennikiem osobliwo$ci izolowanej f jest wyktadnik Loja-
stewicza Lo(f). Jest to najmniejszy wykladnik 6 > 0 taki, ze istnieje otoczenie U
punktu 0 € C™ oraz stata ¢ > 0, dla ktérych zachodzi nier6wnosé

IVf(2)| = clz|? dla wszystkich z € U,

gdzie Vf oznacza gradient osobliwosci f, a | - | jest norma w przestrzeni C™.
Wykladnik Lojasiewicza zostal zdefiniowany przez Teissiera w [T]. Teissier podal
réwniez podstawowe wlasnosci Lo(f). Hipoteza Teissiera, ktéra méwi, ze Lo(f)
podobnie jak liczba Milnora po(f) jest niezmiennikiem topologicznym osobliwosci
jest wciaz nierozstrzygnieta.

Szeroka klase osobliwosci stanowia wielomiany quasi-jednorodne.  Niech
(wi,...,wy,) bedzie ciagiem dodatnich liczb wymiernych. Wielomian f =
f(z1,...,2,) nazywamy quasi-jednorodnym typu (wi,...,w,), gdy f jest suma
jednomianéw postaci czy* - - - - zpt (¢ #0), gdzie G-+ 4 P = 1.

Jezeli wielomian quasi-jednorodny f typu (ws,...,w,) jest osobliwoscia izolo-
wana, to w; > 1 dlai = 1,...,n. W pracy [MO] autorzy udowodnili, ze liczba
Milnora osobliwosci f, izolowanej oraz quasi-jednorodnej typu (wq, ..., w,) zalezy
tylko od wag w,...,w,, mianowicie

n

(1) po(f) =T J(wi —1).

i=1

Ponadto T. Krasiniski, G. Oleksik and A. Ploski w [KOP] pokazali, ze

(wi—l)}

przy czym réwnosé zachodzi, gdy n = 2 lub n = 3. Jak pokazuje Przyktad z pracy
[S2], dla n > 3 nier6wnoé¢ w (2) moze byé ostra:

=1

(2) Lo(f) < min {m%X(wi - 1),

==

Przyklad 1.1 ([S2], Przyklad.) Dla osobliwosci f = z124 + 23 + 23 + 2§ typu
(3,3,3,5) mamy:

4
Lo(f) =2 < min {r{ljalx(wZ - 1),H(wi - 1)} =

i=1
i L 2,2,4 L 2-2-4 4
= min < max< — -.2.2. =4.
X 4 b) ) b bl 4
Niech H (w1, ..., wy) bedzie zbiorem wszystkich osobliwosci izolowanych quasi-

jednorodnych typu (w1, ..., wy,). Jezeli H(wy,...,w,) # 0, to mozna zapytaé jak
obliczyé Lo(f) dla f € H(wi,...,w,) (jesli hipoteza Teissiera jest prawdziwa, to
z formuly (1) Milnora-Orlika wynika, ze wykladnik Lojasiewicza Lo(f) jest staly
dla f € H(wy,...,wy)).
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Przyklad 1.2 Niech d > 1 bedzie liczba catkowita. Wtedy H(d,...,d) jest prze-
strzenia wielomianéw jednorodnych stopnia d i Lo(f) =d—1dla f € H(d,...,d).

Jezeli n < 3, to Lo(f) = min{max?  (w; — 1), ][ (w; —1)} dla f €
H (w1, wa,ws) (patrz [KOP], Theorem 3). Udowodnimy

Twierdzenie 1.3 Zaléimy, ze H(w) # 0, w = (w1, ..., wy) © przyjmigmy r(w) =
n

2-8{i s w; <2} +8{i s w; = 2}, Wtedy I_I(wZ —1) = 277" ponadto r(w) = n
i=1
doktadnie wtedy, gdy Lo(f) = 1.

Jezeli r(w) < n, to

(i) jesti [J(wi — 1) =2"7") 1o Lo(f) =2 dla f € H(w),
=1

(i) jesti [ J(wi — 1) =2"""") 41, to Lo(f) =3 dla f € H(w).
=1

Dowdéd twierdzenia 1.3 podajemy w §2 tego artykulu.
Przyktad 1.1 pokazuje, ze H (%, 3,3, 5) # (. 7 czesei (i) Twierdzenia 1.3 otrzy-
mujemy Lo(f) = 2 dla wszystkich f € H(,3,3,5).

2 Dowdd twierdzenia 1.3

Niech Hessg(f) oznacza macierz Hessego f w punkcie 0.

Lemat 2.1 Zaldzmy, ze [ = f(21,...,2n) jest osobliwoscia izolowang w punkcie
0 € C" i niech r = rank Hesso(f) < n. Wtedy po(f) > 2"~" oraz

(i) jeseli po(f) = 27", to Lo(f) = 2,

(i) jezeli po(f) =2"""+1, to Lo(f) = 3.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé lemat 3.13 z pracy [P] do gradientu Vf.

Lemat 2.2 Niech f = [f(z1,...,2,) bedzie osobliwosciq izolowanq quasi-
jednorodna typu (w1, ..., wy,). Wtedy

rank Hesso(f) =2 - #{i : w; < 2} +#{i : w; = 2}.

Dowdd. Dowéd podany jest w [S1], Theorem 1.
Dowdd twierdzenia 1.3. Z formuly (1) Milnora-Orlika, lematu 2.2 oraz nieréwnosci

wo(f) = 2" otrzymujemy H(m —1) > 2" Z lematu 2.2 r(w) = n wtedy
i=1

i tylko wtedy, gdy rank Hesso(f) = n. Jezeli rank Hessy(f) = n, to tatwo sprawdzic,
ze Lo(f) =1 ([P], Corollary 3.8). Z drugiej strony jesli Lo(f) = 1, to z nieréwnosci
wo(f) < [Lo(f)]™ =1 (cf. [P], Proposition 3.2, [-] oznacza cze$¢ catkowita) wynika,
ze po(f) = 1 a stad rank Hesso(f) = n.

Aby udowodnié (i) oraz (ii) wystarczy zastosowaé lemat 2.1 poniewaz z lematu
2.2 wynika, ze rank Hesso(f) = r(w).
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Przyklad 2.3 (see [B-AE], Example 4.17) Niech f = 2123 + 25 + 2722. Wie-

lomian f jest quasi-jednorodny typu w = (4,2, %) Mamy
rw)=2-#{i:w; <2} +#{i:w; =2} =2-1+1=3 orazn =3.

Zatem Lo(f) = 1.

Przyklad 2.4 Wielomian f = 2123 + 23 + 23 jest quasi-jednorodny typu w =
(2,4,5). Mamy r =2-#{i :w; <2} +8{i :w; =2} =2-1+0 =2 oraz n = 3,
zatem H§:1(wi —1)=1.3.4=3=2"""+1. Z twierdzenia 1.3 (ii) otrzymujemy
Lo(f) =3.

Autor dziekuje Profesorowi Arkadiuszowi Ploskiemu za duza pomoc w przygo-
towaniu tej noty.
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ON THE LOJASIEWICZ EXPONENT OF QUASI-HOMOGENEOUS
ISOLATED SINGULARITIES

Summary. We compute the Lojasiewicz exponent for some classes of quasi-
homogeneous isolated singularities.
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