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Niech f = f(21,...,2,) € C{a1,..., 2, } bedzie osobliwosciq izolowang w pun-

kcie 0 € C™ tzn. f(0) = 0 oraz gradient Vf = (ﬁ .. 6—f> ma zero izolowane

Oz, ) Oxp

w 0 € C™. Osobliwos¢ f jest quasijednorodna typu (wy, ..., wy) jesli jest wielomia-

nem postaci
— i1 7
f= E Ciy.in Ty * Ty

171_;'__;'_ in _

w1 wnp,

dla pewnych wymiernych wi, ..., w,. Zauwazmy, ze jezeli osobliwo$¢ jest izolowana
i quasijednorodna typu (w1, ..., wy,), to w; > 1 dla wszystkich ¢ € {1,...,n}. Istot-
nie, gdyby zachodzila nieréwnos$¢ np. w; < 1, to dla jednomianu cil,,,ina:lf co.min
mieliby$my 71 + ;—22 + 4 ;—’; < ;}—11 + 4 ;—"" =1, co jest mozliwe tylko wtedy
gdy iy =1i49 =--- =1, =01lubi; =0, ale wtedy albo jednomian x; wystepuje w
f z niezerowym wspélczynnikiem albo f nie zalezy od zmiennej 1. W pierwszym
przypadku V f(0) # 0 a w drugim, zero nie jest izolowane.

Osobliwosci izolowane, quasijednorodne badane byly przez wielu autoréw.
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W 1970r. Milnor i Orlik w pracy [MO] pokazali, ze liczba Milnora osobliwosci
izolowanej, quasijednorodnej typu (w1, ..., wy) jest réwna [}, (w; —1). W pracy
[OW] autorzy podali klasyfikacje osobliwosci izolowanych quasijednorodnych trzech
zmiennych. Na podstawie tej klasyfikacji S. S.-T. Yau w [Y] wyrazit krotnos$é ord f
osobliwosci izolowanej, quasijednorodnej typu (ws,we, ws) w terminach wag. Mia-
nowicie

ordf = min{n € N: n > min{w;, we, ws}}.
Formula powyzsza przenosi sie na przypadek n zmiennych (cf. [S]). W terminach
wag (wi,...,w,) mozna réwniez oszacowaé wykladnik Lojasiewicza osobliwosci
izolowanej, quasijednorodnej. Przypomnijmy, ze wyktadnikiem Lojasiewicza Lo(f)
osobliwosci izolowanej f nazywamy najmniejsza liczbe 6 > 0 taka, Ze istnieja oto-
czenie U punktu 0 € C™ oraz stala C' > 0 takie, ze dla wszystkich x € U zachodzi
nieréwnosé

IV f ()| = Clal’.

W [KOP] autorzy pokazali, ze dla osobliwosci izolowanej, quasijednorodnej typu
(w1, ..., wy) spenione jest oszacowanie

(1) Eo(f)émin{max —1,ﬁ -—1}
i=1

przy czym dla n = 2 i n = 3 zachodzi réwnos¢. Celem tej noty jest podanie
przyktadu, ze dla n > 3 nieréwnosé (1) moze by¢ ostra.

Przyklad. Wielomian f = xyz4 + 23 + 23 + 2§ jest osobliwoscia izolowana, quasi-
jednorodna typu (g, 3,3,5), dla ktérej

4
Eo(f):2<min{max w; — 1 71_[ w; — 1) }
i=1

1 1
mln{max{4 5 4y } 4 }

Aby to sprawdzié¢ obliczymy wykladnik Lojasiewicza Lo(f). Przyjmijmy |(z1, 22,
x3,w4)| = |z1| + |w2] + |23] + |v4| dla (21, 29,23,24) € C* Mamy Vf =
(w4,323,323, 21 + 5x}). Wiec

IV | = |@a] + 3|22|* 4 3las|® + |21 + bxg| >
> |z4] + 3|m2]* + 3las|® + |z1] — 5lzal* =
= |zq|(1 — 5|x4|3) + 3\x2|2 + 3|:r3|2 + |z1].

Jezeli z1, x4 speliaja nieréwnosci |z1| > 3|z1|? oraz 1 — 5|a4]® > 3|24|, co ma
miejsce w dostatecznie malym otoczeniu 0 € C*, to

IVF| 2 3(|lzal® + |22 + |as|* + |21]%),
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a poniewaz normy w C* sa réwnowazne wiec otrzymujemy nieréwnosé
IVf1 = C(lza] + |w2| + s] + [a1])?

dla pewnego C' > 0. Zatem
Lo(f) < 2.

Zalézmy teraz, ze Lo(f) < 2. Przyjmujac z = (0,22,0,0), widzimy, ze réwnosci
Vf(z) = (0,323,0,0) oraz |V f(z)| = 3|z|* daja sprzecznos¢.
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ON THE LOJASIEWICZ EXPONENT
OF QUASI-HOMOGENEOUS FORMS

Summary. In [KOP], the authors proved that the Lojasiewicz exponent Lo(f) of
an isolated, quasi-homogeneous singularity f of a type (ws,...,w,) satisfies the
estimation

< mi ¢ - A

Lo(f) < min {I?EIX(wZ 1), -Ul(wl 1)}

with the equality for n = 2, n = 3. We show that for n > 3 the inequality may be
strict.
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