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O GRZE HIRONAKI

Maciej Sekalski (Kielce)

Wstep

W roku 1964 Hironaka w pracy [Hi] udowodnil, ze dla dowolnego zbioru algebraicz-
nego X C K" nad cialem K charakterystyki zero istnieje dwuwymierne odwzoro-
wanie f : X 5 X, gdzie X jest rozmaitoscia gtadka takie, ze na otwartym i gestym
podzbiorze U w X, odwzorowanie f jest izomorfizmem. Takie odwzorowanie moze
by¢ zdefiniowane poprzez skoriczony ciag rozdmuchan [Hal. Przypomnijmy kon-
strukcje rozdmuchania.

Niech X bedzie zbiorem algebraicznym w K", a Z podrozmaitoécia w K" zadana

ukladem réwnai g1 = go = ... =g =0, g; € Klz], z = (21,...,2,), 1 = 1,... k.
Rozwazmy injekcje
X\Z3z— (z,91(x) :...: gp(z)) € X x PE~L,

P*—! oznacza k — 1-wymiarowa przestrzen rzutowa nad cialem K. Rozdmuchaniem
zbioru X wzgledem rozmaitosci Z nazywamy domkniecie X obrazu tej injekcji w
przestrzeni K" x P*=1. Rzutowanie

X3 (@up ... iup) s zEeX

jest izomorfizmem poza zbiorem 7~ 1(Z), ktéry nazywamy dywizorem wyjatkowym.
Zbiér Z nazywamy centrum rozdmuchania.
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Przyklad 1.
Niech X = {z = (z1,...,z,) : f(zx) =0}, f(x) = Z cor® € Klz], Z = {x1 =
aeNn
o =...=1x =0}. Wtedy
X ={(x1,...,zp;u1:...:up): f(z) =0, wr; =ux;, 4,5 =1,...,k}.
Mapy na P*~1 indukuja mapy na K™ x P¥~1. Mianowicie zbiory
Ui ={(z;ur : ...t up) s wej = ujz;,  u; # 0}
pokrywaja X oraz odwzorowania
di(Tsuy oty s i ur et ug) =
= (ulv ey U1, Ty U1+ v+ s Uky Thop1y - - - 7x'n,)
okreglaja uktad wspéhrzednych na U;. Zbiér X w mapie ¢; zadany jest réwnaniem

k
I (e %1 Qq—1 E:m:1 Am  Qif1 ap k41 Qp
= E CaUlt Uty T Uify ug = 0.

aeN"™

1 Gra Hironaki

Niech A = {a1,...,aq} C N bedzie skoriczonym zbiorem punktéw w R™. Dia-
gramem Newtona wyznaczonym przez A nazywamy otoczke wypukla N(A) zbioru
A+ R, wR"

Niech @ # J C {1,...,n} oraz j € J. Okreslamy funkcje Z" 5> w — 7;;(w) =
w’' € Z" jak nastepuje

wh=>"w,
ieJ
wy, =w dla k#j.
Gracze P; oraz P, wykonuja nastepujace ruchy:

1. Gracz P; wybiera niepusty podzbiér J C {1,...,n},

2. Gracz Py wybiera j € J i zastepuje zbiér A zbiorem A’ = 7;;(A), ktéremu
odpowiada diagram Newtona N (A').

Sekwencja ruchéw powtarza sie dla N(A’). Gracz P; wygrywa, gdy po skoriczo-
nej liczbie m ruchéw diagram Newtona N(A™) bedzie mial postaé kwadrantu

a+RE,

dla pewnego a € N". W przeciwnym razie wygrywa gracz Po.
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Przyklad 2.
Niech A = {(0,6),(3,5)}. Gracz Py musi wybra¢ J = {1,2} (wybér zbioru jedno-
elementowego powoduje, ze 7, ; jest identycznoscia). Gracz P, ma dwie mozliwosci.
Jezeli wybierze j = 2 to A" = {(0,6),(3,8))}, wtedy N(A’) = (0,6) +R%, i wy-
grywa P.

Jezeli gracz Py wybierze j = 1, to A’ = {(6,6),(8,5)}. Kolejny wybér j = 1
(4 = 2 prowadzi do wygranej gracza P;) daje A? = {(12,6), (13,5)}.

Jezeli teraz gracz P» wybierze j = 1 to A% = {(18,6),(18,5)} i N(43) =
(18,5)+R%,, natomiast jezeli j = 2 to A3 ={(12,18),(13,18)} i N(A43) = (12,18)+

R%,. W obu przypadkach P; wygrywa.
Twierdzenie 3 Istnieje strategia wygrywajaca dla gracza P.

Dowdd twierdzenia wraz z podaniem strategii wygrywajacej za Zeillingerem [Ze]
przedstawimy w nastepnym rozdziale. Powyzsze twierdzenie udowodnit w 1983 r.
Spivakovsky w [Sp]. Odnotujmy teraz w jaki sposéb jeden ruch w grze odpowiada
rozdmuchaniu. Mianowicie, niech f(x) = > cyn car® € K[z] i niech supp (f) =
{a € N" : ¢, # 0}. Z wielomianem tym mozemy zwiazaé jego diagram Newtona
N(f) = N(supp (f)). Wybdr gracza P; np. J = {1,...,k} odpowiada wyborowi
centrum rozdmuchania Z = {z; = ... = x = 0}, a wybdr i € J gracza P,
odpowiada wyborowi odpowiedniej mapy ¢; (przyklad 1 ze wstepu). Jezeli f’
oznacza postaé¢ wielomianu f we wspéhrzednych ¢; to N(f') = N(supp (f)).

2 Strategia wygrywajaca

Aby pomée graczowi P; wybraé¢ podzbiér J C {1,...,n} dla danego diagramu
Newtona N przyjmijmy nastepujace oznaczenia. Jezeli w € Z™ to

n
Hw) = nlagews = plp,

S(w) = f{k 1wy, = mj{lwz} +#{k:wg = mgifcwi}.

Ponadto oznaczmy B = {a — f : «, 8 wierzcholki diagramu N}. Wektorem cha-
rakterystycznym vy diagramu N nazywamy wektor minimalny zbioru B wzgledem
nieréwnosci

(L(vn), S(on)) Siea (L(w), S(w))
dla wszystkich w € B, <je, oznacza porzadek leksykograficzny w N2,

Przykiad 4.
Niech N = N({(0,0,4),(5,0,1),(1,5,1)}). Wtedy

B L(v)
+(5,0,-3) | 8
+(1,5,-3) | 8
(1,-5,0) | 9

34
l\f)l\I)l\'.)e
~~
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Zatem charakterystycznymi wektorami sa +(5,0, —3) oraz +(1,5,—3).

Twierdzenie 5 (Strategia wygrywajaca) Niech N bedzie diagramem New-
tona, ktory nie jest kwadrantem. Gracz Py wygra jezeli w kazdym ruchu wybierze
podzbior J = {k,1} C {1,...,n} taki, ze k # | oraz wy, jest maksymalng a w;
minimalng wspdlrzedng wektora charakterystycznego w = (w1, ..., w,) diagramu
N.

Dowdd. 7 diagramem Newtona N mozemy zwiazaé tréjke liczb naturalnych §(N) =
((E(N), L(vn), S(vn)), gdzie E(N) oznacza zbiér wierzchotkéw diagramu N, vy
jest dowolnym wektorem charakterystycznym N. Pokazemy, ze jezeli N’ jest
diagramem Newtona powstalym z N po jednym ruchu zgodnie ze strategia to
S(N') <jex 6(N).

Zauwazmy, ze poniewaz 77 ; jest odwzorowaniem liniowym, wigc zachodzi nie-
réwnosé $E(N') < $E(N). Jezeli $E(N') < $E(N) to oczywiscie 6(N') <jey 0(N),
zatem zalézmy, ze E(N') = $E(N). Wynika stad, ze dla dowolnego wierzchotka
~v € E(N’) istnieje wierzcholek € € E(N) taki, ze € = v. Niech «, 8 beda wierz-
chotkami diagramu N takimi, ze w = o — 3 jest wektorem charakterystycznym N.
Pokazemy, ze dla w’ = o/ — 3’ zachodzi

(L(vn1), S(onr)) Stea (L(w'), S()) <iew (L(w), s(w)).

Pierwsza nieréwno$é¢ wynika z definicji wektora charakterystycznego. Aby udo-
wodni¢ druga zauwazmy najpierw, ze L(w') < L(w). Istotnie, mozemy zalozy¢, ze
wy jest minimalna a we maksymalna wspolrzedna wektora charakterystycznego w.
Mamy zatem
w1 <0 < wy

oraz L(w) = wy — w;.

Zgodnie ze strategia gracz P; wybiera J = {1,2}. Zalézmy, ze Ps wybierze
7 =1. Wtedy

w' = (w1 + wa, wa, ..., Wy).

Maksymalna wspéhrzedna wektora w’ pozostaje wo. Zatem poniewaz w; < wi +
we < wy wiec L(w') < L(w). Podobnie rozumujemy w przypadku gdy gracz Ps
wybierze j = 2.

Gdyby L(w') < L(w) to mieliby$my (L(w’), S(w')) <jex (L(w),S(w)). Zatem
zaltézmy, ze L(w') = L(w). Wtedy istnieje indeks k > 3 taki, ze L(w') = L(w) =
we — Wy, Wiec wy, jest minimalna wspoétrzedna wektora w oraz w’. Poniewaz wy <
w1 + we < wo zatem wi + wo nie jest minimalng wspohrzedna wektora w’ zatem

Sw') = S(w) — 1.
Wobec tego mamy
(L(w'), S(w")) = (L(w), S(w) = 1) <jea (L(w), S(w))

co konczy dowdd.
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ON HIRONAKA GAME

Summary. We present the rules of Hironaka’s polyhedra game and a connection
of the game with blowing ups. Also the winning strategy after Zeillinger is given.
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