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O OSOBLIWOSCIACH TYPU Ay

Maciej Sekalski (Kielce)

Niech f = f(X,Y) € C{X,Y} bedzie szeregiem dwdch zmiennych. Mdéwimy,
ze [ ma osobliwo$é typu Ay w punkcie O = (0,0), gdy istnieje analityczna zmiana
wspélrzednych X = X(U,V), Y = Y(U,V), jakobian %;5; (0,0) # 0 taka, ze
(XU, V), Y(U,V)) = V2 + UF!. Bezposrednio z definicji wynika, ze jezeli f
ma osobliwosé typu Ag, to ord f = 2 oraz f nie ma czynnikéw wielokrotnych.
Udowodnimy nastepujaca

Wiasnosé 1 Jezeli f jest szeregiem rzedu 2, bez czynnikow wielokrotnych to f ma
0sobliwosé typu Ay dla pewnego k > 0.

Dowdd: Dokonujac ewentualnie liniowej zmiany zmiennych mozemy zalozy¢, ze
fX,Y)=Y?+ ZiHZ? a;; X'Y7 i aga = 0. Przyjmijmy

_ _9f
U=X, V=0

Jakobian g((;‘{,)) (0,0) = 2 # 0, wobec tego przeksztalcenie (X,Y) — (U,V) jest
analityczna zmiang wspoirzednych. Mamy

XU, V)y=U, Y(UV)= %V + const- U + wyrazy wyzszych rzedéw.
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Ponadto f we wspélrzednych U,V ma nastepujaca postac:
fU,V)=V2PU,V) + U Q(U),

gdzie P(0,0) # 0 oraz Q(0) # 0.

Istotnie % = Vg%, zatem

o oY %Y 1
—J;(O,O):—+V—2 ==
aVv 1% ov UV)=0,0) 2
oraz _
a' of
-——(0,0)=0
ou? 8V( »0)
dlat=1,2,.... Poniewaz f nie ma czynnikéw wielokrotnych, wiec istnieje k takie,
ze
ak+1f
STk (0,0) # 0.

Przyjmijmy teraz X = U*Y/QWU) oraz Y = V/P(U,V). Przeksztalcenie
(U,V) = (X,Y) jest analityczne i odwracalne, ponadto we wspdhzednych X,Y
mamy

f — YQ + Xk+1’

co konczy dowdd.
Zauwazmy, ze zachodzi nastepujaca:

Wiasnosé 2 Jesli f jest wielomianem stopnia d > 1 i ma osobliwosé typu Ay, to
k< (d-1)>2.

Dowdd: Zalézmy, ze p jest punktem osobliwym wielomianu f, w ktérym osobliwos¢
jest typu Ag. Liczba k = (g—)];, %) nie przekracza sumy wszystkich liczb Milnora
P

w punktach, ktore sa rozwiazaniami ukladu % = % = 0. Teze otrzymujemy z

twierdzenia Bezouta.
Powyzsze oszacowanie mozna poprawi¢. Zachodzi

Wiasnosé 3 Jezeli wielomian f stopnia d > 1 ma osobliwosé typu Ay, to k <

(d—1)(d—2), gdy f jest nierozktadalny w C[X,Y] oraz k < (d — 1)(d — 2) +1
w przypadku rozktadalnym.

Dowdd: Zalézmy, ze C jest domknieciem rzutowym krzywej f(x,y) = 0 i niech
up(f) = k. Propozycja 6.3 z pracy [G-P] méwi, ze jezeli C' jest zredukowana
krzywa rzutowa stopnia d, ktérej lokalnym opisem w punkcie p jest f(xz,y) = 0
oraz co najwyzej m jej komponent przechodzi przez punkt p € C' to liczba Milnora
tp(f) < (d—1)(d—2)+m — 1. Poniewaz, rzad f w punkcie p jest réwny 2, wiec
m przyjmuje wartosé¢ 1 lub 2 w zaleznosci rozktadalnosci f.
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Ponizsza tabela podaje przyklady wielomianéw nierozkladalnych stopni d =
3,4, 5 realizujacych rownos$é w oszacowaniu z wlasnosci 3.

Wielomian d| k
V24 X3 32
(Y — x2)° + Xy 4] 6
Y -X?) (Y -X?+2XY}) +Y° (cf [Y]) [5] 12

Dla wielomianéw wyzszych stopni mamy dokladniejsze oszacowanie podane w
pracy [GZ-N]. Cytujemy je tutaj bez dowodu:

Twierdzenie 4 Jezeli wielomian stopnia d ma osobliwosé typu Ay, to

ccume- (4

gdzie [-] oznacza cze$é catkowitq liczby.

Przyklad.([GZ-N]) Niech = 3s+ 1, m = 7s + 2, A(X,Y) = X4 4 ox8lym _
2X2ly2m 4 A XIy3m _ 10Y4™ oraz

F(X,)Y)=Y? —2YA(X,Y) + X8 4 4Xx"y™,

Wielomian F' ma stopien d = 4m + 1 = 7l +m = 28s + 9 oraz typ osobliwosci A
gdzie k = 420s% 4 269s + 42.
Aby to pokazaé zapiszmy F' w postaci

F(X,Y) = (Y — A(X,Y))? +56X3Y°™ — 56 X2yo™ 180Xy ™ — 100y 5™,
i dokonajmy nastepujacej zmiany zmiennych
U=X,
V=Y-AX)Y).

Wtedy
X=U,
Y =V + U+  wyrazy wyzszych rzedéw.

zatem we wspélrzednych U, V wielomian F' ma postaé
F(U,V) = V? 456U 20 £ " a,,U' V) = V24 56U+ a;, UV,

przy czym sumowanie rozciaga sie na wskazniki (i, j), dla ktérych zachodzi nieréw-
nos¢ 7 + 2 > 1. Aby pokaza¢, ze F(U,V) ma osobliwos¢ typu Ap wystarczy
zastosowac¢ nastepujacy

Lemat 5 Jezeli f(X,Y)=Y2+ X 14 Z ainin, to f ma osobliwosé Ay.

>l
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Dowdd: Zapiszmy [ w postaci
FX,Y) =Y P(X,Y) +2YQ(X) + X" R(X)

gdzie
P(X,Y)=1+ Z aij X'YI72
s>
j>2
1 )
QX) =3 > aaX’
>3 (k+1)
R(X)=1+ > apX'~ "D,
i>k+1

Wtedy f(X,Y) = (YVP+Q)?+ XFt1R — Q?. Zauwazmy, ze ord Q? > k + 1 oraz
R(0) = 1, zatem przeksztalcenie

U=X"{/R(X) - ngxgl

V=Y PX,Y)+QX

jest nieosobliwe oraz we wspéhrzednych (U, V) szereg f ma postaé f(U,V) = V2 +
Uk+t,

W pracy [L] autor podaje efektywna metode sprowadzania szeregu f (ord f = 2)
do postaci wystepujacej w lemacie 5. Mianowicie, niech f = > a;; X‘Y7, aps #
0; kladziemy es = (a11)? — 4aggape. Jezeli e # 0 to k = 1. Jezeli e; = 0
to przyjmujemy f?(X,Y) = f(X,Y — a11(2a02) ' X) = Y af; XYY, afy = apa.
Poniewaz e = 0 wiec af; = a3, = 0. Jezeli e3 = a3, # 0, to k = 2. W przeciwnym
razie przyjmujemy ey = (ag1)? — 4a3yady. Jezeli ey # 0, to k = 3. Jezeli ey = 0, to
przyjmujemy f4(X,Y) == f3(X,Y — a3;(2a3,) "' X?) = Y af;X'Y7. Procedure
kontynuujemy do uzyskania postaci w zalozeniu lematu 5.

Jako przyklad rozwazmy wielomian f(X,Y) = (Y — X?)(Y — X2 +2XY?)+Y?
(cf. [Y]). Pokazemy, ze f ma osobliwo$é typu Ajs.

Mamy es = 0,

2 _ _ 2 2 4 2 yrivsj
PEY)=fXY)=Y?-2XY + X'+ > a} X'V,
i/a+j/2>1
e3=0,e4=(-2)2—-4-1-1=0. Zatem
AXY)=LXY+X) =Y 42XV + X0+ > o XY
i/10+;5/2>1
oraz e5 = 0, eg = (a3;)? — dagoags =0, fO = f4 er=0,e5 =0, 8 = 0, eg =
elo =22 —4-1-1=0. Przyjmujemy
10 _ 8 5y _ 12 13 10 yrivy/g
XY =FXY-X)=y?-X"%+ > afXV,
i/13+j/2>1
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mamy e;; = 0, e12 = (afd)? —4aidald = 0, 12 = f19 €13 = —1. Z lematu 5
wynika, ze k = 12.
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ON THE Aj TYPE SINGULARITIES
Summary. The singularities of Ay, type are studied. We give some bounds for the

Milnor number k of the singularity of Ay given by a polynomial of two complex
variables.
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