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TWIERDZENIE O FUNKCJACH UWIK LANYCH

BOURBAKIEGO I TOUGERONA

I JEGO ZASTOSOWANIE

Maciej S ↪ekalski (Kielce)

Celem artyku lu jest przedstawienie twierdzenia Bourbakiego i Tougerona, które
jest pewnym uogólnieniem klasycznego twierdzenia o funkcjach uwik lanych. Ozna-
czmy x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , ym) i niech H = H(x, y) ∈ C∞, H(0, 0) = 0
b ↪edzie kie lkiem funkcji g ladkiej. Twierdzenie podaje warunki dostateczne na to aby
można by lo rozwi ↪azać równanie H(x, y) = 0 ze wzgl ↪edu na zmienn ↪a y w pewnym
otoczeniu 0 ∈ Rn+m.

W celu sformu lowania twierdzenia przyjmijmy nast ↪epuj ↪ac ↪a notacj ↪e. Niech E(n)
oznacza pierścień kie lków funkcji g ladkich n zmiennych w otoczeniu zera i niech
m(n) b ↪edzie jego idea lem maksymalnym, tzn m(n) = {f ∈ E(n) : f(0) = 0}. Jeżeli
f1, . . . , fk ∈ E(n) to przez (fi) b ↪edziemy oznaczać idea l pierścienia E(n) generowany
przez kie lki f1, . . . , fk. W oznaczeniach utożsamiamy kie lki funkcji i odwzorowań
z ich reprezentantami.

Twierdzenie Za lóżmy, że dla pewnego odwzorowania g ladkiego Rn ∋ x → y0(x) ∈
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Rm zachodzi relacja

H(x, y0(x)) ≡ 0 mod

((
∂H

∂yi
(x, y0(x))

)2

· m(n)

)
.

Wtedy istnieje odwzorowanie g ladkie x → y(x) takie, że:

• H(x, y(x)) ≡ 0,

• y(x) ≡ y0(x) mod
((

∂H
∂yi

(x, y0(x))
)
· m(n)

)
.

Twierdzenie jest prawdziwe w dziedzinie zespolonej oraz w przypadku odwzo-
rowań analitycznych.

Dowód twierdzenia jest podany w dalszej cz ↪eści artyku lu. W tym miejscu zaj-
miemy si ↪e wnioskami.

Niech f1, f2 : (Rn, 0) → (R, 0) b ↪ed ↪a kie lkami funkcji g ladkich. Mówimy, że
kie lki f1 i f2 s ↪a równoważne, gdy istnieje dyfeomorfizm h : (Rn, 0) → (Rn, 0) taki,
że f1 ◦ h = f2.

Wniosek 1 Jeżeli f1(x) ≡ f2(x) mod

((
∂f1
∂xi

(x)
)2

· m(n)

)
oraz

∂f1
∂x1

(0) = . . . =
∂f1
∂xn

(0) = 0, (1)

to kie lki f1 i f2 s ↪a równoważne.

Dowód. Przyjmijmy H(x, y) = f1(y) − f2(x). Wtedy za lożenia twierdzenia s ↪a
spe lnione dla odwzorowania y0(x) = x. Zatem istnieje przekszta lcenie x → h(x) ∈
Rn takie, że

h(x) ≡ x mod

((
∂f1
∂xi

(x)

)
· m(n)

)
. (2)

Wystarczy pokazać, że h jest lokalnym dyfeomorfizmem. Relacja (2) oznacza, że
h(x) = x +

∑n
i=1 gi(x)∂f1

∂xi
(x), gdzie sk ladowe odwzorowania gi(x) s ↪a elementami

idea lu m(n), a ze wzgl ↪edu na równość (1) mamy ∂f1
∂xi

∈ m(n). Wobec tego h(x) =

x +
∑n

i,j=1 Gij(x)xixj gdzie sk ladowe odwzorowania Gij(x) należ ↪a do pierścienia
E(n).

Wniosek 2 Jeżeli f ∈ E(n), f(0) = ∂f
∂x1

(0) = . . . = ∂f
∂xn

(0) = 0 i wyznacznik

Hessego det
(

∂2f
∂xi∂xj

(0)
)
i,j=1,...,n

̸= 0, to kie lki f1(x) = 1
2

∑n
i,j=1

∂2f
∂xi∂xj

(0)xixj oraz

f s ↪a równoważne.

Dowód. Zauważmy, że

f1(x) − f(x) ≡ 0 mod
(
m(n)2 · m(n)

)
.
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Istotnie ∂f1
∂xk

(x) =
∑n

j=1
∂2f

∂xk∂xj
(0)xj , k = 1, . . . , n. Ponieważ wyznacznik

det
(

∂2f
∂xi∂xj

(0)
)
i,j=1,...,n

jest różny od zera wi ↪ec powyższy uk lad równań można

rozwi ↪azać wzgl ↪edem (x1, . . . , xn). St ↪ad m(n) =
(

∂f1
∂xi

(x)
)

. Zatem

f1(x) − f(x) ≡ 0 mod

((
∂f1
∂xi

(x)

)2

· m(n)

)

i teza wynika z wniosku 1.

Dowód twierdzenia: Rozważmy funkcj ↪e H̄(x, y) = H(x, y0(x)+y). Wtedy za lożenia
twierdzenia możemy sformu lować nast ↪epuj ↪aco:

H̄(x, 0) ≡ 0 mod

((
∂H̄

∂yi
(x, 0)

)2

· m(n)

)
.

Pokażemy, że istnieje odwzorowanie g ladkie x → y(x) takie, że

H̄(x, y(x)) ≡ 0,

oraz

y(x) ≡ 0 mod

((
∂H̄

∂yi
(x, 0)

)
· m(n)

)
.

W tym celu zapiszmy H̄ korzystaj ↪ac z rozwini ↪ecia Taylora wzgl ↪edem zmiennej
y:

H̄(x, y) = H(x, 0) +

n∑
i=1

∂H̄

∂yi
(x, 0)yi +

n∑
r,s=1

Grs(x, y)yrys.

Przyjmijmy yk =
∑n

j=1 zkj
∂H̄
∂yj

(x, 0) traktuj ↪ac z = [zkj ]k,j=1,...,n jako zmienn ↪a

w przestrzeni Rn2

. St ↪ad

H̄(x, y(z)) =

= H(x, 0) +
n∑

i,j=1

∂H̄

∂yi
(x, 0)

∂H̄

∂yj
(x, 0)zij +

+

n∑
r,s=1

Grs(x, y(z))

n∑
i,j=1

∂H̄

∂yi
(x, 0)

∂H̄

∂yj
(x, 0)zrizsj =

= H̄(x, 0) +
n∑

i,j=1

(
zij +

n∑
r,s=1

Grs(x, y(z))zrizsj

)
∂H̄

∂yi
(x, 0)

∂H̄

∂yj
(x, 0). (3)

Za lożenie implikuje, że H̄(x, 0) =
∑n

i,j=1 gij(x)∂H̄
∂yi

(x, 0) ∂H̄
∂yj

(x, 0) dla pewnych

gij(x) ∈ m(n). Z klasycznego twierdzenia o funkcjach uwik lanych wynika, że ist-
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niej ↪a funkcje g ladkie zij = zij(x), zij(0) = 0 spe lniaj ↪ace uk lad równań

zij +
n∑

r,s=1

Grs(x, y(z))zrizsj = −gij(x), i, j = 1, . . . , n.

Podstawiaj ↪ac je do równości (3) w miejsce z = [zij ] otrzymujemy równość

H̄(x, y(z(x))) ≡ 0.

Wystarczy przyj ↪ać y(x) = y(z(x)).

Aby pokazać, że y(x) ≡ 0 mod
((

∂H̄
∂yi

(x, 0)
)
· m(n)

)
zauważmy, że

yk(x) =
n∑

j=1

zkj(x)
∂H̄

∂yj
(x, 0) ∈

(
∂H̄

∂yi
(x, 0)

)
· m(n).

Odnotujmy teraz użyteczny wniosek z twierdzenia i wniosku 1.

Twierdzenie 3 Jeżeli kie lek funkcji g ladkiej f : (Rn, 0) → (R, 0) spe lnia warunek

dimR E(n)/
(

∂f
∂xi

)
< +∞, to f jest równoważny pewnemu wielomianowi Taylora

kie lka f .

Dowód. Oznaczmy k = dimR E(n)/
(

∂f
∂xi

)
. Każdy jednomian stopnia k leży w ide-

ale generowanym przez pochodne cz ↪astkowe ∂f
∂xi

, i = 1, 2, . . . , n. St ↪ad wynika, że

każdy jednomian stopnia 2k+1 należy do idea lu
(

∂f
∂xi

)2
·m(n). Niech teraz f2k(x)

b ↪edzie wielomianem Taylora stopnia 2k funkcji f . Wtedy

f(x) ≡ f2k(x) mod

((
∂f

∂xi

)2

· m(n)

)
.

Z wniosku 1 otrzymujemy równoważność kie lków f i f2k.
Stosuj ↪ac inn ↪a metod ↪e można uzyskać twierdzenie dok ladniejsze

Twierdzenie (Mather) Jeżeli f(0) = 0 i m(n)r+1 ⊂ m(n)2
(

∂f
∂xi

)
to kie lek f

jest równoważny swojemu wielomianowi Taylora stopnia r.

Jeżeli k = dimR E(n)/
(

∂f
∂xi

)
, to za lożenie twierdzenia Mathera jest spe lnione

dla r = k + 1. Zatem f jest równoważny swojemu wielomianowi Taylora stopnia
k + 1.
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Bourbaki–Tougeron Theorem and Some Applications

Summary. Implicit function theorem according to Bourbaki and Tougeron is
presented and some applications are given.

 Lódź, 5 – 9 stycznia 2004 r.


