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TWIERDZENIE O FUNKCJACH UWIKLANYCH
BOURBAKIEGO I TOUGERONA
[ JEGO ZASTOSOWANIE

Maciej Sekalski (Kielce)

Celem artykutu jest przedstawienie twierdzenia Bourbakiego i Tougerona, ktére
jest pewnym uogélnieniem klasycznego twierdzenia o funkcjach uwiklanych. Ozna-
czmy x = (T1,...,%n), Yy = (Y1,--.,Ym) 1 niech H = H(x,y) € C*, H(0,0) =0
bedzie kielkiem funkcji gladkiej. Twierdzenie podaje warunki dostateczne na to aby
mozna bylo rozwiazaé¢ réwnanie H(x,y) = 0 ze wzgledu na zmienna y w pewnym
otoczeniu 0 € R* ™,

W celu sformulowania twierdzenia przyjmijmy nastepujaca notacje. Niech £(n)
oznacza pierécien kietkow funkcji gladkich n zmiennych w otoczeniu zera i niech
m(n) bedzie jego ideatem maksymalnym, tzn m(n) = {f € £(n) : f(0) = 0}. Jezeli
fi,-- o, fr € E(n) to przez (f;) bedziemy oznaczaé ideat pierécienia £ (n) generowany
przez kietki f1,..., fx. W oznaczeniach utozsamiamy kietki funkcji i odwzorowan
z ich reprezentantami.

Twierdzenie Zatéimy, ze dla pewnego odwzorowania gladkiego R™ > x — y°(x) €
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R™ zachodzi relacja

2
H(x,yo(x)) =0 mod <((35(x7y0(x))) m(n)) .

Wtedy istnieje odwzorowanie gladkie x — y(x) takie, ze:

o H(z,y(x)) =0,

o y(@)=3°@) mod ((L(x,y°(@)) -m(n)).

Twierdzenie jest prawdziwe w dziedzinie zespolonej oraz w przypadku odwzo-
rowan analitycznych.

Dowdd twierdzenia jest podany w dalszej czesci artykutu. W tym miejscu zaj-
miemy sie wnioskami.

Niech f1,f2 : (R™,0) — (R,0) beda kietkami funkcji gtadkich. Moéwimy, ze
kietki f1 i fo sa réwnowazne, gdy istnieje dyfeomorfizm h : (R™,0) — (R™,0) taki,
ze fl oh= f2.

Whiosek 1 Jezeli f1(z) = fa(z) mod ((ggl (x))z . m(n)) oraz

oh
81'1

_oh

O=..=5"

(0) =0, (1)
to kietki f1 1 fo sq rownowazne.

Dowdd. Przyjmijmy H(x,y) = fi(y) — fo(x). Wtedy zalozenia twierdzenia sa
spetnione dla odwzorowania y°(z) = x. Zatem istnieje przeksztatcenie x — h(x) €

R™ takie, ze
h(z) =z mod ((g? (:z:)) ~m(n)>. (2)

Wystarczy pokazaé, ze h jest lokalnym dyfeomorfizmem. Relacja (2) oznacza, ze
h(z) =z + > gi(x)%(x), gdzie skladowe odwzorowania g;(x) sa elementami

ideatu m(n), a ze wzgledu na réwnosé¢ (1) mamy % € m(n). Wobec tego h(z) =
x+ Z?j:l Gij(x)zz; gdzie skladowe odwzorowania G;j;(x) naleza do piericienia
E(n).

Wniosek 2 Jezeli f € E(n), f(0) = %(0) =...= %(0) = 0 ¢ wyznacznik
2 . . n 2
Hessego det (#&J(O))i’j:lw’n # 0, to kietki f1(x) = %Zm,:l %(O)xixj oraz

f sa réwnowazne.

Dowdéd. Zauwazmy, ze

fi(@)— f(z) =0 mod (m(n)2 . m(n)) )
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Istotnie %(w) =20 %(O)xj, k=1,...,n. Poniewaz wyznacznik

02
det (azgzi (0))1 =
f1

rozwiazaé¢ wzgledem (z1,...,2,). Stad m(n) = (ﬁ(ﬂc» Zatem

2
fi(x) — f(z) =0 mod ((gilz (gc)> m(n))

i teza wynika z wniosku 1.

jest rézny od zera wigc powyzszy uktad réwnan mozna
n

Dowdd twierdzenia: Rozwazmy funkcje H(x,y) = H(x,y°(x)+y). Wtedy zalozenia
twierdzenia mozemy sformulowaé¢ nastepujaco:

_ oH ?
H(z,0)=0 mod (((az,O)) m(n)) .
yi
Pokazemy, ze istnieje odwzorowanie gltadkie x — y(x) takie, ze

H{(z,y(x)) = 0,

y(z) =0 mod <(‘;Z(x,0)> -m(n)>.

W tym celu zapiszmy H korzystajac z rozwiniecia Taylora wzgledem zmiennej

oraz

! "o -
H(w,y) = H(@,0)+ ) ==(@,0)yi + Y Gra(@, 1)yrys.
i=1 Yi r,s=1
Przyjmijmy yr = Y7, zkjg—g(x,O) traktujac z = [zkj]k,j=1,...n jako zmienna

w przestrzeni R, Stad

H(z,y(2)) =
" 9H OH

= H(x,0) + Z a5 8731-(96’0)2“—’—
j

+ Z Grs(x7y(z)) Z gi(x’O)g:jyvj

r,s=1 i,7=1

= H(x,0) + Z <zij + Z G,.s(x,y(z))z,.izsj> g—f(x,O)a—H_(x,O). (3)
ij=1 r,s=1 v

Zalozenie implikuje, ze H(z,0) = szzl gij(x)g—i(x,O)g—i(x,O) dla pewnych

gij(xz) € m(n). Z klasycznego twierdzenia o funkcjach uwiklanych wynika, ze ist-



36

nieja funkcje gladkie z;; = 2z;;(x), 2;;(0) = 0 spelniajace uklad réwnan

n
Zij + Z Grs(x,y(2)2rizs; = —gi(x), 4,5=1,...,n.

r,s=1

Podstawiajac je do réwnosci (3) w miejsce z = [z;;] otrzymujemy réwnosé

Wystarczy przyjac y(z) = y(z(x)). )
Aby pokazaé, ze y(z) =0 mod ((GH (ac,O)) m(n)) zZauwazmy, ze

~ OH
o) = Y e 00 € (S0 o)

Odnotujmy teraz uzyteczny wniosek z twierdzenia i wniosku 1.

Twierdzenie 3 Jezeli kielek funkcji gtadkiej f : (R™,0) — (R,0) spetnia warunek
dimg E(n)/ (g—mi) < 400, to [ jest réwnowazny pewnemu wielomianowi Taylora

kietka f.

Dowdd. Oznaczmy k = dimg £(n)/ (%) Kazdy jednomian stopnia k lezy w ide-
ale generowanym przez pochodne czastkowe %, t=1,2,...,n. Stad wynika, ze

2
kazdy jednomian stopnia 2k + 1 nalezy do ideatu (ng) -m(n). Niech teraz for(z)

bedzie wielomianem Taylora stopnia 2k funkcji f. Wtedy

f(2) = far(2) mod (( gj ) . m<n)> .

7 wniosku 1 otrzymujemy réwnowaznos¢ kietkéw f i for.
Stosujac inng metode mozna uzyskaé¢ twierdzenie dokladniejsze

Twierdzenie (Mather) Jezeli f(0) = 0 i m(n)"*! C m(n)? (867{1:) to kietek f

jest rownowazny swojemu wiclomianow: Taylora stopnia r.

Jezeli k = dimg E(n)/ (%), to zalozenie twierdzenia Mathera jest spelmione

dla r = k+ 1. Zatem f jest rownowazny swojemu wielomianowi Taylora stopnia
k+1.
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BOURBAKI-TOUGERON THEOREM AND SOME APPLICATIONS

Summary. Implicit function theorem according to Bourbaki and Tougeron is
presented and some applications are given.

Lodz, 5 - 9 stycznia 2004 .



