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O INDEKSIE LOKALNYM

ODWZOROWAŃ ANALITYCZNYCH

Maciej S ιekalski (Kielce)

W pracy [K-S] autorzy podali eleganck ιa charakteryzacj ιe krotności przeci ιecia
krzywych analitycznych zespolonych. W rzeczywistej geometrii analitycznej odpo-
wiednikiem krotności jest indeks lokalny. Powstaje naturalne pytanie, czy to
poj ιecie również można scharakteryzować podaj ιac kilka prostych aksjomatów. Od-
powiedź jest pozytywna. Aby j ιa przedstawić oznaczmy ind0(f, g) indeks lokalny
odwzorowania rzeczywistego (f, g) : U → R2, gdzie U jest otoczeniem zera, a punkt
(0, 0) jest izolowanym rozwi ιazaniem uk ladu równań f(X,Y ) = g(X,Y ) = 0. Z
definicji jest to stopień topologiczny odwzorowania

Sϵ ∋ (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)

∥(f(x, y), g(x, y)∥
∈ S1

gdzie Sϵ jest okr ιegiem wokó l zera o dostatecznie ma lym promieniu ϵ > 0. Można

sprawdzić, że ind0(f, g) = sgn ∂(f,g)
∂(X,Y ) (0, 0) o ile jakobian ∂(f,g)

∂(X,Y ) (0, 0) ̸= 0, ind0(A ◦
(f, g)) = sgn detA·ind0(f, g) dla dowolnego liniowego odwzorowania A, takiego, że
detA ̸= 0. Ponadto ind0(f, g+af) = ind0(f, g) dla dowolnej analitycznej w otocze-
niu zera funkcji a, oraz zachodzi nast ιepuj ιaca w lasność addytywności indeksu

ind0(fg, h) = ind0(f, gh) + ind0(g, fh).

Zak ladamy tutaj, że pary (f, g), (f, h) oraz (g, h) maj ιa zero izolowane.
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 Latwo zauważyć, że w przypadku indeksu nie zachodzi warunek addytywności
taki, jak dla krotności. Jeżeli przyjmiemy f(x, y) = x, g(x, y) = y oraz h(x, y) =
x− y, to

ind0(x, x− y) = −1, ind0(y, x− y) = −1,

wobec tego mamy

0 = ind0(fg, h) ̸= ind0(f, h) + ind0(g, h) = −2.

Okazuje si ιe że niektóre z wyliczonych wyżej w lasności charakteryzuj ιa indeks
lokalny jednoznacznie. Mamy nast ιepuj ιace

Twierdzenie (o charakteryzacji indeksu). Zak ladamy, że każdej parze funkcji
analitycznych f, g w otoczeniu zera (0, 0) ∈ R2 takiej, że uk lad równań f = g = 0
ma zero izolowane przyporz ιadkowana jest liczba ca lkowita I0(f, g) o nast ιepuj ιacych
w lasnościach

(1) I0(fg, h) = I0(f, gh) + I0(g, fh), h jest dowoln ιa funkcj ιa analityczn ιa

tak ιa, że para (fg, h) ma zero izolowane

(2) I0(f, g + af) = I0(f, g), a jest dowoln ιa funkcj ιa analityczn ιa,

(3) I0(f, gh2) = I0(f, g), h jest dowoln ιa funkcj ιa analityczn ιa,

tak ιa, że para (f, h) ma zero izolowane,

(4) I0(f,−g) = −I0(f, g),

(5) I0(f, g) = −I0(g, f),

(6) I0(X,Y ) = 1.

Wtedy I0 = ind0.
Można udowodnić, że istotnie indeks lokalny posiada w lasności (1)-(6) twier-

dzenia. Dowód, że powyższe aksjomaty jednoznacznie określaj ιa indeks podajemy
w [S3].
Przyk lad: Korzystaj ιac z aksjomatów (1)-(6) obliczymy indeks odwzorowania
(f(x, y), g(x, y)) = (x2 − y, xy − y3). Liczby nad znakami równości oznaczaj ιa
numery w lasności, z których korzystamy.

ind0(x2 − y, xy − y3)
(2)
= ind0(x2 − y, xy − y3 − y2(x2 − y)) =

= ind0(x2 − y, xy − x2y2)) = ind0(x2 − y, xy(1 − xy)) =

(3)
= ind0(x2 − y, xy)

(5)
= −ind0(xy, x2 − y) =

(1)
= −ind0(x, y(x2 − y)) − ind0(y, x(x2 − y)) =

= −ind0(x, x2y − y2) − ind0(y, x3 − y2) =

(2)
= −ind0(x,−y2) − ind0(y, x3)

(4)
= ind0(x, y2) − ind0(y, x3) =

(3)
= ind0(x, 1) − ind0(y, x) = ind0(x, y) = 0 + 1.
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Również indeks w nieskończoności można obliczyć korzystaj ιac z podanych wyżej
aksjomatów. Do tego celu potrzebne jest twierdzenie, które pozwala sprowadzić
obliczanie indeksu w nieskończoności odwzorowania wielomianowego (f, g) do wyz-
naczania indeksów lokalnych odwzorowań zwi ιazanych z tym odwzorowaniem. Przy-
pomnijmy, że określenie indeksu w nieskończoności jest analogiczne jak w przy-
padku lokalnym. Mianowicie

ind∞(f, g) = stopień topologiczny odwzorowania
(f, g)

∥(f, g)∥

∣∣∣∣
SR

,

gdzie okr ιag SR “obejmuje” wszystkie rozwi ιazania uk ladu f(X,Y ) = g(X,Y ) = 0.
Niech f , g b ιed ιa wielomianami rzeczywistymi stopni deg f = d i deg g =

d′ i niech zbiór rozwi ιazań uk ladu f(X,Y ) = g(X,Y ) = 0 b ιedzie skończony.
Zak ladamy, że forma wiod ιaca wielomianu f jest jednomianem. Oznaczmy F , G
ujednorodnienia wielomianów f i g odpowiednio tzn.

F (x, y, z) = zdf
(x
z
,
y

z

)
, G(x, y, z) = zd

′
g
(x
z
,
y

z

)
.

Przy powyższych za lożeniach zachodzi nast ιepuj ιace

Twierdzenie (o indeksie w nieskończoności). Jeżeli grad f(x, y) ̸= 0 na krzy-
wej {f(x,y)=0} w otoczeniu nieskończoności, to

ind∞(f, g) = −ind0(F (1, Y, Z), Zd+d′−1G(1, Y, Z)) −
− ind0(F (X, 1, Z), Zd+d′−1G(X, 1, Z)).

Uwaga: Indeksy lokalne w powyższej formule s ιa obliczane przy zwyk lej orientacji
p laszczyzn 0Y Z oraz 0ZX.
Przyk lad: Rozważmy odwzorowanie (x, y) → (x + y + x3y3, x2 − y2 + x) i niech
f(x, y) = x+y+x3y3 oraz g(x, y) = x+x2−y2. Zgodnie z oznaczeniami przyj ιetymi
w twierdzeniu mamy

F (X,Y, Z) = XZ5 + Y Z5 + X3Y 3, G(X,Y, Z) = XZ + X2 − Y 2.

 Latwo sprawdzić, że za lożenia twierdzenia o indeksie w nieskończoności s ιa spe lnio-
ne, zatem

ind∞(f, g) = −ind0(Z5 + Y Z5 + Y 3, Z7(1 − Y 2 + Z))−
− ind0(XZ5 + Z5 + X3, Z7(XZ + X2 − 1)) =

= −ind0(Z5 + Y Z5 + Y 3, Z) − ind0(XZ5 + Z5 + X3,−Z) =

= −ind0(Y 3, Z) + ind0(X3, Z) =

= −ind0(Y, Z) + ind0(X,Z) = −1 − 1 = −2.

Indeksy lokalne w powyższej formule s ιa obliczane przy użyciu podanej aksjo-
matyki.
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Aby stosować twierdzenie o indeksie w nieskończoności forma wiod ιaca wielomia-
nu f musi być jednomianem. Pokażemy, że zawsze zagadnienie obliczenia indeksu
w nieskończoności można zredukować do tego przypadku. Mianowicie zachodzi
nast ιepuj ιaca

W lasność 1 Jeżeli odwzorowanie wielomianowe (f, g) ma skończon ιa liczb ιe zer,
to dla nieparzystych liczb p i q,

ind∞(f, g) = ind∞(f(xp, yq), g(xp, yq))

oraz

W lasność 2 Dla dowolnego wielomianu f istniej ιa liczby naturalne i nieparzyste p,
q takie, że forma wiod ιaca wielomianu f(xp, yq) jest jednomianem.

Sprawdzenie podanych w lasności nie jest trudne.
Przyk lad: Na zakończenie rozważmy nast ιepuj ιace odwzorowanie:

(f(x, y), g(x, y)) = (y4 − xy3 + x2y2 − x2, y3 + xy2 + x3).

Na podstawie w lasności 1 mamy

ind∞(f, g) = ind∞(f(x, y3), g(x, y3)) =

ind∞(y12 − xy9 + x2y6 − x2, y9 + xy6 + x3).

Stosuj ιac teraz twierdzenie o indeksie w nieskończoności otrzymujemy

ind∞(f, g) =

−ind0(y12 − y9z2 + y6z4 − z10, z20(y9 + y6z2 + z6))

− ind0(1 − xz2 + x2z4 − x2z10, z20(1 + xz2 + x3z6)) =

= −ind0(y12 − y9z2 + y6z4 − z10, y9 + y6z2 + z6) =

= −ind0

(
(y12 − y9z + y6z2 − z5, y9 + y6z + z3) ◦ (y, z2)

)
=

= −ind0(y12 − y9z + y6z2 − z5, y9 + y6z + z3) · ind0(y, z2) =

= −ind0(y12 − y9z + y6z2 − z5, y9 + y6z + z3) · 0 = 0.
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On the Local Index of the Analytic Mappings

Summary. We give an axiomatic description of the local index of the real analytic
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mappings.
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