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O INDEKSIE LOKALNYM
ODWZOROWAN ANALITYCZNYCH

Maciej Sekalski (Kielce)

W pracy [K-S] autorzy podali elegancka charakteryzacje krotnosci przecigcia
krzywych analitycznych zespolonych. W rzeczywistej geometrii analitycznej odpo-
wiednikiem krotnosci jest indeks lokalny. Powstaje naturalne pytanie, czy to
pojecie réwniez mozna scharakteryzowaé podajac kilka prostych aksjomatow. Od-
powiedZ jest pozytywna. Aby ja przedstawié¢ oznaczmy indy(f,g) indeks lokalny
odwzorowania rzeczywistego (f, g) : U — R2, gdzie U jest otoczeniem zera, a punkt
(0,0) jest izolowanym rozwigzaniem uktadu réwnan f(X,Y) = ¢(X,Y) = 0. Z
definicji jest to stopien topologiczny odwzorowania

Se 3 (z,y) —

gdzie S¢ jest okregiem wokol zera o dostatecznie malym promieniu € > 0. Mozna
sprawdzié, ze indo(f, g) = sgn 45245 (0,0) o ile jakobian £4245(0,0) # 0, indo(A o
(f,9)) =sgn det A-indy(f, g) dla dowolnego liniowego odwzorowania A, takiego, ze
det A # 0. Ponadto indg(f, g+af) = indo(f, g) dla dowolnej analitycznej w otocze-
niu zera funkcji a, oraz zachodzi nastepujaca wlasnos¢ addytywnosci indeksu

indO(fga h) = indo(f, gh) + indO(gv fh)

Zakladamy tutaj, ze pary (f,g), (f,h) oraz (g, h) maja zero izolowane.
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Latwo zauwazy¢, ze w przypadku indeksu nie zachodzi warunek addytywnosci
taki, jak dla krotnosci. Jezeli przyjmiemy f(z,y) = z, g(z,y) = y oraz h(x,y) =
T —y, to

indo(l',l’*y) :713 indO(yaxfy) = 71,

wobec tego mamy
0= indO(fg7 h‘) # indO(f7 h) + ind0(97 h) =-2.

Okazuje si¢ ze niektére z wyliczonych wyzej whasnosci charakteryzuja indeks
lokalny jednoznacznie. Mamy nastepujace

Twierdzenie (o charakteryzacji indeksu). Zakladamy, Ze kazdej parze funkcji
analitycznych f,g w otoczeniu zera (0,0) € R? takiej, ze uktad réwnan f =g =0
ma zero izolowane przyporzedkowana jest liczba calkowita Iy(f, g) o nastepujgceych
wlasnosciach

(1) Io(fg,h) =To(f,gh) + To(g, fh), h jest dowolng funkcjq analityczng
takaq, ze para (fg,h) ma zero izolowane

(2) Io(f,g+af)=1o(f,9), a jest dowolng funkcjq analityczng,

(3) Io(f,gh?) = 1o(f,9), h jest dowolng funkcjq analityczng,

takq, ze para (f,h) ma zero izolowane,

Lo(f,—9) = —Lo(f,9),

(5)  Io(f.9) = —Io(g. f),

(6) (X, Y)=1.

—~
N
S~—"

Wtedy 1y = indg.

Mozna udowodnié, ze istotnie indeks lokalny posiada wlasnosci (1)-(6) twier-
dzenia. Dowdd, ze powyzsze aksjomaty jednoznacznie okreslaja indeks podajemy
w [S3].

Przyklad: Korzystajac z aksjomatéw (1)-(6) obliczymy indeks odwzorowania
(f(x,y),9(x,y)) = (2% — y,2y — y3). Liczby nad znakami réwnosci oznaczaja
numery wlasnosci, z ktérych korzystamy.
indo(a? — y, 2y — 4*) D indo (e — yoay — y° — 2 (e* —y)) =
= indo(2” — y,zy — 2%y?)) = indo(2? — y, 2y(1 — zy)) =

® indo(2* — y, zy) © —indg(zy,2* — y) =

—~
—

= —indg(z,y(x* — y)) — indg(y, z(z* — y)) =
= —indo(m,ny - y2) — indo(y7x3 - yz) =

D indy(z, —12) — indo(y, 2%) L indo(,42) — ind(y, 2°) =

@ indg(z,1) — indo(y, ) = indp(z,y) = 0+ 1.
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Roéwniez indeks w nieskoriczonosci mozna obliczy¢ korzystajac z podanych wyzej
aksjomatéw. Do tego celu potrzebne jest twierdzenie, ktore pozwala sprowadzié
obliczanie indeksu w nieskoriczonosci odwzorowania wielomianowego (f, g) do wyz-
naczania indekséw lokalnych odwzorowan zwigzanych z tym odwzorowaniem. Przy-
pomnijmy, ze okreslenie indeksu w nieskonczono$ci jest analogiczne jak w przy-
padku lokalnym. Mianowicie

(f,9)
19l s,

gdzie okrag Sr “obejmuje” wszystkie rozwiazania uktadu f(X,Y) =g¢(X,Y) =0.

Niech f, g beda wielomianami rzeczywistymi stopni degf = d i degg =
d' i niech zbiér rozwigzani ukladu f(X,Y) = ¢(X,Y) = 0 bedzie skoriczony.
Zakladamy, ze forma wiodaca wielomianu f jest jednomianem. Oznaczmy F, G
ujednorodnienia wielomianéw f i g odpowiednio tzn.

F(x,y,2) =2%f (g, %) , G(z,y,2) = zd,g (g, g) .

indo (f, g) = stopieni topologiczny odwzorowania

Przy powyzszych zalozeniach zachodzi nastepujace

Twierdzenie (o indeksie w nieskoniczonosci). Jezeli grad f(x,y) # 0 na krzy-
weg {f(x,y)=0} w otoczeniu nieskornczonosci, to

indeo(f,9) = —indo(F(1,Y,2), 2 'G(1,Y, 2)) -
—indo(F(X,1,2), 277 -1G(X, 1, Z)).

Uwaga: Indeksy lokalne w powyzszej formule sg obliczane przy zwyklej orientacji
plaszczyzn 0Y Z oraz 0ZX.

Przyklad: Rozwazmy odwzorowanie (x,y) — (z +y + 2%y%, 2% — y? + 2) i niech
flx,y) = o+y+a3y® oraz g(x,y) = v+ —y%. Zgodnie z oznaczeniami przyjetymi
w twierdzeniu mamy

F(X,)Y,Z2)=XZ°+YZ°+ X3Y3, G(X,Y,Z2)=XZ+X?-Y?

Latwo sprawdzi¢, ze zalozenia twierdzenia o indeksie w nieskonczonosci sg speknio-
ne, zatem

indoo(f,9) = —indo(Z° +YZ° +Y*, Z27(1 - Y? + 2))
—indo(XZ° + Z° + X3, Z"(XZ + X? - 1)) =
= —indg(Z° +YZ° + Y3 Z) —indo(XZ° + Z° + X3, - 7) =
= —indo(Y?, Z) +indo(X?,2) =
= —indg(Y, Z) +indo(X,Z) = -1 -1 = -2,

Indeksy lokalne w powyzszej formule sg obliczane przy uzyciu podanej aksjo-
matyki.
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Aby stosowaé twierdzenie o indeksie w nieskonczonoéci forma wiodaca wielomia-
nu f musi by¢ jednomianem. Pokazemy, ze zawsze zagadnienie obliczenia indeksu
w nieskoniczonosci mozna zredukowaé¢ do tego przypadku. Mianowicie zachodzi
nastepujaca

Wiasno$é 1 Jezeli odwzorowanie wielomianowe (f,g) ma skoriczong liczbg zer,
to dla nieparzystych liczb p i q,

indoo (f, 9) = indoo (f(2?,49), g(2?,y7))
oraz

Wiasnosé 2 Dla dowolnego wielomianu f istniejq liczby naturalne i nieparzyste p,
q takie, e forma wiodgca wielomianu f(xP,y?) jest jednomianem.

Sprawdzenie podanych wlasnosci nie jest trudne.
Przyklad: Na zakonczenie rozwazmy nastepujace odwzorowanie:

(f(z,y),9(z,y)) = (v* —ay® + 27" — 2%, y° + 2 + 2%).

Na podstawie wlasnosci 1 mamy

indeo (f, 9) = indeo (f (2, 9%), g(z,9%)) =
indeo (¥ — 2y® + 2%y® — 2°,9° + 2y® + 2%).

Stosujac teraz twierdzenie o indeksie w nieskoniczonosci otrzymujemy

indeo (f, 9) =
Cindo(y'? — 4222 4+ 524 — 210, 22009 4 4522 4 26))
—indg(1 — 222 + 2%2* — 22210 220(1 + 222 + 2320)) =
— Cindo(y'? — 4222 + 824 — 210,49 4 4022 4 20 =
—indy ((y"? — 72+ y°2% — 2%, 9" + P2 + 2%) 0 (y,27)) =
= —indo(y'? —y%2 + y%2% — 2°,9° + 482 + 2%) - indy (v, 2°) =
= —indo(y'2 — %2+ 4522 — 25,90 + 452+ 2%) - 0=0.
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