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WSTEP

Celem artykutu jest podanie elementarnego dowodu wzoru Arnolda wyrazajacego
indeks gradientu funkcji analitycznej f:R? — R w otoczeniu izolowanego punktu
krytycznego p € R? przez liczbe galezi krzywej {(x,y) € R%: f(x,y) = f(p)} w oto-
czeniu punktu p.

Twierdzenie. Jezeli f jest funkcjq analityczng dwdch zmiennych okreslong w oto-
czeniu punktu krytycznego izolowanego p € R? | to

indy(grad f) =1 —rp(f)

gdzie r,(f) oznacza liczbe gatezi krzywej {(x,y) € R%: f(z,y) = f(p)} w otoczeniu
punktu p.

Powyzsze twierdzenie jest anonsowane bez dowodu w pracy Arnolda [4], gdzie
autor postuguje sig¢ zlozonymi technikami topologii algebraicznej i teorii Morse’a.
W tym artykule podamy elementarny dowdd zacytowanego powyzej twierdzenia
oraz pewne wnioski zen wypltywajace.
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LEMATY POMOCNICZE
Do dowodu twierdzenia beda potrzebne nastegpujace lematy:

Lemat 1. Jezeli F = (Fy, Fy) : (R%0) — (R2,0) jest odwzorowaniem anality-
cznym otoczenia zera w R2? oraz zero odwzorowania F jest izolowane to odwzorowa-
nie F = (¢Fy + yFs, 2 Fy — yFy) ma réwniez zero izolowane oraz

1Ild()(F) = ll’ldo(F) — 1.

Dowdd. Jezeli ozmaczymy F = Fy +iF,, to F = (Fy +iFy)(x — iy), zatemy F=0

wtedy i tylko wtedy, gdy F' = 0 lub  —iy = 0. Stad wynika pierwsza cze$¢ lematu.

Dla dowodu drugiej czesé przyjmijmy 6(t) = arg F(y(t)) oraz (t) = arg F(y(t))

gdzie y(t) jest standardowa parametryzacjg okregu wokot zera. Latwo zauwazyd,

ze O(t) = 0(t) — t. Poniewaz indg F = = OQW df(t) (patrz Krasnosielski [3]), zatem
2m

indg F = & [27d(0(t) —t) = &= [Z7d6(t) — 1.

Lemat 2. Jezeli f : (R%,0) — (R,0) jest funkcjq analityczng w otoczeniu zera oraz
zero jest punktem krytycznym izolowanym f, to
(1) jesli xfy, —yfs =0 w otoczeniu zera, to indg(grad f) =1,
(2) jesli xfy, —yfs # 0, to istnieje eg > 0 takie, ze przecigcie {xf, —yfr =0} NS,
jest transwersalne dla kazdego okregu Se o srodku w zerze i promieniu € < €.
Ponadto, jezeli pg € {xfy —yfz =0} NSe, to sgn(zfz + yfy)(Po) = sgn f(po).

Dowdd. Czes¢ 1) lematu wynika z lematu 1, oraz z definicji indeksu odwzorowania
(J.Milnor [1]). Mamy bowiem ind(grad f) = indg(z fz +yfy,0)+1, a poniewaz od-
wzorowanie e t¥lu-0)
l(z fotyfy,0)l
o rzednej réznej od zera jest pusty zatem indo(zfy + yfy,0) = 0.
Pierwsza cze$é 2) wynika z lematu [2.1(a)] pracy Z. Duszaka [2], ktdrego po-
trzebng nam wersje cytujemy ponizej bez dowodu:

nie jest "na”, bo przeciwobraz dowolnego punktu okregu

Lemat. Niech g : (R?,0) — (R,0) bedzie funkcjq analityczng w otoczeniu zera
oraz zero nie jest punktem izolowanym zbioru {g(x,y) = 0}. Jezeli grad g(p) # 0
dla p € {g(x,y) = 0} \ {0}, to istnieje eq takie, ze przecigcie {g(x,y) = 0} NS, jest
transwersalne dla dowolnego € < €.

Dla dowodu drugiej czesci niech py € {zfy, —yfs = 0} NS.. Mamy wtedy dwa
przypadki:

i) (xfe +yfy) (o) > 0,
i) (&fe + ) (p0) < 0.

W przypadku i) (zfs + yfy)(p) > 0 dla kazdego punktu p lezgcego na pewnej
galezi A krzywej {zf, — yf. = 0} taczacej punkt (0,0) i punkt py. Poniewaz f|A
ro$nie w kierunku grad f wigec 0 = f(0,0) < f(p) < f(po). Nieréwnosci przeciwne
beda zachodzi¢ w przypadku ii). Zatem sgn(xf, + yfy)(po) = sgn f(po)-
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DOWOD TWIERDZENIA ARNOLDA.

Bez straty ogdlnoséci mozemy zalozy¢, ze zero jest punktem krytycznym izolowa-
nym funkcji f oraz, ze f(0,0) = 0.

Oznaczmy v = xfy + yfy, v = xfy — yfs, i = indg(grad f) oraz w = ”823”.
Wobec lematu 1 odwzorowanie (u,v) ma zero izolowane oraz indg(u,v) = i — 1.
Zalézmy ponadto, ze v Z 0. Lemat 2 pozwala wybraé¢ okrag S, tak aby przecigcie

A = {v =0} NS bylo transwersalne. Niech
[0,27] 3¢ = (1) = (2(1),y(t)) € S

bedzie biegunowsg parametryzacjg okregu S, oraz niech
Y
S0, 41} 3 (2,9) = o(e.y) = L € R

bedzie mapa na okregu wokét punktéw p = (+1,0).
Pokazemy, ze 0 jest wartoscig regularng odwzorowania ¢ o w o« : [0,27] — R.
Istotnie, jezeli t € (¢powo~)~1(0) = {t € [0,27] : v(y(t)) = 0}, to

cwon) — (POM) _ (gradv(y(1),7'(1))
($ower)(t) (U(v(t))) )

Ostatnia nier6wno$¢ wynika z transwersalnosci przecigcia krzywych {v = 0} oraz
Se = {7(t) : t € [0,27]} (lemat 2). Ponadto, poniewaz parametryzacja -y oraz mapa
¢ zachowuja orientacje zatem dla p = v(t) € {v =0} N S,
(grad v(y(1)),7'(t))

u(y(t)) '
Prosty rachunek pokazuje, ze (gradv(vy(t)),v'(t)) = (f o+)”(t), a na podstawie
lematu 2 mamy sgn(u o y(t)) = sgn(f o v)(t), zatem

sgnd, w = sgn ((f o)) (f 27)"(t)).
Przyjmujac notacje f(t) = (f o~)(t) i korzystajac z definicji indeksu otrzymujemy:

2indg(u,v) = Z sgnd, w = Z sgn (f()(f)"(t))

£ 0.

sgnd, w = sgn

pEw—1(x£1,0) te (voy)—1(0)
= > se(fWFW) = Y. sen(f2)' @)
te(f)=1(0) te(f)=1(0)
= > sen(A)'W- > sen ()0
te(f£)71(0) tef=1(0)
= > sea()' M- Y sen ()0
te((42))~1(0) tef=1(0)

Suma Zte((fQ)/)fl(o) sgn (f2)” (t) réwna jest indeksowi funkcji (f2)’ na przedziale
[0,27], a poniewaz funkcja jest okresowa, zatem suma ta jest réwna 0.
7 kolei Ztef*l(o) sgn (fQ)H (t) = 2ro(f). Zatem 2(i — 1) = —2ro(f).
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ZASTOSOWANIA

Niech f bedzie funkcjg analityczng dwéch zmiennych o ustalonym diagramie
Newtona. Oznaczmy przez N liczbe punktow kratowych lezacych na tamanej New-
tona i nie lezacych na osiach uktadu wspétrzednych.

Whiosek 1.
(i) ind,(grad f) < 1,
(i) indp(grad f) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy f posiada ekstremum w punkcie p.

Whiosek 2.
|ind,(grad f)| < N.

Dowdd. Jezeli p nie jest punktem izolowanym zbioru {f(x,y) = f(p)}, to wniosek
wynika z twierdzenia Arnolda oraz z faktu, ze liczba galezi rzeczywistych krzywej
{f(z,y) = f(p)} jest mniejsza lub réwna liczbie galezi zespolonych. Oznaczajac

liczbe galezi zespolonych przez rg( f) mamy oszacowanie
|ind,(grad f)| = 7,(f) — 1 < Tf(f) -1<N

Jezeli p jest punktem izolowanym zbioru {f(z,y) = f(p)}, wtedy funkcja f ma
ekstremum w p. Zatem

1 = |ind,(grad f)| < r5(f) — 1 < N.

Whniosek 3.

|ind,(grad f)| < /1
gdzie u jest liczbg Milnora funkcji f w punkcie p.
Dowdd. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé¢, ze p = (0,0) oraz f(p) = 0. Wnio-
sek 2 daje nam oszacowanie |indg(grad f)| < ord f — 1 natomiast z twierdzenia
Kusznirenki mamy nieréwnosé (ord f—1)2 < u. Laczac te nieréwnosci otrzymujemy
tezg.

Nastepne wnioski dotyczg indeksu globalnego grad f. Oznaczmy przez i =
ind (grad f) i niech m,n i s bedg odpowiednio liczbg maksiméw, miniméw i siodet
wielomianu f.

Whiosek 4.
t<m+n

z

Jezeli f nie ma punktow siodtowych, to zachodzi rownosé.

Dowdd. Zachodza nastepujace réwnosci:

i:Zindp(gradf):Z(lfrp(f)):
o1k Y A-n)=min— Y (r(f) - ).

rp(f)=0 rp(f)>0 rp(f)=1

Poniewaz ostatnia suma jest nieujemna zatem otrzymujemy ¢ < m + n. W przy-
padku braku punktéw siodlowych suma ta jest réwna zero.
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Whiosek 5. Jezeli punkty siodtowe wielomianu [ sq niezdegenerowane, to

t=m-+mn—s.

Dowdéd. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego wniosku:

i=m4n— > (rp(f)—1).

rp(f)=1

Poniewaz punkty siodlowe sg niezdegenerowane wige r,(f) = 2.
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ON THE INDEX OF THE GRADIENT OF AN
ANALYTIC FUNCTION IN TWO REAL VARIABLES

Summary. We give an elementary proof of the Arnold formula for the local
index of the gradient of a real analytic function.
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