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INDEKS ODWZOROWANIA WIELOMIANOWEGO
R? - R2 W NIESKONCZONOSCI

M. Sekalski (Kielce)

WSsTEP

Niech F' = (F}, F,) bedzie odwzorowaniem wielomianowym plaszczyzny R? w R?
o zerach izolowanych. Celem tego artykutu jest obliczenie indeksu odwzorowania
F w jezyku parametryzacji krzywej {Fi(z,y) = 0} w otoczeniu nieskoriczonosci.
Wzér na indeks odwzorowania F' w nieskonczonosci jest odpowiednikiem formuty
na indeks lokalny F' przedstawionej w pracy [2] Z. Duszaka.

INDEKS ODWZOROWANIA WIELOMIANOWEGO W NIESKONCZONOSCI

Niech F' = (Fy, Fy) : R?> — R? bedzie odwzorowaniem wielomianowym takim,
ze §F~1(0,0) < oco. Istnieje Bg - kula o érodku w (0,0) i promieniu R taka, ze
F(z,y) # 0 w R?\ Bg. Definiujemy odwzorowanie

(z,y)
Sk 3 (z,y) = Fr(z,y) = €S
|1 F(z,y)|l
gdzie Sg = OBpR oraz S; jest sferg jednostkows. Odwzorowanie Fg jest od-

wzorowaniem rézniczkowalnym zwartych, spdjnych i orientowalnych rozmaitosci.
Mozemy zatem okresli¢ jego stopieni. Definicje stopnia odwzorowania i potrzebne
wlasnosci czytelnik moze znalezé w ksigzce Milnora [1].

Definicja. Indeksem odwzorowania F : R? — R? w nieskoriczonosci nazywamy
stopien odwzorowania Fg.
indy, F' = deg Fg.
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Jezeli F : R — R oraz zbior F~1(0) jest skoniczony, to przyjmujemy konwencje

—1 gdy F(x) > 0 w otoczeniu — oo i F(x) < 0 w otoczeniu + oo,
indeo F=<¢ 41 gdy F(z) <0 w otoczeniu — oo i F(x) > 0 w otoczeniu + oo,

0 w przeciwnym przypadku.

Uwaga. Indeks w nieskonczonosci odwzorowania F' : R? — R? nie zalezy od R
tzn. jesli R' > R, to deg Fr = deg Fr.
Istotnie, niech

FR(:an) dla (xay) € SR)

Glay) = { F(e.y) dla(2,y) € Spr.

Odwzorowanie G posiada gladkie przedtuzenie na By \ Bg. Na mocy lematu 1, §5,
(patrz Milnor [1]) deg G = 0. Poniewaz, sfera Sg jest zorientowana ujemnie wigc
deg Frr — deg Fr = 0.

Indeks w nieskoniczonosci mozemy obliczy¢ korzystajac z twierdzenia:

Twierdzenie 1.
indee = Y indpF,
PeF-1(0)

gdzie indp F' sq indeksami lokalnymi odwzorowania F w punktach P.

Dowdd. Definicje indeksu lokalnego w punkcie P odwzorowania F czytelnik moze
znalezé w pracy Z. Duszaka [2]. Przypomnimy jedynie, ze indp F' = deg (% \S),
gdzie S jest sferg o sSrodku w P i taka, ze F' nie posiada miejsc zerowych wewnatrz S
z wyjatkiem co najwyzej P. Niech F~1(0) = {Py,..., P.} iniech Bp,, ..., Bp, beda
roztagcznymi kulami o srodkach odpowiednio w Py, ..., P, nie majacymi punktow
wspllnych ze sfera Sr. Zorientujmy sfery Sp, = 0Bp,,...,Sp, = 0Bp, oraz
Sr jako brzeg obszaru D = Br\ (Bp, U---UBp,). Odwzorowanie Sp, U --- U
Sp, USg 3 (z,y) — G(z,y) = Ly)” € S; posiada gladkie przedtuzenie na

|1 F(z,y)
D, zatem na podstawie lematu 1, §5, (patrz Milnor [1]) 0 = degG = deg Fg —

SF | deg (%gp) = deg Fr — ¢ | indp, F.

Oznaczmy przez () otoczenie nieskoriczonoéci w R? i niech A = A_U A, gdzie
A _ oznacza otoczenie —oo a Ay otoczenie 400 na prostej R.

Lemat. Jezeli f(z,y) € Rlx,y] i krzywa f(z,y) = 0 nie jest zwarta, to istnieje
otoczenie nieskonczonosdci 2, zbiory A;, i=1,...,k oraz analityczne homeomor-
fizmy pi: A = R2, i=1,...,k takie, Ze:

1) {flz,y)=0}NQ=A4A,U---UAy,
2) Ai=pi(A), i=1,...k

ki ki,
3) pi(t) = Z aijtj, Z bijtj , ki >0, Ak, 7é 0 lub biki 75 0

j=—o00 j=—o00

i=1,...,k
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Zbiory A; nazywamy gateziami krzywej f(x,y) = 0 w nieskoriczonosci.

Dowdéd. Niech f(x, y, z) bedzie ujednorodnieniem wielomianu f i niech P (a1, b1, 0),
Py(az,b9,0) ..., P,(an,by,,0) beda punktami w nieskoriczonosci krzywej {(x,y) €
R?: f(z,y) = 0}. Niech P(a,b,0) bedzie jednym z tych punktéw i niech a # 0.
Bierzemy wielomian g(y, z) = f(a,y, z). Oczywiscie g(b,0) = 0, zatem punkt (b,0)
jest érodidiem galezi (1(2), ¥1(2)), - (pa(t), 65(0)) krzywej {(y,2) € R2: g(y, 2) =
0} , przy czym ;(b) = 0, ¥;(0) = 0 oraz o; Z 0 dlai = 1,2,...s. Zachodzg
nastepujace rownosci:

a i)\ . s
Q/Ji(t)’iﬁi(t))’ 1=1,2...5,

0= g(@i(t), ¥i(t)) = f(a,i(t), s (t)) = [1hs(t)] ] f (

gdzie parametr t przebiega otoczenie zera. Przyjmijmy z;(t) = ﬁ(t) oraz §;(t) =

iﬁ§3~ Poniewaz 1;(0) = 0, wige 1 (£) = t*iap!(t) gdzie /(0) # 0, k; > 0. Wobec
tego T: = g gty = gk Sgo it oraz §i = FP gy = o

i
niu zera. Kladac z;(t) = z;(3) oraz y;(t) = 5i(3)

5 ;io bi;t? w otocze-

;) 1= 1,2,...,s otrzymujemy
parametryzacje p;(t) = (x;(t),y:(t)) galezi w punkcie P(a,b,0). Podobnie w po-
zostalych punktach.

Lemat. Jezeli f(z,y) € Rlx,y] oraz A jest gatezig krzywej {(z,y) € R?: f(x,y) =
0} w nieskoriczonodci w rozumieniu poprzedniego lematu, to istnieje Ry > 0 takie,
e ANSk ={a",a™} dla dowolnego R > Ry oraz przecigcie jest transwersalne.

Dowdd. Z poprzedniego lematu wynika istnienie otoczenia nieskoriczonosci A w R
takiego, ze A = {(z,y) € R%: (z,y) = p(t), t € A} zatem ANSk = {p(t) € R%: <
p(t),p(t) >= R, t € A}.

Poniewaz

< p(t),p(t) >= at®* + wyrazy nizszych stopni, a >0, k >0

wiec

% < p(t),p(t) >= 2kat**~! + wyrazy nizszych stopni.

Zmniejszajac ewentualnie A mozemy zalozy¢, ze funkcja < p(t), p(t) > silnie maleje
w otoczeniu A_ natomiast silnie rosnie w otoczeniu A . Niech ¢ty € A_ oraz t; €
AL iprzyjmijmy < p(to), p(to) >= R?, < p(t1),p(t1) >= R2, Ry = max{R_, R }.
Niech R > Ry. Poniewaz < p(t),p(t) > jest silnie malejagca w A_ oraz silnie
rosngca w Ay, wige istnieja doktadnie dwie liczby t— € A_ oraz t; € A, takie, ze
<p(t_),p(t_) >= R?, < p(ty),p(ty) >= R2. Wystarczy przyja¢ a~ = p(t_) oraz
ot = plty).

Transwersalnosé przeciecia wynika z faktu, ze

% <p(t),pt) >=2<pt),p'(t) >#0 dlate A

przy czym p'(t) jest styczny do A, a p(t) jest prostopadly do Sg.
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Twierdzenie 2. Niech F = (Fy, F,): Q — R? bedzie odwzorowaniem wielomiano-
wym otoczenia nieskoriczonosci 8 C R? w R2. Niech

A={(z,y) eR%: Fi(z,y) =0} NQ=A1U---UAy

gdzie A; = p;(A) @ = 1,...,k (pi oznacza parametryzacje galegzi A;). Jezeli
grad Fy(z,y) # 0 dla (z,y) € A, to

k
indoo F =Y _indoo (Fy 0 p; det[(grad 1) o p;, pj]) .
=1

Dowdd. Dowéd sklada sie z dwéch czesci. Po pierwsze znajdziemy pewne wartosci
regularne odwzorowania Fr = uigizgu oraz ich widékna. W drugiej czesci obliczymy
indeks korzystajac bezposrednio z definicji.

Czesé 1.

Pokazemy, ze n = (0,1) oraz s = (0, —1) sg wartosciami regularnymi odwzorowa-
nia Fgr.

Niech a bedzie jedng z liczb zbioru AN Sg = {ay,af,...,a;,af}. Latwo
sprawdzié, ze

dFp(a) = ule(an [grad F (a), 0]

Wystarczy pokazaé, ze dFr(a)|r,s, jest izomorfizmem przestrzeni T,Sr na prze-
strzefi T, (0)S1. Istotnie, KerdFr(a) = T, A, a poniewaz przecigcie A N Sg jest
transwersalne wiec T,A @ T,Sr = R2. Z podstawowych faktéw algebry liniowej
wynika, ze dFr(a)|r,s, jest izomorfizmem R?/ Ker dFg(a) = ToSk na Ty, (q)St.
Czeéé 2.
Z definicji indeksu mamy

2indo, F' = Z sgndFgr(a) + Z sgndFp(a) =

a€F;'(n) a€FL " (s)
k
:Z (sendFg(a; ) +sgndFg(a))).
i=1

Wystarczy obliczyé znak sgndFr(a) w punktach ¢ = a; oraz a = a;r dla ¢ =
1,...,k. Niech U bedzie wektorem T,Sg zorientowanym dodatnio tzn. < v,a >=

0 oraz det[a,?] > 0. Wezmy t € A, dla ktérego a = p;(t). Mamy nastepujace

réownosci:
0 Fs(a) ]

[F2(a)l

m < grad Fy(a),7> 0

sgndet [Fr(a), dFg(a)t] =sgndet

=sgn (—Fy(a) < grad Fy(a),?v >).
oraz

sgn det [grad Fy (a), pi(t)] " det [p}(t), 7] =
< grad Fy(a), pi(t) > < grad Fy(a), 0 > |
Sg“det[ SR > <P, > |

0 <gradFi(a),v >

sgn det [@;(t»z <p(t),7 >

] =sgn (— < grad Fy(a), 7 >).
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Laczac te rownosci otrzymujemy:
sgn dFg(a) = sgn (Fg(a) det [grad Fi (a), pi()]” det [p)(t), ﬂ) .

Poniewaz sgn (det [p(t),7)" det [pl(t),f)’]) = sgn (0% < pj(t),pi(t) >) = sgnt, wigc
jesli a = a;, to det [p}(t),7] < 0 a jesli a = a;, to det [p/(t),v] > 0.
Biorgc a; =p;(t_), af = p;(ty) otrzymujemy:
sgndFr(a;) = —sgn (FQ(G,L-_) det [grad B (a;),p;(t_)])
sendFr(al) = sgn (Fa(a})det [grad Fi(a]), pj(t4)]) -
i ostatecznie
k
. 1 ’
indo F =) 5 tsen (Fa(pi(t+)) det [grad F1 (pi(t+)), pi(t+)]) -
i=1
—sgn (Fa(pi(t-)) det [grad Fi (pi(t-)), pi(t-)])}
Wystarczy teraz zauwazy¢, ze jesli f:R — R jest funkcjg o skonczonej liczbie zer,
to indoo f = § (sgn f(t4) —sgn f(t-)), gdzie t_ € A_it, € Ay.
Przykiad.

Rozwazmy odwzorowanie F(x,y) = (xy?—y—1, 22y+xy?> —x—y—1). Oznaczmy
Fi(x,y) = 2y* —y — 1 oraz Fy(x,y) = 2%y + 2y?> — 2 —y — 1. Krzywa Fy(z,y) =0
posiada dwie galezie w nieskoniczonoéci o parametryzacjach py(t) = (¢ + t2, %) oraz
p2(t) = (3 + #,t). Latwo sprawdzi¢, ze Fa(p1(t)) = t* + %, Fa(p2(t)) = % + #,
grad Fy (p1(t)) = (3, 1+42t), grad Fi (p2(t)) = (2, 1+2). Na podstawie twierdzenia 2
otrzymujemy

indy, F' =

& 1+2t 11 2 142
; 3 2 2 H t —
ind ((t +t)det[1j_2t 1 ])—i—lndoo <(t2+t3)det[ L f]>_

w1

. 1 . 1 1 1 4 4
uﬂm«ﬁ+#ﬂ—ﬁg—M—l—zﬂ)+m¢d%§+ﬁﬂﬁ+?§+gy+g»:
-14+0=-1.

Jako wniosek z twierdzenia 1 mozemy odnotowaé, ze zbiér F~1(0,0) jest niepusty.
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DEGREE AT INFINITY OF A POLYNOMIAL MAP OF R2.

Summary. A formula for the degree at infinity of a polynomial map F : R? —
R? is given.
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