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1 Wstep

Niech f € C[z,y] bedzie wielomianem postaci
(]—) f(may) = yk + wl(x)ykil + e+ ’U.)k(il'), degf = ka k = 27

gdzie deg f jest stopniem wielomianu f. Symbolem Lo x(f), dla A € C, oznaczmy
wyktadnik Fojasiewicza w nieskoriczonosci wielomianu f przy poziomicy f~1())
(zob. punkt 2). Celem artykutu jest dowod ponizszego twierdzenia Kuo i Parusinski.
Dowdd przytaczamy wedtug [KP].

Twierdzenie 1. Jesli istnieje liczba A € C, Ze Loo A(f) = 0, to wielomian f jest
postaci g(y — &x), gdzie £ € C i g € CJ[t].

Twierdzenie 1 stanowi uzupelnienie znanego twierdzenia Ha, ktore mowi, ze
funkcja C 3 XA — Lo A(f) € R nie przyjmuje wartosci z przedziatu [—1,0) (zob.
[H]). Mianowicie, jesli f nie jest wielomianem postaci g(y — £z), gdzie € € C i
g € C[t], to nastepujace warunki sa rownowazne:
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(a) ‘Coo,)\(f) <0,

(b) Lo (f) <0,

(©) Loon(f) < —1.

W dowodzie twierdzenia 1 stosujemy jeden krok z algorytmu Newtona aproksy-
magcji pierwiastka wielomianu f?; (z,y). Idea ta w przypadku lokalnym byla opisy-
wana miedzy innymi w [C|, [KP], [L] i [R].

Inny dowdd twierdzenia 1 zostal podany przez Gwozdziewicza i Ploskiego (zob.

[GP]).

2 Pojecia pomocnicze

W artykule symbolem M{z} oznaczamy ciato kietkow funkeji meromorficznych w
nieskoniczonosci, tzn. szeregow Laurenta postaci

+oo

n=0

zbieznych w pewnym sasiedztwie punktu oo € C. Jesli () # 0, to przez stopien
deg (x) rozumiemy sup{i : a; # 0}. Jedli p(z) = 0, to przyjmujemy dego(x) =
—o0. Pare szeregow ®(z) = (p1(z), p2(z)) € M{z} x M{x}, nazywamy odwzo-
rowaniem meromorficznym w nieskonczonosci. Stopienn odwzorowania ®(x) defi-
niujemy jako deg® = max(deg;,degps). Symbolem M{x}* oznaczamy ciato
zbieznych szeregow Puiseux w nieskoficzonodci, tzn. M{z}* = (oo, M{z¥/"}.
Stopien szeregu B(z) € M{z}* definiujemy wzorem deg 8(z) = (1/n) degp, gdzie
B(z) = p(z'/"), p(z) € M{z}.

Ha (zob. [H]) oraz Chadzynski i Krasinski (zob. [ChK]) podali dwie definicje
wykladnika T.ojasiewicza w nieskoniczonosci wielomianu f w poblizu poziomicy.
Chadzyniski i Krasinski wykazali, ze w przypadku dwoéch zmiennych definicje te sa
rownowazne (zob. [ChK]). W tym artykule bedziemy stosowali definicje z pracy
[ChK].

Niech A € C. Wykladnikiem Y.ojasiewicza w nieskoiiczonosci wielomianu f w
poblizu poziomicy f~1()\) nazywamy liczbe

. .deggrad fo®
= inf

(2) ﬁoo,,\(f)—l<I> T degd

gdzie kres dolny brany jest ze wzgledu na wszystkie odwzorowania ¢ meromorficzne
w nieskoniczonodci, takie ze deg ® > 01 deg(f o ® — A) < 0. W [ChK] wykazano, ze
kres dolny w (2) jest osiagniety.

3 Dogodne przesuniecie wzgledem wielomianu

Niech 8(z) € M{z}*, bedzie dowolnym szeregiem, takim ze deg 8 < 11 f(z, B(x))#
0. Zdefiniujemy operacje dogodnego przesuniecia szeregu f(x) wzgledem f. W tym
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celu zapiszmy szereg f(z,y + B(x)) w postaci

(3) flz,y+B(x) = Zai(x)yi,
gdzie a;(x) € M{x}*. Niech

9B, f) = min{ deg ao(x) . dega®) oy k}},
Dla kazdego i € {0, ...k}, takiego ze a;(z) # 0 ktadziemy

ai(z) = oz (@) 4 skiadniki nizszych stopni.

= E ;2"

i€AR

Niech

gdzie
Ag={ie{0,...,k} : dega;(z) + 9(B, f)i = degao(z)}.

Niech ¢ bedzie dowolnym pierwiastkiem wielomianu Qg(z). Szereg
(4) (@) = Bx) + ca’P D,
nazywamy dogodnym przesunieciem szeregu (x) wzgledem f.

Lemat 1. Jesli v(x) jest dogodnym przesunieciem szeregu B(x) wzgledem f, to
deg f(z,7(x)) < deg f(x, 5(x)).

Dowéd. W dowodzie dla uproszczenia oznaczen przyjmijmy @ = Qp, A = Ag,

0 =9(B, f)-
Niech B = {i € {0,1,...,k} : dega;(z) +9i < degag(x) }. Z okreslenia ¢ mamy
AUB ={0,1,...,k}. Ponadto oczywiscie AN B =0. Z (3) i (4) mamy

k
:Zai(x)cizt%zzai( z 191_|_Za zxﬂi:

i€A 1€B
— § a; xdcga,(z 01 Y +§ az — xdcgm z) z 191 +§ az 11,191:
i€EA €A i€B
_ xdegao(x)Q _|_ E az - xdega (x) z 191 + E a zlﬁz.
i€A i€B

Drugi i trzeci sktadnik powyzszej sumy maja stopnie mniejsze od degag(x), pier-
wszy sktadnik natomiast znika, gdyz Q(c) = 0. Zatem deg f(z,v(x)) < degag(x) =
deg f(x, 8(z)). To koriczy dowodd. O
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4 Dowdd twierdzenia 1
Podamy najpierw lemat odgrywajacy kluczowa role w dowodzie twierdzenia 1.

Lemat 2. (zob. [KP], lematy 3.4, 3.5) Zatézmy, ze f nie jest wielomianem postaci
gly — &x), gdzie &€ € C i g € CJt] jest wielomianem jednej zmiennej. Niech B(x) €
M{z}*, deg B(z) < 1 i niech y(z) = B(x) + ca®PIv) bedzie dogodnym przesunie-
ciem szerequ 3(z) wzgledem f,. Jesli deg f(z, B(z)) < 0 i deg f; (z, B(x)) < 0, to
deg f(z,7(z)) <0.

Dowdd. Latwo sprawdzi¢, ze z zalozen lematu wynika, iz k& > 3. Polozmy

flay+ B@)) = S5y us(a)y’. Zauwamy, e f(x,y(x)) = Yo us(w)c'a’ P50,
Z okreslenia ¥(8, f,) mamy

deguq (z) — degu;(x)
1—1 ’

(5) (B, f) < dla ie{2,...,k}.

W konsekwencji

deg f(z,v(x)) < max{deguo( ), Igléf{{degui(x) +i19(ﬁ,f;)}} <
< max{deg up(x),degu (z) + ¥(5, f{,)}

Mamy wuo(z) = f(x,B(x)), ui(z) = f,(z,B(r)). Stad i z zalozen dostajemy
degug(z) < 0, deguj(x) < 0. Wystarczy zatem, na mocy (6), wykazaé, ze
9B, f,) < 0. W tym celu zauwazmy, ze rnaxg?:2 degu;(x) > 0. Przypusémy przeci-
wnie, ze degu,;(x) <0, =2,...,k. Niech (x) = ¢(z) + ¥(x), gdzie p(x) zawiera
tylko skladniki o wyktadnikach dodatnich a ¢ (z) tylko skladniki o wykladnikach
niedodatnich. Z (1) mamy ux—1(z) = kB(z) + wi(x) = ke(z) + ky(z) + wi(z).
Ponadto wy () jest wielomianem stopnia co najwyzej jeden. Stad i z nieréwnosci
deguy(z) < 0 oraz z przypuszcezenia mamy, ze p(z) takze jest wielomianem stopnia
co najwyzej jeden i bez wyrazu wolnego Istnieje wiec £ € C, ze p(x) = £x. Niech

Z;C:Ob (2)y? = f(z,y+E&x). OczyW1S(31eb () € Clz],j =0,...,k. Z drugiej strony

(6)

k
> by( fla,y +&o) = fz,y — () + o+ P(x)) =
7=0
k
= [z, y — (@) + Bx) = > uy(z)(y — ().
j=0

Stad, z zalozen degug(z) < 0, degui(x) < 0, okreslenia v (z) i przypuszczenia
dostajemy degb;(z) < 0. Zatem wielomiany b;(x) sa stale. W konsekwencji

E

f@y) = flz,y+8x—€x) =D b;(0)(y — &x).

7=0
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Sprzecznosé z zalozeniem. WykazaliSmy wiec, ze maxg?z2 deguj(x) > 0. Stad, z (5) i

zalozenia degu;(r) < 0 dostajemy nieréwnos¢ 9(6, f,) < 0. To koticzy dowod. [

Dowdd twierdzenia 1. Rozwazajac ewentualnie wielomian f — A mozemy zalozy¢,
ze A =0.

Przypusémy przeciwnie, ze Lo ,0(f) = 01 wielomian f nie jest postaci g(y —&x),
gdzie £ € C i g € CJ[t]. Poniewaz kres dolny w (2) jest osiagniety, wiec istnieje od-
wzorowanie ® meromorficzne w nieskonczonosci, takie ze deg® > 0, deg f o ® < 0
i deggrad f o ®/deg® = 0. Stad i z (1) wynika, ze istnieje szereg S(z) € M{z}*,
degB(z) < 1, ze deg f(x,B(z)) < 0 i deggrad f(z, 5(z)) = 0. W konsekwencji
deg f,(z,B(z)) < 0. Niech y(z) bedzie dogodnym przesunieciem szeregu [(x)
wzgledem f;. Na mocy lematu 2, deg f(x,v(x)) < 0. Ponadto, z lematu 1 mamy
deg f, (z,7(x)) < deg f, (=, 8(x)) < 0. Stad i z nier6wnosci

—1> deg (f(z,7(2)))" = deg (f1(z,7(x)) + ' (@) f; (2, 7(x)))

oraz z faktu, ze deg~y(z) < 1 dostajemy nier6wnosé deg f.(z,v(z)) < 0. Reasumu-
jac deggrad f(z,v(x)) < 0 co daje sprzecznosé z zatozeniem Lo o(f) = 0. O

Uwaga 1. Jesli wielomian f jest postaci g(y — &x), gdzie £ € C, g € C[t], to

0 gdy wielomian g — A nie ma czynnikow wielokrotnych
—00 w przeciwnym wypadku

EOO,A(f) = {
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ON SOME THEOREM OF KUO AND PARUSINSKI

Summary. We prove the following theorem of Kuo and Parusinski: if f is a
polynomial in C[z,y] such that deg f = deg, [ > 2 and the Lojasiewicz exponent
at infinity of a polynomial f near a fiber f~1()\) is equal to 0 then there exist £ € C
and g € C[t] such that f(z,y) = g(y — &x).

todz, 5 — 9 stycznia 2004 7.



