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Wstep
Niech f € C{x,y} bedzie dowolnym szeregiem zbieznym. Zalozmy, ze
1) ord f(z,y) = ord f(2,0) > 2,

gdzie przez ord oznaczamy rzad szeregu.
Twierdzenie 1. (zob. [KP] twierdzenie 3.1, [B] twierdzenie 2) Lokalny wyktadnik
Lojasiewicza Lo(grad f) jest osiggniety na zbiorze {(x,y) € C%: f.(x,y) = 0}.

Powyzsze twierdzenie zostalo udowodnione niezaleznie przez Kuo i Parusinskie-
go oraz Bogustawska w pracach [KP] i [B]. Dowdéd w pracy [KP] opiera si¢ na idei
aproksymacji pierwiastka szeregu f7(z,y) (por. [W]). Sam proces aproksymacji nie
jest w pracy |[KP] opisany szczegolowo. Celem naszym bedzie dokladny opis pro-
cedury aproksymacyjnej oraz dowod jej poprawnosci. Jako zastosowanie podamy
rowniez dowdd twierdzenia 1 oparty na tej procedurze, taki jak w [KP].

W pracy przez C[[z]], C|[z,y]], bedziemy oznaczali odpowiednio pier§cien sze-
regow formalnych jednej oraz dwoch zmiennych. Jesli N € N, to przez C[[y*/V]]
bedziemy rozumieli formalne podstawienie potegi '/~ do kazdego szeregu z C[[y]]
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(zob. [W], rozdz. IV). Wszystkie rozumowania bedziemy prowadzili w pierscieniu
szeregow formalnych C[[z, y]].

Niech F(z,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) € (C[[z,y]])?, F(0) = 0. Przez lokalny
wyktadnik Lojasiewicza Lo(F') odwzorowania formalnego F' bedziemy rozumieli

ord Fo® )

2) Lo(F) = sup{ o i@ e (Cl)*\ {(0,0)}, ord @ > o}.

1 Procedura aproksymacyjna
Niech f € C[[z,y]] bedzie dowolnym szeregiem formalnym, takim ze
(3) ord f(z,y) = ord f(z,0) =k > 1.
WeZmy dowolny szereg
Bly) = wiy™ /N + way"/N 1. € Clly"M),

gdzie N <ny <ng <--+, Nyny,no,... € N wy,ws,... € C. Jesli wy # 0, to przez
ord 8(y) rozumiemy liczbe ny/N. Jesli 8(y) = 0, to przyjmujemy ord 5(y) = oo.

Zdefiniujemy teraz operacje przesuniecia szeregu 8 wzgledem f. Grupujac od-
powiednio wyrazy w szeregu f(z + B(y),y) dostajemy

oo

(4) fla+By)y) =) aily)a’,

i=0

gdzie a;(y) € C[ly'/N]], orda;(y) > 0. Dla dowolnego i € {0,...,k}, takiego ze
a;(y) # 0 kladziemy

ai(y) = ay° %W 4 sktadniki wyzszych stopni.
Niech
(5) ryﬁ:max{ordao(y)l—ordag(y) :le{l,...,k}},
(6) Ag ={i€{0,...,k} : orda;(y) + ysi = ordao(y) },
(7) Qp(z) = Zaizi.

icA
Niech ¢ bedzie dowolnym pierwiastkiem wielomianu Qs(z). Szereg

(8) Pr(y)

nazywamy przesunieciem szerequ 3 wzgledem f.
Odnotujmy teraz prosta wlasnosé przesuniecia szeregu 8 wzgledem f.

B(y) + ey,

Wtiasnosé 1. Jesli f(B(y),y) # 0, to
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(a) 1 <y < o0,
(b) degQp =max Ag > 1

(c) istnieje m € N, ze vg = m/(N max Ag).

Dowdd. Z zalozenia i (4) wynika, ze yg < oo. Ponadto z (3) i (4) mamy
ordag(y) = 0. Zatem, na mocy (5), (4), (3) oraz faktu, ze ord B(y) > 1 dosta-
jemy g > ordao(y)/k = ord f(B(y),y)/k = 1, co daje (a).

Punkt (b) jest prosta konsekwencja wzorow (5), (6), (7).

Punkt (c) wynika z (5) oraz (6). O

7 powyzszej wlasnosci wynika, ze procedura przesuwania szeregu jest poprawna,

edy f(B(y),y) # 0 i mozna ja iterowac.
Udowodnimy twierdzenie, ze kolejne przesuniecia szeregu [ wzgledem f apro-

ksymuja pewien szereg Puiseux S (y), taki ze f(8o0(y),y) = 0. Dowod tego faktu
poprzedzimy dwoma lematami.

Rozwazmy w tym celu szereg f(z+51(y),y). Grupujac odpowiednio jego wyrazy
dostajemy

f(x+61 Zb]

Jj=0

Lemat 1. Zalézmy, ze f(B(y),y) # 0 i niech B1(y) bedzie okreslone wzorem (8).
Jesli ¢ jest pierwiastkiem q-krotnym wielomianu Qg(z), to

(a) ordby(y) > ord ap(y),

(b) ord by(y) = ord ao(y) — V84,
(¢) ordb; > ordao(y) —vgj, dla j > 0.

Dowdd. Dla uproszczenia oznaczen przyjmijmy v = g, A = Ag. Zauwazmy, ze

f@+B1(y).y) = fl@z+B(y) +cy,y) Zal (z+cy) =
B (s - ()

W konsekwencji
> /i o
(9) bily) =) < ) a;(y)d Iy =01,

Niech B = {i € {0,1,.

..} :ord al(y) + vi > ordag(y)}. Z okreslenia v mamy
AuB=1{0,1,. }orazAﬂB
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Zatem

:mewezm@@WQ)mww:

i€EA i€EB
_ Zazyord a; y) i 'yz + Z az _ aiyord a,ﬂ,(y))ciy'yi + Z ai(y)ciy'yi —
€A €A i€B
ord ao(y)Q + Z (lz _ aiyord ai(y))ciy'yi + Z a; (y)ciy'yi.
€A i€EB

Drugi i trzeci sktadnik powyzszej sumy maja rzedy wieksze niz ord ao(y), pierwszy
sktadnik natomiast znika, gdyz Q(c) = 0. Zatem ord by(y) > ord ag(y), co daje (a).
Z (9) mamy

%@:ig) a0

(10) e

= <Z)a( )¢ i— 1y (i-q) | Z <> i qu(i*q)_
12q,i€EA q

12q,i1€B
Poniewaz dla i > ¢q, i € B,
ord a; (y)yW(i*q) = ord a;(y) + vi — vq > ord ap(y) — vg,

wiec rzad drugiego sktadnika (10) jest wiekszy niz ord ap(y) — vq. Podobnie, dla
i>q,1 €A,

ord a;(y)y""~? = ord a;(y) +vi — vg = ord ag(y) — 7q.

wiec rzad pierwszego sktadnika w (10) wynosi co najmniej ord ag(y) —vq. Wystarczy
zatem wykazac, ze rzad pierwszego skladnika w (10) jest réwny ord ag(y) — yq aby
zakonczy¢ dowdd (b). W tym celu zauwazmy, ze z wlasnosci 1 (b), {i > ¢

A} # 0 oraz
3 <i>aiyordai<y>ciqyw<iq>
i2q,0EA q

1 )
yord ao(?,l)*’ﬂ]il Z Z(Z _ 1) . (Z —q + l)aiczfq — yord ao(y)—q
T i>qicA

aQ(Q) (c).

7 okreslenia ¢ mamy Q9 (c) # 0. To daje (b).
Na mocy (9) i (5) mamy

o0
ord b;(y) = min(ord a;(y) +~vi — vj) > ordao(y) — 7J.

i=j

To daje (c) i koniczy dowod. O
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Z (8) i wtasnoscei 1 punkt (a), ord 81 (y) > 1, wiec przy zalozeniu f(51(y),y) # 0,
mozemy zdefiniowaé

vp, = max{ordbo(y) l—ordbl(y) e {1,...,k}},

Ag, ={ie€{0,... k}: ordb'( )+751i =ordby(y)},

Qs (2)= > &,

i€Ag,
gdzie dla i € {0,...,k} jesli b;(y) # 0, to
bi(y) = &y° 4% + skladniki wyzszych stopni.
Z lematu 1 dostajemy

Lemat 2. Jesli q jest krotnoscig pierwiastka ¢ wielomianu Qg(z), to degQp, =
max Ag, <gq.

Dowdd. Pierwsza rownosc¢ jest konsekwencja wlasnosci 1, (b).
Oznaczmy [ = max Ag,. Przypusémy przeciwnie, ze [ > ¢. Polézmy

g(u) = —ypu + ord ag(y)

(11) h(u) = —vp,u + ord bo(y).

Z lematu 1, (a) dostajemy ¢(0) = ordag(y) < ordby(y) = h(0). Z lematu 1 (c) i
okreslenia [ mamy ord b;(y) > ordao(y) — gl 1 ordb;(y) = h(l). W konsekwencji
g(l) < h(l). Stad i z nieréwnosci 0 < ¢ < [ mamy g(q) < h(g). Zatem, na mocy
punktu (b) lematu 1 mamy ord b,(y) = —ysq+ordao(y) = g(q) < h(q) = —vs,¢+
ord by (y). Sprzecznosé z okreéleniem VB - O

Zdefiniujemy teraz ciag kolejnych przesunie¢ szeregu 8 wzgledem f. Niech f €
C[[z,y]] bedzie dowolnym szeregiem formalnym spelniajacym (3). Niech B(y) €
Clly 1/N]], N € N bedzie szeregiem rzedu co najmniej jeden. Kladziemy S5o(y) =
B(y). Zatozmy, ze zdefiniowaliSmy juz szeregi Bo, ..., Bn—1. JeSli f(Bn-1(y),y) =0,
to kladziemy B8; = B,—1 dla j > n oraz fe = Bn-1. Jesli f(Bn-1(y),y) # 0,
to B, definiujemy jako przesuniecie szeregu [,_1 wzgledem f. Tak uzyskany ciag
(Bn(y))n>0 nazywamy ciggiem przesunie¢ szeregu [(y) wzgledem f.

Zauwazmy, ze ciag ten nie musi byé wyznaczony jednoznacznie, zalezy on bo-
wiem od wyboru pierwiastkéw kolejnych wielomianéw Qg, (2).

Twierdzenie 2 (Newtona — Puiseux). (por. [W]) Istnieje M € N oraz szereg
Boo(y) € Clly'™M]], ze

(a) Bn(y) € Clly"/™]),
(b) lim,, o ord f(B,(y),y) = oo,
(¢) limp o0 0rd (Boo (1) — Bn(y)) = oo,
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Dowdd. Twierdzenie wystarczy udowodnié¢ w przypadku, gdy dla kazdego n > 0,
f(Br(y),y) # 0. Wtedy z definicji przesuniecia i wlasnosci 1, dlan > 0, Sp4+1(y) =
Bn(y) + cny?n, ¢, € C, 75, € Q i v, mozna zapisa¢ jako ulamek o liczniku
naturalnym i mianowniku réwnym N max Ag, - - - max Ag, . Z lematu 2 wynika, ze
ciag (max Ag, )n>0 jest ciagiem nierosnacym liczb naturalnych. Istnieje zatem ng €
N U {0}, ze dla n > ng zachodzi ré6wnos¢ max Ag, = maxAg, = po. Stad, na
mocy lematu 2, krotnosé pierwiastka c,, dla n > ng, wynosi deg Qg, = po, czyli
wielomian (g, jest postaci const(z — ¢,,)P0. Z postaci tej i okreslenia v, mamy

Y8, = ord f(Bn(y),y) —ord fr.(Bn(y),y), n = ne.

Korzystajac z powyzszej rownoéci latwa indukcja sprawdzamy, ze wszystkie liczby
Y8, , dla n > ng, mozna zapisa¢ jako utamki o licznikach naturalnych i mianowni-
kach réwnych M = N max Ag, ---max Ag, _,. To koficzy dow6d punktu (a).

Poniewaz 8,(y) € Clly"/M]}, wice f(Ba(y),y) € Clly"/M]]. Stad i z lematu 1 (a)
mamy lim,,, . ord f(5,(y),y) = oo, co daje (b).

Z okreslenia g, i (3) mamy g, > ord f(Bn(y),y)/k. Stad iz (b), lim, o0 vs, =
00. Zatem ktadac Bso(y) = Bo(y) + Donepgcny?? latwo sprawdzamy, ze B (y) €
Clly™/M]] oraz iy, e 0rd (Boo(y) — Buly)) = 0. To daje (c).

Dla dowodu (d) zauwazmy, ze

ord (f(Bn(y),y) — f(Boo(¥),y)) = ord(Bn(y) — Boo(¥))-

Stad i z (c) dostajemy lim, oo ord(f(Bn(y),y) — f(Bos(y),y)) = co. W konsek-
wencji, na mocy (b) mamy f(B(y),y) = 0. To daje (d) i koniczy dowod. O

2 Dowodd twierdzenia 1

W paragrafie tym bedziemy zakladali, ze f € C[[z,y]] jest dowolnym szeregiem
formalnym spelniajacym (1).

Niech B(y) € C[[y*/V]], gdzie N € N. Zatozmy, ze ord B(y) > 11 f.(B(y),y) # 0.
Niech S81(y) = B(y) + cy” bedzie przesunieciem szeregu [(y) wzgledem f.(x,y).
Oznaczmy

flz+ By Zh
(12)
f($+ﬂl an

Lemat 3. Zachodzq nastepujgce nierdwnosci

ordm (y) >ordhi(y),  ordmo(y) = min{ord ho(y),ord hi(y) +}.
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Dowdd. Z (12) mamy

(13) fi(x+ Bly Z iR
Stad i z definicji v tatwo pokazujemy, ze
(14) ord hi(y) + (i — 1) = ord hq (y) dla  i>1.
Ponadto
fola+ Bi),y) =Y ihi(y) (@ +cy?) ™t =D ihi(y)d Ty + g(a,y),
i=1 i=1

gdzie ¢(0,y) = 0. Stad, z (13) oraz lematu 1 (a),

o0

(15) ord(Z ihi(y)ciflyw*l)) > ord hy (y).

i=1
Z drugiej strony ze wzoréw (12) dostajemy
frs s = S+ ) = 35(50 (e,
Jj=0 i=j

W konsekwencji

no(y) hi(y)c'y,

M

0

.
I

(16)
Zhl (y)cifly'y(ifl)'

M

m(y)

Stad iz (15) ordm (y) > ord hi(y). Z (16) i (14),

.
Il

ordno(y) = min{ord ho(y), mi?{l(ordh (y) + i)} = min{ord ho(y), ord hy(y) + 7}
To koniczy dowod. O

Niech ®(t) = (p(t),tV) € (C[[t]})z, N > 1, ordp(t) = N. Potézmy B(y) =
o(y'N). Oczywiscie B(y) € C[y'/N]] oraz ordfB(y) > 1. Niech F(z,y) =
f(z+ B(y),y). Podobnie jak w poprzednim paragrafie, grupujac odpowiednio wy-
razy mozemy napisaé

(17) F(z,y) =) ai(y)x
=0

gdzie a;(y) € C[[y"/N]].
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Lemat 4. Przy powyzszych oznaczeniach i zatozeniach mamy

ordgrad f o @

ord ¢ = ord grad f(B(y), y) = min{ord ap(y) — 1,ord a:(y)}.

Dowdd. Pierwsza rownosé jest oczywista. Dla dowodu drugiej réwnosci zauwazmy,
ze

Fy(z,y) =fu(z+ By), )
Fy(x,y) =fr(z+ BW), v)8' () + f,(x + B(y), y).

W konsekwencji

F(0,9) =f+(B(y),v)

(18) Fy(0,9) =FL(8w), 9)8' () + £,(Bw), ).

Zatem
min{ord F,(0,y),ord F;,(0,y)} >
> min{ord f2(B(y),y), min{ord f.(B(y),y),ord f;(ﬂ(y), y)}} =
= ordgrad f(B(y),y).

Z drugiej strony, na mocy (18),
ordgrad f(8(y),y) = min{ord F;(0,y), ord(F, (0,y) — F;(0,y)5'(y)) } >
> min{ord F; (0, y), ord F,(0,)}.

Ostatecznie ord grad f(3(y), y) = min{ord F; (0, y), ord F; (0,y)}. Ale na podstawie
(17) mamy

ord F.(0,y) = ord a1 (y), ord F,(0,y) = ordag(y) — 1.
To koriczy dowod. O

Niech S(y) bedzie okreslone jak w lemacie 4 i niech 51(y) = B(y) + cy” bedzie
przesunieciem szeregu S(y) wzgledem f1(x,y).

Lemat 5. Jesli f1(B(y),y) # 0, to

ordgrad f(B(y),y) < ordgrad f(B1(y), y)-

Dowdd. Na mocy lematu 4 mamy

ord grad f(B(y),y) = min{ord ho(y) — 1,ord hy(y)}

(19) ord grad f(B1(y),y) = min{ord no(y) — 1, ord 1 (y)}.
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7 drugiej strony z lematu 3 i nier6wnosci v > 1 dostajemy

min{ordny(y) — 1,ordn;(y)} >
> min{min{ord ho(y) — 1,ord h1(y) +~ — 1}, ord h1(y) } >
> min{min{ord hg(y) — 1,0rd h1(y)},ord h1(y)} = minford ho(y) — 1,0rd h(y)}.

Stad i z (19) dostajemy teze. O

Dowdd twierdzenia 1. Z zatozenia ord f(x,y) = ord f(z,0) i z (2) latwo dostajemy,
ze
Lo(grad f) =

_ up{ ord grad %gp(t), tV)

— sup{ord grad £(8(y),y) : B(y) € Clly"/V]}, ¥ € N,ord B(y) > 1.

(20) . N €N, p e C[[t],ord p(t) > N} -

Wezmy dowolny szereg f(y) € C[[y*/N]], N € N, taki ze ord 3(y) > 1. Oznaczmy
przez (B,(y))n>o clag przesunieé szeregu S(y) wzgledem fl(x,y). Z twierdzenia 2
wynika ze istnieje liczba naturalna M oraz szereg oo (y) € C[[y*/M]], taki ze

(i) f2(Boo(),y) =0,

(if) limy,— o0 ord(Bn(y) — Boc(y)) = o0,

(iil) limy, 00 ord f2(Bn(y),y) = .

(iv) Ba(y) € Clly*™]],
Ponadto z lematu 5 mamy

(v) ciag (ord grad f(B8n(y),¥))n>0 jest niemalejacy.
Poniewaz ord 8, (y) > 1 dla n > 0, wiec na mocy (ii) ord Boo(y) > 1. Zatem, w
$wietle rownosci (20), wystarczy wykazaé, ze

(21) ordgrad f(8(y),y) < ordgrad f(Buc(y),y)-

Zauwazmy, ze

(22) ord (£ (Bu(y),y) — £ (Boo (), ) = 0rd(Bn(y) — Boo(v))

Z (iii), (iv) oraz (v) mamy ord f; (8n(y),y) — oo lub istnieje ng > 01 Lo € R, ze
ord £, (Bn(y),y) = Lo dla kazdego n > ny.

Jesli zachodzi pierwsza mozliwos¢, to z (i) oraz (22), f, (Bec(y),y) = 0. Stad i
z (1), ord grad f(Bso(y), y) = co. To daje (21).

Jesli zachodzi druga mozliwosé, to z (iii) wynika, ze ordgrad f(5,(y),y) =
Ly dla dostatecznie duzych n. Stad z (v) oraz z faktu, ze B(y) = Po(y) dosta-
jemy nieréwnos¢ ord grad f(5(y),y) < Lo. Z drugiej strony z (22) oraz (ii) mamy
ord f; (Boo(y),y) = Lo. To oraz (i) daje (21) i koticzy dowod. O
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The Lojasiewicz exponent of a gradient
by Kuo and Parusinski

Summary. In this article we give the Kuo and Parusiriski proof of the following
theorem: if f(x,y) € Cllx,y]], ord f = ord f(x,0) > 2 then the local Lojasiewicz
exponent Lo(grad f) of the gradient f is attained on the curve f,(z,y) = 0. The
proof is based on the Newton algorithm of finding a root of a power series.

L.odz, 6 — 10 stycznia 2003 .



