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Celem tego opracowania jest przedstawienie podstawowych pojeé¢ lokalnej teo-
rii krzywych algebraicznych w sposéb ulatwiajacy studiowanie tekstow bardziej
zaawansowanych w rodzaju monografii [Campillo 1980]. Wyklad oparty jest na
podstawowych wlasnosciach szeregéw formalnych wielu zmiennych oraz twierdze-
niach bedacych podstawa lokalnej geometrii algebraicznej takich jak twierdzenie
przygotowawcze Weierstrassa, twierdzenie o funkcjach uwiklanych dla szeregow
potegowych i lemat Hensela (por. [Abhyankar 1964] i [Lojasiewicz-Stasica 2005]).
Rozwazania prowadzone sa nad cialem algebraicznie domknietym dowolnej charak-
terystyki. Podstawowa technika sa lokalne przeksztalcenia kwadratowe, ktére po-
zwalaja wyeliminowaé klasyczne twierdzenie Puiseux, prawdziwe wylacznie w cha-
rakterystyce zero. Metoda przeksztalcen kwadratowych opisana jest szczegétowo
w [Zariski 1965]. Czytelnik z korzyscia poréwna proponowane ujecie z podej$ciem
opartym na szeregach Puiseux i diagramach Newtona (por. [Walker 1950]). Opra-
cowujac niniejszy artykut korzystalem intensywnie z podrecznika [Seidenberg 1968].
Calo$¢ napisana jest w taki sposéb aby czytelnik mogt z tatwoscia przejsé do lektury
popularnej ksiazki Fultona [Fulton 1969].

W calej pracy K jest cialem algebraicznie domknietym dowolnej charaktery-
styki. Pierécienn formalnych szeregéw potegowych zmiennych x,y o wspdlezyn-
nikach w ciele K oznaczamy K[[z,y]] a jego cialo ulamkéw K((z,y)). Gdy
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f= Zl;k fi jest niezerowym szeregiem formalnym przedstawionym jako suma
form jednorodnych f; gdzie fr # 0 to piszemy ord f = k oraz in f = fj. Dodat-
kowo przyjmujemy ord 0 = oo oraz in(0 = 0. Symbol co podlega zwyklym konwen-
cjom. Szereg u € K[[z,y]|] nazywamy dzielnikiem jedynki gdy uwv = 1 dla pewnego
v € K][z,y]]. Ma to miejsce dokladnie wtedy, gdy wyraz wolny szeregu u ozna-
czony u(0) jest rézny od zera. Gdy f, g € K|[z,y]] sa takie, ze f = gu dla jakiego$
dzielnika jedynki u to piszemy f ~ g. Ideal gléwny pierscienia K[[z, y]] generowany
przez szereg f oznaczamy (f)K[[z,y]]. Opis idealéw pierwszych pierscienia K[|z, y]]
Czytelnik znajdzie w Dodatku C.

1 Krzywe algebroidalne, podstawienia kwadra-
towe

Niech f € K[[z,y]] bedzie niezerowym szeregiem formalnym bez stalego wyrazu.
Krzywa algebroidalna o réwnaniu f = 0 nazywamy ideal gléwny (f)K][z,y]] ge-
nerowany przez f. Zamiast krzywa algebroidalna o réwnaniu f = 0 piszemy
réwniez krzywa {f = 0}. Jest wiec {f = 0} = {g = 0} dokladnie wtedy, gdy
f ~ g. Krzywa {f = 0} jest zredukowana (resp. nierozkladalna) gdy szereg f nie
ma czynnikéw wielokrotnych (resp. jest nierozkladalny). Gdy f = f™ ... f™ w
K[[z,y]] gdzie f; sa nierozkladalne, wzglednie pierwsze to krzywe {f; = 0} nazy-
wamy nierozkladalnymi komponentami krzywej {f = 0} o krotnosciach m,.

Rzedem (takze krotnoscia) krzywej {f = 0} nazywamy liczbe ord f. Definicja
jest poprawna, bo relacja f ~ g implikuje réwnos¢ ord f = ord g. Krzywe krotnosci
1 nazywamy regularnymi lub nieosobliwymi. Krzywe krotnosci wiekszej niz 1 nazy-
wamy osobliwymi. Gdy f ~ ¢ to in f = cin g dla pewnej stalej ¢ € K\ {0}. Krzywa
afiniczng in f = 0 (por. [Fulton 1969]) nazywamy stozkiem stycznym krzywej al-
gebroidalnej f = 0. Z lematu o faktoryzacji (por. Dodatek A) oraz algebraicznej
domknietosci ciata K wynika

Wiasno$é 1.1 Stozek styczny nierozkladalnej krzywej {f = 0} jest prosta afi-
niczng, tzn. in f = 1°"4 gdzie | = bx — ay jest niezerowq forma liniowq.

Niech teraz ®(z,y) = (ax + by + -+, cx +dy + ---), ad — be # 0 bedzie para
szeregdéw formalnych rzedu 1 o formach poczatkowych niezaleznych liniowo (kropki
oznaczaja wyrazy rzedu > 1). Podstawienie f — fo® jest izomorfizmem pierscienia
K[[z,y]] (co wiecej kazdy K-izomorfizm algebry K[[x, y]] jest takiej postaci). Mamy
ord f = ord (f o ®) oraz in(f o ®) =in f o in ® gdzie in ® = (ax + by, cx + dy).

Krzywe algebroidalne {f = 0} i {g = 0} nazywamy analitycznie réwnowaz-
nymi gdy f o ® = gu dla pewnej pary ® speliajacej powyzsze warunki i dla
pewnego dzielnika jedynki u. Krzywe analitycznie réwnowazne maja jednakowe
rzedy a ich stozki styczne sa afinicznie izomorficzne. Kazde dwie krzywe regularne
sa analitycznie rownowazne.

Niech teraz f = f(x,y) € K[[z,y]] bedzie szeregiem nierozkladalnym rzedu
n > 0. Z wlasnodci 1.1 wynika, ze wtedy ord f(z,0) = n lub ord f(0,y) = n.
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Definicja 1.2 Zaldimy, Ze szereg nierozktadalny f € Kz,y]] spelnia warunek
ord f(0,y) = ordf = n (méwimy wtedy, ze f jest y-ogdlny). Niech y1 bedzie
nowq zmienng. Szereg fi € K[[z,y1]] jest obrazem wlasciwym szeregu f € K[|z, y]]
poprzez podstawienie kwadratowe gdy f1(0,0) = 0 oraz f(x,ax+xy;) = " f1(z,y1)
w K[[z,y1]] dla pewnego a € K. Piszemy wtedy f1 = Q(f).

Odnotujmy podstawowe wlasnosci podstawienia kwadratowego

Lemat 1.3 Zaldimy, Ze szereg nierozkladalny f € Klz,y]] jest y-ogdiny
i oznaczmy f1 = Q(f). Witedy

(i) prosta y — ax = 0 (oznaczenia jak w Definicji 1.2) jest styczna do krzywej
flz,y) =0 (a wicc stata a € K jest wyznaczona jednoznacznie przez f) oraz
ord f1(0,y1) =n. Gdy a # 0 to ord f(x,0) = n.

(ii) Gdy f ~ g wK][[z,y]] oraz fi = Q(f), g1 = Q(g) to fr ~ g1 wK[[z,y]].

(iwi) Jezeli f € K[[z]][y] jest wielomianem wyrdéznionym wzgledem y to f1 €
K[[z]][y1] oraz f1 jest wielomianem wyrdznionym wzgledem vy .

Dowdd. Poniewaz f jest y-ogdlny oraz nierozkladalny zatem f(x,y) = c(y—aoz)™+
o+ (wyrazy rzedu > n) w K[[z,y]] dla pewnego ¢ # 0 (por. Wiasnos¢ 1.1). Jest
wiee f(z,azx +ay1) = 2" fi(z,y1) w K[z, y1]] przy czym fi(z,y1) = (a —ao +
)"+ -+ (wyrazy rzedu > n). Zatem f1(0,0) = 0 doktadnie wtedy, gdy a = ag
i w tym przypadku ord f1(0,y1) = n. Pozostale wlasnosci wynikaja bezposrednio
z Definicji 1.2.

Lemat 1.4 Jezeli f € K[[z,y]] jest szeregiem nierozktadalnym, y-ogdlnym to f1 =
Q(f) € K[z, y]] jest réwniez szeregiem nierozkladalnym.

Dowdd. Na mocy Lematu 1.3 (4i) mozemy zalozy¢, ze f = f(z,y) jest wielo-
mianem y-wyréznionym stopnia n. Woéwczas szereg f1 = fi(x,y1) jest wielomia-
nem y;-wyréznionym stopnia n i wystarczy sprawdzié, ze fi jest nierozktadalny
w pierscieniu K[[z]][y1]. Dla dowodu niewprost przypusémy, ze
filzoyn) = (uf + bi(@)yi ™ + -+ (@) (vi + @)y + -+ al@)
w K[[z]][y1] gdzie k,l > 0.
Oczywiscie k + 1 = n a wiec
f(z,az 4+ zy1) = 2" fi(z,p1) =
= ((zy)* + br(@)a(ay) ™ + -+ by(2)a")
((y) + er(@)z(y) T+ o+ aa)a).
Niech z bedzie nowa zmienna. 7 ostatniej tozsamosci wynika, ze
flaz,ax +2) =
= (F+abi(x)F T+ 2P h(2) (P me () 4 ala(n).
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To dowodzi, ze szereg f(z,ax + z) € K][z,z]] jest rozkladalny. Otrzymujemy
sprzeczno$é bo jest on nierozktadalny jako obraz nierozkladalnego szeregu f(x,y)
poprzez izomorfizm K[z, y]] — K][z, 2]].

Lemat 1.5 Niech f = f(z,y) € K][z,y]] bedzie szeregiem y-ogdlnym rzedu n =
ord f > 1. Wdwczas istnieje ciag szeregow f; = fi(z,y;) € K[[z,v:]], 1 =0,1,...,m
taki, ze fo = f (orazyo =vy), fix1 = Q(fi), ord f; =n dlai < m oraz ord f,, < n.

Dowdd. Oznaczmy yo = y oraz fo = f irozwazmy f1 = Q(fp). Jezeli ord f1 < n
to przyjmujemy m = 1 i szukanym ciagiem jest fo, f1. Gdy ord fi = n (zawsze
jest ord fi < ordf poniewaz ord fi(0,y1) = n) to przyjmujemy fo = Q(f1).
Gdy ord fy < n konczymy postepowanie. Nalezy wykazaé, ze po skonczonej licz-
bie krokéw otrzymujemy ciag fo,..., fm taki, ze fix1 = Q(f;), ord f; = n dla
1 < m oraz ord f,, < n. W przeciwnym wypadku istnialby ciag nieskonczony
foseoos fm,. .. taki, ze fir1 = Q(f;) oraz ord f; = n dla wszystkich ¢ > 0. Niech
yi — a;xz = 0 bedzie styczna do krzywej fi(z,y;) = 0. Latwo sprawdzié, ze
f(z,y(x)) = 0 gdzie y(x) = Z;;Of a;_1z'. Otrzymujemy sprzecznoéé bo f jest
nierozkladalny oraz ord f > 1 a warunek f(x,y(z)) = 0 implikuje, ze y — y(zx)
dzieli f(z,y) w K[z, y]].

Mozemy teraz skonstruowaé¢ podstawienie obnizajace rzad szeregu.

Propozycja 1.6 Niech f(z,y) € Klz,y]] bedzie szeregiem nierozktadalnym,
y-o0golnym rzedu n = ord f > 0. Niech y bedzie nowqg zmienng.

Wtedy istnieje liczba catkowita m > 0 oraz wielomian P(z) = Y i* a;—1"
stopnia < m takie, Ze

(i) f(z, P(x) + ™) = 2" f(2,§) wK[z,7]],
(ii) f = f(z,5) € K[[z,7]] jest szeregiem nierozktadalnym rzedu ord f < n,
(iii) jest ord f(0,4) =n. Gdy P(z) #0 to ord f(z,0) = ord P(z) - n,

(i) jezeli f ~ W oraz f ~ W gdzie W i W~ sa wielomianami wyroinionymi
Weierstrassa, to W(x, P(x) + 2™g) = ™" W (x, 7).

Dowdd. Niech fy, f1,..., fm bedzie ciagiem szeregéw takim jak w Lemacie 1.5. Jest
zatem f;(z,a;x4+xy;41) = 2" fiz1(z,yi+1) (1 =0,1,...,m—1) dla pewnych a; € K.
Oznaczmy P(z) = >i" a;—12%, § = ym oraz f(@,9) = fm(x,§). Ze zwiazkéw
miedzy f; oraz fiy1 (i = 0,...,m — 1) wynika pierwsza czesé¢ (i) Propozycji 1.6.
Czesé (it) wynika z nierozktadalnosci obrazu wiasciwego (por. Lemat 1.4).

Aby sprawdzié (i) zalézmy, ze k = ord P(x) < oo. Zatem ar_1 # 0 oraz
ai—1 = 0dlai < k. Jest zatem f;(z,2y;r1) = " fix1(x,y:41) dla i < k — 1 oraz
fe—1(z,ap—12 + zy) = 2™ fr(x, yr). Poniewaz ap_; # 0 zatem z podanej réwnosci
wynika, ze ord fr_1(z,0) = n na mocy Lematu 1.3 (). Poniewaz ord f;(z,0) =
n+ ord fi11(z,0) dlai < k—1 zatem otrzymujemy ord f(z,0) = ord fo(z,0) = nk.

Wilasnosé (iv) wynika z faktu, ze relacje f ~ W oraz f; ~ Wi implikuja Wy =
Q).
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Uwaga 1.7 Powyzej zakladalismy, ze szereg f € K[|z, y]] jest y-ogdlny i dla takich
szeregdéw okredlilismy podstawienie kwadratowe i opisaliémy jego wilasnosci. Gdy
f € K[z, y]] jest z-ogdlny to podana definicje i lematy nalezy przeformulowaé w
oczywisty sposéb. W szczegdlnosci, gdy ord f(z,0) = ord f = n to podstawienie
kwadratowe ma postaé f(by+yz1,y) = y" f1(z1,y), f1(0,0) = 0. Gdy ord f(z,0) =
ord f(0,y) = n to ab # 0 i otrzymane obrazy wlasciwe sa analitycznie izomorficzne.

2 Parametryzacje

Niech ¢ bedzie zmienna. Parametryzacja nazywamy pare (¢(t),%(t)) € K[[#]?
taka, ze ¢(0) = ¥(0) = 0 oraz ¢(t) # 0 lub ¢ (¢) # 0 w K[[t]]. Dwie parametryza-
cje (o(t),¥(t)) oraz (¢1(t),11(t)) sa réwnowazne gdy istnieje szereg 7(t) € K[[t]],
ord7(t) = 1 taki, ze ¢(t) = ¢1(7(t)), ¥(t) = ¥1(r(t)). Parametryzacje na-
zywamy wierng gdy nie istnieje szereg 7(t), ord7(t) > 1 oraz parametryzacja

(@1(t1), ¥1(t1)) takie, ze ¢(t) = d1(7(1)), ¥ (t) = 1 (7(1))-

Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie Normalizacyjne) Niech f(z,y) € K[z, y]]

bedzie szeregiem mierozktadalnym. Wowczas istnieje parametryzacja wierna
(0(t),¥(t)) taka, Ze f(d(t),¥(t)) = O pray czym ord f(x,0) = orde(t) oraz
ord f(0,y) = orde(t). Jezeli (¢*(u),v*(u)) jest parametryzacjq taka, Ze

f(o*(u),¥*(w)) = 0 to istnieje szereg o(u) € K[u]], o0(0) = 0 takie, ze ¢*(u) =
¢(o(u)) oraz P*(u) = ¢(o(u)).

Parametryzacje wierna (4(t),¥(t)) taka, ze f(¢(t),4(t)) = 0 nazywamy nor-
malizacja krzywej f(x,y) = 0. Z Twierdzenia 2.1 wynika, ze kazda krzywa nie-
rozkladalna ma normalizacje i to jedyna z doktadnoscia do réwnowazno$ci.

Dowdd Twierdzenia 2.1 (Indukcja wzgledem ord f).

Gdy ord f = 1 twierdzenie latwo wynika z twierdzenia o funkcjach uwikla-
nych. Zalézmy wiec, ze n > 1 jest liczba catkowita i ze twierdzenie jest prawdziwe
dla szeregéw nierozkladalnych rzedu < n. Ustalmy szereg f taki, ze ord f = n.
Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zalozyé¢, ze ord f(0,y) = n. Niech f(ac,y) €
K|[[z,3]] bedzie szeregiem takim jak w Propozycji 1.6. Jest zatem f(x, P(z) +
x™g) = m:m"f(x,gj) gdzie P(z) jest wielomianem stopnia < m, ord f(0,7) = n
oraz ord f < n. Na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje normalizacja (¢(t),1(t))
krzywej f(x,g) = 0 taka, ze ord¢(t) = ordf(O,g]) oraz ordz/;(t) = ordf(a:,O)
Oznaczmy (t) = P(¢(t)) + ¢(t)™p(t) i rozwazmy parametryzacje (¢(t), ¥ (t)).
Jest oczywiscie f(o(t),(t)) =0.

Aby sprawdzié, ze parametryzacja (¢(t),%(t)) jest wierna przypusémy, ze
o(t) = ¢1(7(t)), ¥(t) = 1 (7(t)) dla pewnej parametryzacji (¢1(t1),11(t1)) 1 sze-
regu 7(t) € K[[t], ord7(t) > 1. Zatem ¢ (7(t)) — P(¢1(7(1))) = ¢1(7(£))"(t) a

stad ord e (t1) — P(é1(t1)) = ord¢y(t)™. Oznaczmy 9 (t;) = %.
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Jest wiec ordz[)l(tl) > 0 oraz ¢(t) = 1(r(t)). Z réwnosci ¢(t) = #1(7(t))
oraz ¥(t) = ¥1(7(t)) wynika, ze ord7(t) = 1 bo parametryzacja (&(t),¥(t))
jest wierna. Dowodzi to, ze (4(t),v(t)) jest normalizacja krzywej f(z,y) = 0.
Przypomnijmy, ze ord¢(t) = ord f(0,5) = n = ord f(0,y). Aby obliczyé
ord ¢ (t) zalézmy najpierw, ze P(z) # 0. Wtedy ord P(¢(t)) = (ord P)(ord ¢) <
m(ord ) = ord¢™ < ord ¢™ a wiec ordy(t) = ord (P(¢(t)) +¢(t)m¢3(t)) -
ord P(¢(t)) = (ord P)(ord¢) = (ord P)n = ord f(z,0) na mocy Propozycji 1.6
(iii). Gdy P(x) = 0 to ordy(t) = ord¢(t)™¥(t) = mn + ordy = mn +
ord f(z,0) = ord f(x,0). Podsumowujac, sprawdzilismy, ze ord ¢(t) = ord f(0,y)
oraz ord(t) = ord f(z,0).

Niech teraz (¢*(u),¥*(u)) bedzie parametryzacja taka, ze f(¢*(u),¥*(u)) = 0.
Oznaczmy *(u) = W € K((u)). Niech W(z,y) bedzie wielomia-
nem wyréznionym stowarzyszonym z f(z,y). Jest 0 = W (¢*(u),¢*(u)) =
W (¢ (W), P(6" () + 6" ()™ (w)) = (6" ()™ W (¢"(w), 0" () a stad
W (¢ ), 9 (w) = 0.

Z ostatniej réwnosci wynika, Ze ordz/;*(u) > 0 bo @*(u) jest pierwiastkiem
wielomianu wyréznionego W (¢*(u),y) € K[[u]][y] (por. Uwaga 2.2 podana nizej).
Niech (¢(t),%(t)) bedzie normalizacja krzywej f(z,7) = 0. Na mocy zalozenia

indukcyjnego mamy ¢*(u) = ¢(7(u)) oraz p*(u) = ZZJ(T(U)) a stad ¢* (u) = ¢(7(u))
oraz ¢¥*(u) = (7 (u)) co konczy dowdd.

Uwaga 2.2 Cialo utamkéw K((u)) pierécienia szeregdéw formalnych jednej zmiennej
jest cialem z waluacja ord. Jezeli (u)™ + aq(u)(u)" "1+ +ay,(u) = 0 w K((u))
to jak Czytelnik latwo sprawdzi ord((u) > inf;{1 orda;(u)}. W szczegdlnosci,
gdy wielomian y™ + g (u)y™ 1 + - - + @, (u) jest wyrézniony to ord a;(u) > 0 dla
t=1,...,n a wiec takze ord ((u) > 0.

Whniosek 2.3 Jezeli f(x,y) € K[[z,y]] orazn = ord f(0,y) < oo to istniejq szeregi
a(s),B1(8),...,Pn(s) € K[[s] (s jedna zmienna) bez stalych wyrazéw takie, ze

fla(s),y) ~ H(y = B(s)) w K[[s, y]].

Dowdd. Stosujac twierdzenie przygotowawcze mozemy zalozyé, ze f(x,y) €
K[[z]][y] jest wielomianem wyrdznionym stopnia n. Dowdd prowadzimy indukcyj-
nie wzgledem n = deg, f. Gdy n = 1 wniosek jest oczywisty. Zalézmy, ze n > 11ze
wniosek jest prawdziwy dla wielomianéw stopnia n—1. Zalézmy, ze f(x,y) jest wie-
lomianem wyréznionym stopnia n. Stosujac Twierdzenie 2.1 do jakiego$ czynnika
nierozkladalnego szeregu f(z,y) stwierdzamy istnienie parametryzacji (a(s), 8(s))
takicj, 7e f(a(s), §(s)) = 0. Mamy zatem f(a(s),y) = (y — 8(5))g(s,y) w K[[s]|]
gdzie g(s,y) = y" ! +... jest wielomianem wyréznionym stopnia n — 1. Stosujemy
zalozenie indukcyjne do g(s,y).
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Odnotujmy jeszcze

Whiosek 2.4 (Twierdzenie Puiseux) Niech K bedzie ciatem algebraicznie do-
mknietym charakterystyki 1. Niech n > 0 bedzie liczba catkowitq takaq, Ze
n Z 0 (modl). Wtedy dla kazdego wielomianu wyrdznionego i nierozkladalnego
P(z,y) =y" + Y1, ai(x)y" " istnieje szereg y(s) € K[[s]], y(0) =0 taki, Ze

P(s"y) = [ (v - ules)).

en=1

Dowdd. Niech (¢(t),1(t)) bedzie normalizacja krzywej P(z,y) = 0. Wtedy
ord¢(t) = ord P(0,y) = n a wiec istnieje szereg o(t) taki, ze ¢(t) = o(t)"
w K[[t]] bon #0 (mod ) (stosujemy twierdzenie o funkcji uwiktanej do réwnania
y" — ¢(t) = 0). Oczywiscie ordo(t) = 1 a wiec ¢¥(t) = y(o(t)) dla pewnego
szeregu y(s) € K[[s]]. Parametryzacja (s",y(s)) jest wierna. Wynika stad, ze
GCD ({n} U {supp y(s)}) =1 oraz y(e1s) # y(e2s) gdy €} =€ =11 €1 # ea. Stad
wynika wniosek bo oczywiscie P(s", y(es)) = 0 dla wszystkich e takich, ze e” = 1.

Dla zupetnosci udowodnijmy jeszcze twierdzenie czesciowo odwrotne do Twier-
dzenia 2.1.

Twierdzenie 2.5 Dila kazdej parametryzacji (¢(t),(t)) istnieje szereg nie-
rozktadalny f = f(x,y) taki, ze f(o(t),¥(t)) = 0. Jest on wyznaczony jedno-
znacznie przez parametryzacje z doktadnosciq do dzielnika jedynki w K[|z, y]].

Dowdd. Zalézmy, ze ¢(t) # 0 i oznaczmy n = ord ¢(t). Twierdzimy, ze K[[t]] =
Kllo®)]] + tK[[¢@®)]] + - -+ + t" 'K[[¢(t)]] co implikuje, ze rozszerzenie K[[t]] D
K[[¢(#)]] jest modutem skoriczonym. Rzeczywiscie ustalmy g(t) € K[[t]] i oznaczmy
F(x,t) = ¢(t)—x. Jest wiec ord F(0,t) = ord ¢(t) = n i twierdzenie Weierstrassa w
wersji dzieleniowej daje relacje g(t) = q(z, t)F(z,t) + Z;le a;(z)t'. Podstawienie
o(t) na miejsce = daje g(t) = Y27 ai(6(t))t". Rozszerzenie K[[t] D K[[¢(t)]]
jako skoriczone jest rozszerzeniem calkowitym. W szczegdlnosei element 1(t) jest
calkowity nad K[[¢(t)]] a wiec istnieje f(x,y) € K[[z]][y] unormowany wzgledem
y taki, ze f(o(t),¥(t)) = 0. Zastepujac ewentualnie f(x,y) przez jego czynnik
nierozkladalny dostajemy pierwsza czes¢ twierdzenia. Jednoznacznos¢ wynika z
faktu, ze ideal I zlozony z szeregéw g(z,y) € K[z, y]] takich, ze g(¢(t),¥(t)) =0

jest pierwszy i nie jest maksymalny bo (¢(t), 1 (t)) # (0,0) (por. Dodatek C).

3 Krotnosé¢ przeciecia

Niech f = f(x,y) € K[[z,y]] bedzie szeregiem nierozkladalnym. Ustalmy norma-
lizacje (p(t),¥(t)) krzywej f(x,y) = 0. Definiujemy dla kazdego g = g(z,y) €
K[z, y]]:

vy(g) = ordg(é(t),9(t)) € NU{oc}.

Propozycja 3.1 Dla dowolnych g,q" € K|[z,y]] zachodzq nastepujqce wltasnosci:
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(1) vi(g) =0 doktadnie wtedy, gdy g(0) # 0, v¢(g) = oo gdy f dzieli g wK[[z,y]],
(i1) vi(g+9¢') = inf{vs(g),vs(¢")}. Gdyvs(g) # vi(g') to zachodzi réwnosé,
(iti) vi(9g") = vs(9) +vs(g"),
(iv) vi(g+Nf) =vs(g) dla h € K[[z,y]].

Dowdd. Aby sprawdzi¢ czes$é (i) zauwazmy, ze ideal I = {h(z,y) € K][z,y]] :
h(o(t),¥(t)) = 0} jest pierwszy i nie jest maksymalny. Stad wynika (por. Dodatek
C), ze I = (f) co dowodzi, ze vf(g) = oo zachodzi dokladnie wtedy, gdy f dzieli g.
Pozostale wlasnosci sa bezposrednimi konsekwencjami definicji.

Uwaga 7 kazda krzywa nierozkladalng kojarzymy cialo M funkcji meromorficz-
nych na {f = 0}. W tym celu rozwazamy utamki { gdzie g,h € Klz,y]] oraz
h # 0 mod f. Przyjmujemy, ze { = & gdy f dzieli ghy — g1h. Klasy abstrakeji
relacji = tworza w naturalny sposéb ciato oznaczone M. Funkcja vy przediuza sie

do waluacji vy : My — Z U {oo}, ktéra okreslamy wzorem vy (£) = vs(g) — vy (h).

Propozycja 3.2 (Nieréwnosé podstawowa) Jest vs(g) > (ord f)(ordg).
Rowno$é zachodzi doktadnie wtedy, gdy krzywe {f = 0} i {g = 0} nie majq wspdinej
styczney.

Dowéd powyzszej propozycji wykorzystuje

Lemat 3.3 Niech (4(t),9(t)) bedzie parametryzacja, n = inf{ord ¢(t), ord ¢ (¢)}
< oo, p(t) =at™ + -+, Y(t) = bt" + -+ gdzie a £ 0 lub b # 0. Wtedy dla kazdego
szeregu g = g(z,y) € K[[z,y]]: ordg(e(t),v(t)) = (ordg)n przy czym réwnosé
zachodzi doktadnie wtedy, gdy (ing)(a,b) # 0.

Dowdd lematu. Napiszmy g(z,y) = Z Jop(z,y)x*y? gdzie m = ordg oraz
a+B=m
Z 9ap(0,0)2%y” = ing (“Lemat Hadamarda”).

a+B=m

Jest

n o)\ (1))
g0 = 3 govo) (50) (%) -
a+B=m

=t"" ((ing)(a, b) + wyrazy rzedu > 0)
co dowodzi lematu.

Dowdd Propozycji 3.2.  Niech (¢(t),1(t)) bedzie normalizacja krzywej nie-
rozktadalnej f(z,y) = 0. Zatem inf{ord¢(¢), orde(t)} = inf{ord f(0,y),
ord f(z,0)} = ordf bo f = 0 ma jedna styczna. Oznaczmy n = ord f,
o) = at™ + -+, () = bt" + ---. Zatem a # 0 lub b # 0. Poniewaz
ord f(¢(t),¢(t)) = ord0 = oo zatem z Lematu 3.3 wynika, ze (in f)(a,b) = 0
a zatem jedyna styczna do f = 0 jest dana rownaniem bx — ay = 0.
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Mamy teraz vy(g) = ordg(¢(t),v(t)) > (ordg)inf{ord¢(t), ordy(t)} =
(ordg)(ord f) na podstawie pierwszej czesci Lematu 3.3. Réwnosé vr(g) =
(ordg)(ord f) zachodzi dokladnie wtedy, gdy (ing)(a,b) # 0 co ma miejsce
dokladnie wtedy, gdy ukiad réwnan ing = in f = 0 ma wylacznie rozwiazanie
x=0,y=0tzn. gdy f =01 g =0 nie maja wspélnej stycznej.

Propozycja 3.4 Dla dowolnych nierozktadalnych f,g € Kz, y]] jest vi(g) =
Ug(f)'

Aby dowiesé Propozycje 3.4 sprawdzimy nastepujacy lemat.

Lemat 3.5 Zalézmy, ze f jest nierozkladalny, n = ord f(0,y) < oo oraz
fla(s),y) ~ =1 (v = Bj(s)) wK[[s]]ly]. Wtedy dla kazdego g(x,y) € K[[z,y]]:

n

> ordg(a(s), i(s) = (orda(s))vs(g)-

Jj=1

Dowdd Lematu 3.5. Niech (4(t),1(t)) bedzie normalizacja krzywej f(z,y) = 0.
Zatem o(s) = ¢(0;(s)), B;(s) = ¥(o;(s)) dla pewnego o;(s), ¢;(0) = 0.
Mamy zatem

> ordg(a(s), Bi(s)) = Y ordg(6(t), (t) ord os(s) = vp(g) Y ordoy(s).
Jj=1 j=1 j=1
Aby obliczy¢ ostatnia sume zauwazmy, ze orda(s) = ord¢(t)ordo,(s) =

nordo;(s) a wiec Z?Zl ordo;(s) = orda(s) co koticzy dowdd.
Dowdd Propozycji 3.4. Niech f,g € K[[z,y]] beda nierozkladalne. Zalézmy naj-

pierw, ze f,g sa y-regularne; n = ord f(0,y), p = ord ¢(0,y). Na mocy Wniosku
2.3 z Twierdzenia Normalizacyjnego mamy

P
Hy V5 (s

Korzystajac dwukrotnie z Lematu 3.5 otrzymujemy:

ord a(s Z ord g(« Z ord H (Bj(s (s)) =

j=1

ZZ ord ( —vk(s)) = kz_l ord f(a(s),vk(s)) = (ord a(s)) vge(f).

j=1k=1
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Stad v (9) = vy ().
Zalézmy teraz, ze ord f(0,y) =n < oo oraz ord g(0,y) = co. Ostatni warunek

oznacza, ze g ~ x a wiec vy(g) = vy(z) = ord ¢(t) = ord f(0,y) = vo(f) = ve(f).
Podobnie sprawdzamy propozycje, gdy ord f(0,y) = oo oraz ord g(0,y) =p <

oco. Gdy ord f(0,y) = ordg(0,y) = oo to f i g sa podzielne przez z i wtedy

vr(g) = 00 = v,y(f)-

Odnotujmy jeszcze formule dla rzedu rugownika dwéch wielomiandéw
wyréznionych

Propozycja 3.6 Jezeli Ryq(x) jest rugownikiem wielomiandw wyrdinionych
fla,y) =y " +ai(@)y '+ Fan(x) oraz g(a,y) = yP +bi(2)y? ! 4.+ by(a),
to dla nierozkladalnego f:

ord Ry, (z) = vy (g)-

Dowdd. Na mocy Wniosku 2.3 istnieja szeregi af(s),bi(s),...,B8.(s) € K[[s]]
bez stalych wyrazéw takie, ze f(a(s),y) = H] 1(y — B;(s)). Z definicji rugow-
nika wynika, ze Ry ,4(a(s)) = :I:H;L=1 g(a(s),Bi(s)) a zatem ord Ry q(a(s)) =
> 5= ordg(a(s), Bj(s)) = (ord a(s))vs(g) na mocy Lematu 3.5 a stad ord Ry, =
vr(g) bo ord Ry 4(a(s)) = (ord Ry 4) ord a(s).

Niech teraz f € K[[z,y]] bedzie dowolnym szeregiem niezerowym bez stalego
wyrazu i niech f = []i_, fi bedzie rozkladem f na czynniki pierwsze. Przyjmujemy
io(f,9) = Yi—y vy, (g). Ponadto, gdy f(0) # 0 to definiujemy io(f,g) = 0 a gdy
f=0:4(f,g) = co. Z udowodnionych wyzej wlasnosci waluacji vy (Propozycje
3.1, 3.2, 3.4) wynikaja podstawowe wlasnosci ig(f,g) (gdy f(0) = ¢g(0) = 0 to
i0(f, g) nazywamy krotnoscia przeciecia krzywych f =01 g = 0).

Propozycja 3.7 Dla dowolnych f,g,g" € K|[z,y]]:

(i) 0 <io(f,9) < 00, io(f,g) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(0) # 0 lub g(0) # 0;
io(f,g) = oo wtedy i tylko wtedy, gdy f, g maja wspdlny dzielnik w K[z, y]],

(/.

(ii) io(f.99') = io(f,9) +io(f. ),

(111) io(f, g+ hf) =1io0(f,g) dla dowolnego h € K[|z, y]],
(

(“)) Z0 f )*ZO(gaf)y

(v) io(f,g) = (ord f)(ord g); réwnosé zachodzi doktadnie wtedy, gdy krzywe f =0
oraz g = 0 nie majqg wspdlnej styczne;.

Roéwnie latwo wyprowadzamy formule dla rzedu rugownika.
Propozycja 3. 8 Jezelz fz,y) = y" + a1(2)y" ' + -+ + an(x) oraz g(x,y) =
yP + by(x)yP~! by(x) sa wzelomzanamz wyrdznionymi za$ Ry 4(x) ich y-

rugownikiem, to ordeg(x) io(f,9).

Podamy teraz za praca [Kaluzny-Spodzieja 1994] charakteryzacje aksjoma-
tyczna krotnosci przeciecia.
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Twierdzenie 3.9 Niech I : K[[z,y]] X K[[z,y]] — N U {oo} bedzie funkcja
o wtasnosciach

(1) I(f,9) = 1(g, f),

(2) I(f.g192) = I(f, 1) + I1(f, 92),
(3) I(f.g) =I(f,g+hf),

(4) I(z,y) # 0,00

Wtedy 1(f,g) = io(f, 9)I(z,y).

Oczywiscie wlasnosei (1) i (2) implikuja

(2°) I(f1f2,9) = I(f1,9) + 1(f2,9).

Dowéd Twierdzenia 3.9 poprzedzimy lematem.

1
1

Lemat 3.10 Jezeli I jest funkcja taka jak w Twierdzeniu 3.9 to zachodzg
wlasnosci:

(5) jesli f lub g jest dzielnikiem jedynki, to I(f,g) =0,
(6) jezeli f i g maja wspdlny dzielnik dodatniego rzedu, to I(f,g) = oo.

Dowdd lematu. Aby sprawdzi¢ wlasno$é (5) zauwazmy, ze stosujac kolejno
wihasnosci (2°) 1 (3) otrzymujemy

Iz,y) =1(1,y) + I(z,y) = I(1,y + (—y)1) + I(z,y) = 1(1,0) + I(z,y)
a nastepnie
1(1’0) +I(I7y) = I(lvg+ (_g)l) +I($’y> = I(lvg) +I(x5y)'

Laczac otrzymane réwnosci dostajemy I(x,y) = I(1,9) + I(z,y) a stad I(1,9) =0
bo I(x,y) # 0, cc.
Gdy f(0) # 0 to mamy

- tt=1(o(3)) 1o (1) 10010 3)

Stad I(g, f) = 0 a wiec takze I(f,g) = 0.
Aby sprawdzi¢ wlasnoéé (6) rozwazmy szereg h taki, ze h(0) = 0. Mamy zatem
h = zhy + yhs w K][[z, y]] oraz

I(h,0) =I(h,0-2) =I(h,0)+ I(h,x) = I(h,0) + I(xhy + yhs,x).
Z wlasnosci (1) i(3) wynika, ze I(zhy + yho,z) = I(yha, ) a wiec

I(h,0) = I(h,0) + I(yhs,x) =
= I(h,0)+ I(y,x) + I(he,z) = I(h,0) + I(z,y) + I(he,x).

Stad I(h,0) = oo bo I(x,y) # 0, co.
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Przypu$émy teraz, ze f i g maja wspdlny dzielnik h, h(0) = 0. Jest wiec
f=fih, 9 = g1h w K[[z,y]] i otrzymujemy

I(f,9) = I(f1,91h) + I(h, g1h) = I(f1,91h) + I(R,0) = oc.
Uwaga 3.11 Z wiasnosci (5) wynika, ze I(f,g) = I(uf,vg) dla dowolnych dziel-
nikéw jedynki u, v.
Teraz mozemy poda¢ dowdd twierdzenia.

Dowdd Twierdzenia 3.9. Gdy ig(f,g) = oo to f 1 g maja wspdlny dzielnik dodat-
niego rzedu a wiec I(f, g) = oo wobec wlasnosci (6).

Wystarczy wiec sprawdzié¢, ze jak f,g sa wzglednie pierwsze, to I(f,g) =
t0(f,9)I(z,y). Udowodnimy te réwnosé przez indukcje wzgledem ig(f,g). Gdy
i0(f,9) = 0 to f lub g jest dzielnikiem jedynki i wtedy I(f,¢g) = 0 na mocy
wiasnosci (5).

Niech k& > 0 bedzie liczba calkowita i zaldézmy, ze réwnosé I(f,g) =
t0(f,9)I(z,y) jest prawdziwa dla kazdej pary f,g takiej, ze io(f,g9) < k. Gdy
szereg f lub g jest rozkladalny to réwnosé I(f, g) = io(f, 9)I(x,y) jest prawdziwa:
stosujemy wlasnosci (2) oraz (2’°) funkeji I, krotnosci i zalozenie indukcyjne. Wy-
starczy wiec rozwazy¢ przypadek gdy f, g sa nierozkladalne oraz I(f, g) = k. Jezeli
pewien szereg h jest nierozkladalny, to h ~ x lub h ~ y"™ + a1 (z)y" 1 + ...+ an()
gdzie y™ + ay(x)y" "t + - - + a,(v) jest wielomianem wyréznionym. Musimy wiec
rozwazy¢ trzy przypadki:

1. f(z,y) = =, g(x,y) = y" + a1 (2)y" ! + -+ + a,(x) wielomian wyrézniony.
Wtedy io(f, ) = n oraz I(f,g) = I(xz,y") = nl(z,y) = io(f, 9)I(x,y)-

2. flx,y) = y" + ar(x)y" L + -+ + an(x), g(x,y) = x. Stosujemy poprzedni
przypadek i symetrie funkcji I, ig.

3. fly) =y " +ar(@)y" "+ tan(@), g(z,y) =yP +bi(@)y? "+ 4 by(x)
sa wielomianami wyréznionymi stopni n,p > 0. Nie zmniejszajac ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze p > n. Wowczas mozemy napisaé g = yP~"f + zh w
K[[z,y]] 1 w konsekwencji

I(f,9) = I1(f, 4" " f +ah) = I(f,2) + I(f, h) = nl(z,y) + I(f,h)

edyz I(f,z) = nl(z,y) na podstawie przypadku 2.

Dla zakonczenia dowodu wystarczy sprawdzié, ze I(f,h) = io(f, h)I(x,y).
Gdy h(0) = 0 to ta nieréwnosé¢ wynika z zalozenia indukcyjnego bo jak tatwo
zauwazy¢ io(f, h) < io(f,9) = k. Gdy h(0) # 0 to obie strony réwnosci sa
réwne 0.

Jako pierwsze zastosowanie udowodnionego twierdzenia sprawdzimy wlasnosé
nastepujaca.
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Propozycja 3.12 (Multyplikatywno$é krotnosci) Niech f,g bedq szeregami
wzglednie pierwszymi bez statego wyrazu. Wtedy dla dowolnych ©,¥ € K|[u,v]]
mamy:

io(2(f,9), ([, 9)) = io(®, V)io(f, 9)-

Dowdd. Rozwazmy funkcje I dang wzorem I(®,U) = io(P(f,g), ¥(f,g)). Latwo
sprawdzamy, ze funkcja I spelnia warunki (1), (2), (3)1 (4) Twierdzenia 3.9. Zatem
I((Dv \II) - Z.O(q)a \I])I(uv U) = Z.O((Da \IJ)ZO(fv g)'

Dla dowolnych szeregéw f, g € K[[z, y]] ideal (f, g) generowany przez f i g jest
K-podprzestrzenia liniowa algebry K[[z, y]].

Twierdzenie 3.13 (Formula Macauley’ a) Dla dowolnych f,g € K[z, y]]:

io(f, 9) = dimg K[l y]]/(ﬁg).
Dowdd. Oznaczmy I(f,g) prawa strone powyzszej réwnosci (kowymiar ideatu ge-
nerowanego przez f,g). Latwo zauwazy¢, ze tak zdefiniowana funkcja I spelnia
whasnosci (1), (8) 1 (4) Twierdzenia 3.9 oraz I(x,y) = 1. Zatem dla dowodu twier-
dzenia wystarczy sprawdzié¢ wlasno$é (2): I(f,g192) = i(f,g1) + I(f,g2). Gdy
I(f,g192) = o0 to f, g192 maja wspdlny dzielnik pierwszy (Dodatek B). Wéwezas
fyg1 lub f, g2 maja wspélny dzielnik a wiec I(f, g1) = oo lub I(f, g2) = oc.
Zalézmy, ze 1(f,g1g2) < 0o tzn. f,g1g2 sa wzglednie pierwsze. Przypomnijmy
nastepujacy fakt z algebry liniowej. Gdy U, V,W sa przestrzeniami K-liniowymi
takimi, ze W C V C U i W ma kowymiar skoriczony w U, to

dimK(}W = dingV + divaw.
Stosujac powyzsza formulte do W = (f, g192),V = (f, g1) oraz U = K][z, y]] otrzy-
mujemy formule I(f, g192) = I(f, g1) + I(f, g2) gdyz dimg Wy = I(f, g2).

Niech f, g € K][z, y]] beda szeregami bez stalych wyrazéw. Oznaczmy K((f,g))
cialo utamkéw pierdcienia K[[f, g]]. Zatem K((f,g)) jest podcialem ciata K((z,y)).

Twierdzenie 3.14 (Formula Weila) Jezeli szeregi bez stalych wyrazéw f,g sq
wzglednie pierwsze, to

io(f,9) = (K((z,9)) : K((f,9)))-

Dowdd. Na mocy Twierdzenia Palamodowa (Dodatek D) rozszerzenie K[z, y]] D
K[[f, g]] jest wolnym modutem rangi dimKK[[ﬂU7 y]]/(f 9) Zatem Twierdzenie 3.14

wynika z Twierdzenia 3.13 oraz nastepujacego faktu.

Lemat 3.15 Zatéimy, ze dziedzina A jest podpierscieniem dziedziny B takim, Ze
rozszerzenie B D A jest wolnym modutem rangi m > 0. Niech K bedzie ciatem
utamkéw dziedziny A za$ L cialem ulamkdw dziedziny B. Wtedy (L : K) = m.
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Dowdd. Na mocy zalozenia istnieje ciag eq, ..., e, elementow pierécienia B taki, ze
kazdy element b € B mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci b = aje;+- -+ amem
dla pewnych ay,...,a,, € A. W szczegdlnosci B jest skoriczonym A-modulem a
wiec rozszerzenie B D A jest catkowite. Wynika stad, ze dla kazdego b € B, b # 0
istnieje b’ € B taki, ze bb’ € A\ {0}. Istotnie, jezelib & AibF+a b* 14 +a, =0
jest réwnaniem zaleznosci calkowitej minimalnego stopnia k& > 0 to a; # 0 oraz
bb = —ap dla b = b1 +a b2+ +ap_;. Zatem kazdy element ciala utamkéw
L moina zapisa¢ w postaci 2 gdzie a € A\{0}ib € B. Jezelib=aje;+- - +amen
to g = (%) el + -+ (”7’") em a wiec (L : K) < m. Réwno$é wynika z faktu, ze
€1, ..,€m s liniowo niezalezne nad K.

4 Twierdzenie Bezouta

Dla kazdego wielomianu F € K]z, y] oznaczamy przez deg F stopieri wielomianu a
przez F'T jego forme wiodaca tzn. sume jednomianéw stopnia deg F wystepujacych
w F. Dla dowolnych wielomianéw F,G € Klx,y] oraz punktu p = (a,b) € K2
przyjmujemy

ip(F,GQ) =ig(Fla+z,b+y),Gla+ x,b+y)).

Zatem i,(F, G) > 0 dokladnie wtedy, gdy F'(p) = G(p) = 0.

Twierdzenie 4.1 (Afiniczne twierdzenie Bezouta) Niech F' = F(x,y) i G =
G(z,y) beda wielomianami wzglednie pierwszymi stopni m > 0 i n > 0
o wspotczynnikach w ciele algebraicznie domknietym K. Wtedy:

(i) Y ip(F,G) < mn,
pek?
(i) Z ip(F, G) = mn wtedy i tylko wtedy, gdy uktad F* = Gt = 0 ma wylacznie

peK?
rozwigzanie trywialne r =y = 0.

Dowdd twierdzenia Bezouta opiera sie na udowodnionych juz wlasnosciach
krotnosci przeciecia oraz wykorzystuje pojecie rugownika oraz jego zwiazek
z krotnoscia (Propozycja 3.8).

Propozycja 4.2 Niech F,G beda wielomianami stopni m,n > 0 takimi, Ze
deg, F' = m oraz deg, G = n. Przyjmijmy R(z) = y-rugownik wielomiandw
F(z,y),G(z,y). Wowczas dla kazdego a € K:

(i) ordoR(z) = > ip(F,G),

pe{a} xK

(ii) deg R(x) = Y ip(F,G).

pekK?
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Dowdd. Formula (ii) wynika z (i) poniewaz deg R(x) = ) g ordR(x).

Aby sprawdzi¢ (i) wystarczy ograniczyé sie do przypadku a = 0 poniewaz
ord ,R(z) = ordgR(a + z) oraz R(a + z) jest y-rugownikiem wielomianéw F(a +
x,y),G(a + z,y). Zalézmy zatem, ze a« = 0. Gdy ordoR = 0 lub co sprawdzenie
(i) jest proste. Zalézmy zatem, ze 0 < ordogR < oo tzn. R(0) = 0 oraz R(x) # 0
w K[z]. Niech (0,b1),...,(0,bs) beda wszystkimi (parami réznymi) rozwiazaniami
uktadu F(0,y) = G(0,y) = 0. Na mocy lematu Hensela (por. [Abhyankar 1964],
p. 94) mamy F(z,y) = [[X] Fi(2,y), G(x,y) = [[;Z] Gi(=,y) gdzie F;,G; €
K[[z]][y] sa takie, ze F;(0,y) = (y — b;)™, G;(0,y) = (y —b;)™ dlai =1,...,s
oraz Fy11(0,b,)Gs41(0,b;) #0dlai =1,...,s. Oznaczmy przez R;;(z) y-rugownik
Fi(z,y), Gj(x,y). Zatem R(z) = [[; ; Rij(x) przy czym R;;(0) # 0 jesli i # j lub
i =j=s+1gdyz R;;(0) jest y-rugownikiem wielomianéw F;(0,y),G;(0,y). Jest
zatem ord oR(z) = Y_;_, ordgR;i(z). Mamy

ord g Ry (x) = ord o(y — rugownik F;(z,y),Gi(x,y)) =
= ord o(y — rugownik F;(z,y + b;), Gi(z,y + b;)) =
= i(0,0)(Fi(®,y + bi),Gi(w,y + b)) = i0p,)(F, G)

a zatem ord oR(x) = Z i(0,b;) (F, G) co konczy dowdd.
i=1

Propozycja 4.3 Niech F = F(z,y) i G = G(z,y) beda wielomianami stopni
m > 0in >0 takimi, ze deg, F' = m, deg, G = n. Przyjmijmy R(z) = y-rugownik
F(x,y) i G(z,y) oraz r = y-rugownik F*(1,y), G*(1,y). Wtedy

R(z) =rz™" + - + (jednomiany stopnia < mn).

Dowdd. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zalozyé, ze F = y™ + a1 (x)y™ ! +
s+ am(z) oraz G = y" + bi(x)y" "t + - + by(z) gdzie a;(z),bj(x) sa wie-
lomianami odpowiednio stopni < i oraz < j. Niech R(ai,...,Qm,b1,...,bn)
bedzie y-rugownikiem wielomianéw y™ + a;y™ ' + -+ + a,, oraz y" + byy" ! +
-+« 4+ b, o zmiennych wspdlczynnikach aq,...,a,, oraz by,...,b,. Mamy wtedy
R(tay, ..., t"am,thy,...,t"b,) = t""R(ay,...,am,b1,...,b,) (izobarycznosé ru-
gownika) a stad

(* B0 = L R@@)- @) bi(e). . ba(e) =
- (M), el b))

Rozwazmy miejsce (ang. place) ciala funkcji wymiernych K(x) okreslone przez

waluacje v = —deg. Jest to odwzorowanie F(z) — F(oo) ciala K(z) w zbidr

K = K U {oo} okreslone nastepujaco: gdy F(z) = gg; gdzie A(z) = agz? + ---,

B(z) = box? + - - - sa wielomianami stopni p > 01 ¢ > 0 to F(c0) = 2 gdy p = ¢,
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F(o0) =0 gdy p < q oraz F(o0) = 0o gdy p > q. Dalej piszemy F(2)|z—o0 zamiast

Niech bedzie a;(z) = a0z’ + - -+, bj(z) = bjox? + ---. Zatem # = ayp,
T=00
% = bjo 1 z réwnosci (*) wynika
=00
R(x
(**) 1‘7("”) = R(QIO;"'aamo,bloa"'vbno) =T.
=00

Stad R(x) = ra™™ + --- co nalezalo dowiesé.
Mozemy teraz podaé

Dowdd twierdzenia Bezouta. Przyjmujemy oznaczenia wprowadzone powyzej.
Suma Z ip(F,G) nie zalezy od wyboru afinicznego ukladu wspdhrzednych.
pek?
Mozemy wiec zatozy¢, ze degyF' = m oraz deg, G = n. Jest wiec (Propozycja
4.2 (ii) oraz Propozycja 4.3) Z = deg R(x) < mn przy czym réwnosé zacho-
pek?
dzi doktadnie wtedy, gdy r # 0 tzn. gdy uktad F*(1,y) = GT(1,y) = 0 nie ma
rozwigzania. To dowodzi twierdzenia.

Dodatek

Zakladamy, ze K jest dowolnym cialem, niekoniecznie algebraicznie domknietym

A. Lemat o faktoryzacji

Zaldzmy, Ze szereg bez statego wyrazu f € K[z, y]] spetnia warunek in f = ¢y gdzie
o, V¥ sa formami jednorodnymi dodatnich stopni, wzglednie pierwszymi. Wtedy
f=gh wK]z,y]] gdzie ing = ¢, inh = 1.

Dowdd powyzszego lematu opiera sie na nastepujacym fakcie:

Wiasno$é Macauleya Jezeli ¢, € Kx,y] sa wzglednie pierwszymi formami
jednorodnymi stopni m > 0 in > 0 to kazda forma jednorodna stopnia > m+n—1
ma postaé ap + B gdzie a, B sq formami jednorodnymi.

Dowad. Kazda forma jednorodna x stopnia > m + n — 1 ma postaé
Z Xijxiyj , wystarczy wiec sprawdzi¢ wlasnos¢ Macauleya dla form stopnia

i+j=m+n—1

m +n — 1. Niech Hy bedzie przestrzenia K-liniowa form jednorodnych stopnia k.

Odwzorowanie

Hn,1 X Hm,1 > (Oé7ﬁ) — OZ¢ + ﬁ’(/J S Hernfl
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jest odwzorowaniem liniowym przestrzeni jednakowego wymiaru m + n. 7Z faktu,
ze ¢, P sa wzglednie pierwsze wynika injektywno$¢ odwzorowania. Jest wiec ono
surjektywne jako liniowa injekcja przestrzeni tego samego wymiaru.

Dowdd lematu o faktoryzacji. Szukamy szeregéow g i h jako sum form jednorodnych
g=bm +¢m+1 +- - oraz h = Py +Ypp1+- - - gdzie ¢y, = ¢ oraz 1, = 1. Réwnos¢
f = gh ma miejsce dokladnie wtedy, gdy spelnione sa warunki

¢mwn = fm+n
¢m+1¢n + (bmwn—&-l = fm—i—n+1
Pm+2tn + Omt1¥nt1 + Pmtnt2 = fmtnt2

Stosujac wlasnos¢ Macauleya stwierdzamy kolejno, ze dla danych ¢, = ¢, ¥, =¥
istnieja formy ¢u+1,¥nt1 nastepnie @49, Ynie ete. co dowodzi lematu o fakto-
ryzacji.

B. Lemat o eliminacji

Niech f,g € K[[z,y]] beda szeregami niezerowymi bez stalych wyrazéw. Wowczas
f, g sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek

(%) istnieja liczby catkowite d,d’ > 0 takie, ze jednomiany ¢, y* leiq w ideale
(f,g9) generowanym przez f i g w K[[z,y]].

Dowdd. Jezeli z¢,y® € (f,g) to kazdy dzielnik f i g dzieli 24 i y? a wiec f, g sa
wzglednie pierwsze. Zalézmy, ze f i g sa wzglednie pierwsze. Wéwezas f(0,y) # 0
lub ¢(0,y) # 0 bo gdyby bylo f(0,y) = g(0,y) = 0 w K[[y]] to = byltby wspSlnym
czynnikiem f i g. Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy zalozyé, ze f(0,y) # 0.
Stosujac twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa mozemy przyjaé ze f = y™ +
al(x)y”_l + -+ + an(z) jest wielomianem wyréznionym oraz zastepujac g przez
reszte z dzielenia przez f, ze g = bo(x)y" ! + -+ + b,_1(x). Niech R(z) bedzie
y-rugownikiem wielomianéw f, g. Poniewaz f, g sa rowniez wzglednie pierwsze
jako elementy K[[z]][y] jest R(x) # 0. Oznaczmy d = ord R(x). Mamy z¢ € (f,g)
bo rugownik lezy w ideale generowanym przez f i g. Podobnie sprawdzamy, ze
y? e (f,g) dla pewnego d’ > 0.

C. Idealy pierwsze pierscienia K[[z, y|]

Ideatami pierwszymi pierscienia K[z, y]] sa: ideat zerowy (0), ideat maksymalny
M = (z,y) oraz idealy gtdwne (f) generowane przez elementy pierwsze f €

K{[z, y]]-

Dowdd. Niech I bedzie niezerowym idealem pierwszym pierscienia K][x,y]]. Po-
niewaz pierscien ten jest pierécieniem z jednoznaczno$cia rozkladu, istnieje szereg
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pierwszy f € I. Gdy I # (f) to istnieje szereg g € I taki, ze f nie dzieli g a wiec
f, g sa wzglednie pierwsze. Na mocy lematu o eliminacji jest z¢,y¢ € (f,g) C I a
stad x,y € I tzn. I = (x,y) co konczy dowdd.

Czytelnik zauwazy, ze z podanej wyzej wlasno$ci wynika, ze wymiar ideatowy
K[z, y]] jest réwny 2.

D. Parametry pierscienia K][z, y]]

Kazdy ideat I piercienia K[[x, y]] jest jednoczesnie K-podprzestrzenig liniowa prze-
strzeni K[[z,y]] a wiec ma okreslony kowymiar codimI = dimKK[[xay]%. Ko-
lejne potegi MF = (2F 2P~y ... zy*~! y*) idealu maksymalnego maja kowy-
miar skoriczony; jest codim M* = %kz(kz + 1). Latwo zauwazyé, ze codim I < oo
doktadnie wtedy, gdy I D MP* dla pewnego k > 0 tzn. gdy I zawiera wszystkie
jednomiany dostatecznie wysokiego stopnia. Pare f, g szeregdw bez stalych wy-
razéw nazywamy systemem parametréow (s.p.) pierscienia K[z, y]] gdy ideat (f, g)
ma kowymiar skoriczony. Ma to miejsce dokladnie wtedy, gdy z, yd/ € (f,g) dla
pewnych d,d’ > 0. Z lematu o eliminacji wynika wiec, ze para f, g szeregéw bez
statych wyrazéw jest s.p. dokladnie wtedy, gdy szeregi f, g sa wzglednie pierwsze.

Twierdzenie Palamodowa Niech f, g bedzie s.p. pierscienia K[z, y]]. Wéwczas
K[z, y]] jest skoriczenie generowanym wolnym modutem nad K[[f, g]] rangi réwnej
kowymiarowi ideatu (f,g).

Dowdd. Oznaczmy przez m kowymiar idealu (f,g) i niech eq,...,en € K[z, y]]
bedzie kobaza (f, g) a wiec ciagiem takim, ze obrazy szeregéw e; w algebrze ilora-

ZOWE] K[z, y]]/l gdzie I = (f,g) tworza jej K-baze. Zatem dla kazdego h € K[|z, y]]
istnieja stale ¢y, ..., ¢ € K takie, ze h =cie1 + -+ + ¢er, (mod I). Oznaczmy
A(u,v) =c¢; dlai=1,...,m. Mamy zatem

h = Zcﬂiz‘ + hif + hag w K[[z, y]]
i=1
oraz

hi = chiei mod (f,g),
hy = chiei mod (f, g).
Laczac powyzsze relacje dostajemy:
h= Zciei + Z(Clif)ei + Z(CZiQ)ei mod (f, g)*.
Przyjmijmy A} (u,v) = ¢; + criu + cgv; jest wiec

h = ZAzl(f7 g)ez mod (fvg)Q

i=1



39

W ten sposéb indukcyjnie definiujemy ciagi wielomianéw A¥ = A¥(u,v) (i =
1,...,m, k=0,1,...) spelniajace warunki:

(1) h=>_ A¥(f.g)e; mod (f,9)""",
=1

(2) AP jest wielomianem stopnia < k; Af“ — AF jest forma jednorodna stopnia

E+1.
Przyjmijmy A; = Z(A?-H — ARy 4 ¢ dlai=1,...,m. Latwo sprawdzi¢, ze
k>0
h = ZAi(fv g)ei.
i=1

Pozostaje sprawdzié, ze podane przedstawienie jest jednoznaczne. Wystarczy udo-
wodnié, ze

m

ZAi(f,g)ei =0 = Ai(u,v)=0wKJu,v]]dlai=1,...,m.

i=1

Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze prawdziwa jest lewa strona implikacji dla
pewnych A; = A;(u,v) ale I = {i : A;(u,v) # 0} jest niepusty. Mamy

> Ai(0,0)e; =0 mod (f, g)
iel
a wiec A;(0,0) = 0 dla ¢ € I. Dzielac A;(u,v) przez dostatecznie duza potege
zmiennej v mozemy zalozyé, ze r = inf{ord 4;(0,v)} < co. Mamy A;(u,v) =
A;(0,v) + ug;(u,v) = v"¢;(v) + ug;(u, v) gdzie nie wszystkie ¢;(0) sa réwne zeru.
Jest wiec
m m
Zgrci(g)ei + Z fai(f.g)e; =0
i=1 i=1
a stad
9 (Z q-(g)ei) =0 mod (f).
i=1
Szeregi f, g jako parametry sa wzglednie pierwsze a wiec z ostatniej relacji wynika,
ze

Zci(g)ei =0 mod (f)
i=1
a stad
Zci(O)ei =0 mod (f,g)
i=1

a wiec ¢;(0) = 0. Sprzecznosé.
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INTRODUCTION TO THE LOCAL THEORY OF ALGEBRAIC CURVES

Summary. This article is intended as a concise introduction to the local theory of
plane algebraic curves. We consider the algebroid plane curves defined by formal
power series of two variables with coefficients in any algebraically closed field.
Using locally quadratic transformations we prove the local normalization theorem.
Then we study the intersection multiplicity of algebroid curves and prove Bezout’s
theorem for affine plane curves.

Lodz, 8 — 12 stycznia 2007 r.



