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Celem tego opracowania jest przedstawienie podstawowych poj ↪eć lokalnej teo-
rii krzywych algebraicznych w sposób u latwiaj ↪acy studiowanie tekstów bardziej
zaawansowanych w rodzaju monografii [Campillo 1980]. Wyk lad oparty jest na
podstawowych w lasnościach szeregów formalnych wielu zmiennych oraz twierdze-
niach b ↪ed ↪acych podstaw ↪a lokalnej geometrii algebraicznej takich jak twierdzenie
przygotowawcze Weierstrassa, twierdzenie o funkcjach uwik lanych dla szeregów
pot ↪egowych i lemat Hensela (por. [Abhyankar 1964] i [ Lojasiewicz-Stasica 2005]).
Rozważania prowadzone s ↪a nad cia lem algebraicznie domkni ↪etym dowolnej charak-
terystyki. Podstawow ↪a technik ↪a s ↪a lokalne przekszta lcenia kwadratowe, które po-
zwalaj ↪a wyeliminować klasyczne twierdzenie Puiseux, prawdziwe wy l ↪acznie w cha-
rakterystyce zero. Metoda przekszta lceń kwadratowych opisana jest szczegó lowo
w [Zariski 1965]. Czytelnik z korzyści ↪a porówna proponowane uj ↪ecie z podej́sciem
opartym na szeregach Puiseux i diagramach Newtona (por. [Walker 1950]). Opra-
cowuj ↪ac niniejszy artyku l korzysta lem intensywnie z podr ↪ecznika [Seidenberg 1968].
Ca lość napisana jest w taki sposób aby czytelnik móg l z  latwości ↪a przej́sć do lektury
popularnej ksi ↪ażki Fultona [Fulton 1969].

W ca lej pracy K jest cia lem algebraicznie domkni ↪etym dowolnej charaktery-
styki. Pierścień formalnych szeregów pot ↪egowych zmiennych x, y o wspó lczyn-
nikach w ciele K oznaczamy K[[x, y]] a jego cia lo u lamków K((x, y)). Gdy
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f =
∑
i>k fi jest niezerowym szeregiem formalnym przedstawionym jako suma

form jednorodnych fi gdzie fk ̸= 0 to piszemy ord f = k oraz in f = fk. Dodat-
kowo przyjmujemy ord 0 = ∞ oraz in 0 = 0. Symbol ∞ podlega zwyk lym konwen-
cjom. Szereg u ∈ K[[x, y]] nazywamy dzielnikiem jedynki gdy uv = 1 dla pewnego
v ∈ K[[x, y]]. Ma to miejsce dok ladnie wtedy, gdy wyraz wolny szeregu u ozna-
czony u(0) jest różny od zera. Gdy f, g ∈ K[[x, y]] s ↪a takie, że f = gu dla jakiegoś
dzielnika jedynki u to piszemy f ∼ g. Idea l g lówny pierścienia K[[x, y]] generowany
przez szereg f oznaczamy (f)K[[x, y]]. Opis idea lów pierwszych pierścienia K[[x, y]]
Czytelnik znajdzie w Dodatku C.

1 Krzywe algebroidalne, podstawienia kwadra-
towe

Niech f ∈ K[[x, y]] b ↪edzie niezerowym szeregiem formalnym bez sta lego wyrazu.
Krzyw ↪a algebroidaln ↪a o równaniu f = 0 nazywamy idea l g lówny (f)K[[x, y]] ge-
nerowany przez f . Zamiast krzywa algebroidalna o równaniu f = 0 piszemy
również krzywa {f = 0}. Jest wi ↪ec {f = 0} = {g = 0} dok ladnie wtedy, gdy
f ∼ g. Krzywa {f = 0} jest zredukowana (resp. nierozk ladalna) gdy szereg f nie
ma czynników wielokrotnych (resp. jest nierozk ladalny). Gdy f = fm1 . . . fms w
K[[x, y]] gdzie fi s ↪a nierozk ladalne, wzgl ↪ednie pierwsze to krzywe {fi = 0} nazy-
wamy nierozk ladalnymi komponentami krzywej {f = 0} o krotnościach mi.

Rz ↪edem (także krotności ↪a) krzywej {f = 0} nazywamy liczb ↪e ord f . Definicja
jest poprawna, bo relacja f ∼ g implikuje równość ord f = ord g. Krzywe krotności
1 nazywamy regularnymi lub nieosobliwymi. Krzywe krotności wi ↪ekszej niż 1 nazy-
wamy osobliwymi. Gdy f ∼ g to in f = c in g dla pewnej sta lej c ∈ K\{0}. Krzyw ↪a
afiniczn ↪a in f = 0 (por. [Fulton 1969]) nazywamy stożkiem stycznym krzywej al-
gebroidalnej f = 0. Z lematu o faktoryzacji (por. Dodatek A) oraz algebraicznej
domkni ↪etości cia la K wynika

W lasność 1.1 Stożek styczny nierozk ladalnej krzywej {f = 0} jest prost ↪a afi-
niczn ↪a, tzn. in f = l ord f gdzie l = bx− ay jest niezerow ↪a form ↪a liniow ↪a.

Niech teraz Φ(x, y) = (ax + by + · · · , cx + dy + · · ·), ad − bc ̸= 0 b ↪edzie par ↪a
szeregów formalnych rz ↪edu 1 o formach pocz ↪atkowych niezależnych liniowo (kropki
oznaczaj ↪a wyrazy rz ↪edu> 1). Podstawienie f 7→ f◦Φ jest izomorfizmem pierścienia
K[[x, y]] (co wi ↪ecej każdy K-izomorfizm algebry K[[x, y]] jest takiej postaci). Mamy
ord f = ord (f ◦ Φ) oraz in (f ◦ Φ) = in f ◦ in Φ gdzie in Φ = (ax+ by, cx+ dy).

Krzywe algebroidalne {f = 0} i {g = 0} nazywamy analitycznie równoważ-
nymi gdy f ◦ Φ = gu dla pewnej pary Φ spe lniaj ↪acej powyższe warunki i dla
pewnego dzielnika jedynki u. Krzywe analitycznie równoważne maj ↪a jednakowe
rz ↪edy a ich stożki styczne s ↪a afinicznie izomorficzne. Każde dwie krzywe regularne
s ↪a analitycznie równoważne.

Niech teraz f = f(x, y) ∈ K[[x, y]] b ↪edzie szeregiem nierozk ladalnym rz ↪edu
n > 0. Z w lasności 1.1 wynika, że wtedy ord f(x, 0) = n lub ord f(0, y) = n.



23

Definicja 1.2 Za lóżmy, że szereg nierozk ladalny f ∈ K[[x, y]] spe lnia warunek
ord f(0, y) = ord f = n (mówimy wtedy, że f jest y-ogólny). Niech y1 b ↪edzie
now ↪a zmienn ↪a. Szereg f1 ∈ K[[x, y1]] jest obrazem w laściwym szeregu f ∈ K[[x, y]]
poprzez podstawienie kwadratowe gdy f1(0, 0) = 0 oraz f(x, ax+xy1) = xnf1(x, y1)
w K[[x, y1]] dla pewnego a ∈ K. Piszemy wtedy f1 = Q(f).

Odnotujmy podstawowe w lasności podstawienia kwadratowego

Lemat 1.3 Za lóżmy, że szereg nierozk ladalny f ∈ K[[x, y]] jest y-ogólny
i oznaczmy f1 = Q(f). Wtedy

(i) prosta y − ax = 0 (oznaczenia jak w Definicji 1.2) jest styczna do krzywej
f(x, y) = 0 (a wi ↪ec sta la a ∈ K jest wyznaczona jednoznacznie przez f) oraz
ord f1(0, y1) = n. Gdy a ̸= 0 to ord f(x, 0) = n.

(ii) Gdy f ∼ g w K[[x, y]] oraz f1 = Q(f), g1 = Q(g) to f1 ∼ g1 w K[[x, y]].

(iii) Jeżeli f ∈ K[[x]][y] jest wielomianem wyróżnionym wzgl ↪edem y to f1 ∈
K[[x]][y1] oraz f1 jest wielomianem wyróżnionym wzgl ↪edem y1.

Dowód. Ponieważ f jest y-ogólny oraz nierozk ladalny zatem f(x, y) = c(y−a0x)n+
· · ·+(wyrazy rz ↪edu > n) w K[[x, y]] dla pewnego c ̸= 0 (por. W lasność 1.1). Jest
wi ↪ec f(x, ax + xy1) = xnf1(x, y1) w K[[x, y1]] przy czym f1(x, y1) = (a − a0 +
y1)n + · · ·+ (wyrazy rz ↪edu > n). Zatem f1(0, 0) = 0 dok ladnie wtedy, gdy a = a0
i w tym przypadku ord f1(0, y1) = n. Pozosta le w lasności wynikaj ↪a bezpośrednio
z Definicji 1.2.

Lemat 1.4 Jeżeli f ∈ K[[x, y]] jest szeregiem nierozk ladalnym, y-ogólnym to f1 =
Q(f) ∈ K[[x, y]] jest również szeregiem nierozk ladalnym.

Dowód. Na mocy Lematu 1.3 (iii) możemy za lożyć, że f = f(x, y) jest wielo-
mianem y-wyróżnionym stopnia n. Wówczas szereg f1 = f1(x, y1) jest wielomia-
nem y1-wyróżnionym stopnia n i wystarczy sprawdzić, że f1 jest nierozk ladalny
w pierścieniu K[[x]][y1]. Dla dowodu niewprost przypuśćmy, że

f1(x, y1) =
(
yk1 + b1(x)yk−1

1 + · · · + bk(x)
) (
yl1 + c1(x)yl−1

1 + · · · + cl(x)
)

w K[[x]][y1] gdzie k, l > 0.
Oczywíscie k + l = n a wi ↪ec

f(x, ax+ xy1) = xnf1(x, y1) =

=
(
(xy1)k + b1(x)x(xy1)k−1 + · · · + bk(x)xk

)
·

·
(
(xy1)l + c1(x)x(xy1)l−1 + · · · + cl(x)xl

)
.

Niech z b ↪edzie now ↪a zmienn ↪a. Z ostatniej tożsamości wynika, że

f(x, ax+ z) =

=
(
zk + xb1(x)zk−1 + · · · + xkbk(x)

) (
zl + xc1(x)zl−1 + · · · + xlcl(x)

)
.



24

To dowodzi, że szereg f(x, ax + z) ∈ K[[x, z]] jest rozk ladalny. Otrzymujemy
sprzeczność bo jest on nierozk ladalny jako obraz nierozk ladalnego szeregu f(x, y)
poprzez izomorfizm K[[x, y]] → K[[x, z]].

Lemat 1.5 Niech f = f(x, y) ∈ K[[x, y]] b ↪edzie szeregiem y-ogólnym rz ↪edu n =
ord f > 1. Wówczas istnieje ci ↪ag szeregów fi = fi(x, yi) ∈ K[[x, yi]], i = 0, 1, . . . ,m
taki, że f0 = f (oraz y0 = y), fi+1 = Q(fi), ord fi = n dla i < m oraz ord fm < n.

Dowód. Oznaczmy y0 = y oraz f0 = f i rozważmy f1 = Q(f0). Jeżeli ord f1 < n
to przyjmujemy m = 1 i szukanym ci ↪agiem jest f0, f1. Gdy ord f1 = n (zawsze
jest ord f1 6 ord f ponieważ ord f1(0, y1) = n) to przyjmujemy f2 = Q(f1).
Gdy ord f2 < n kończymy post ↪epowanie. Należy wykazać, że po skończonej licz-
bie kroków otrzymujemy ci ↪ag f0, . . . , fm taki, że fi+1 = Q(fi), ord fi = n dla
i < m oraz ord fm < n. W przeciwnym wypadku istnia lby ci ↪ag nieskończony
f0, . . . , fm, . . . taki, że fi+1 = Q(fi) oraz ord fi = n dla wszystkich i > 0. Niech
yi − aix = 0 b ↪edzie styczn ↪a do krzywej fi(x, yi) = 0.  Latwo sprawdzić, że
f(x, y(x)) = 0 gdzie y(x) =

∑+∞
i=1 ai−1x

i. Otrzymujemy sprzeczność bo f jest
nierozk ladalny oraz ord f > 1 a warunek f(x, y(x)) = 0 implikuje, że y − y(x)
dzieli f(x, y) w K[[x, y]].

Możemy teraz skonstruować podstawienie obniżaj ↪ace rz ↪ad szeregu.

Propozycja 1.6 Niech f(x, y) ∈ K[[x, y]] b ↪edzie szeregiem nierozk ladalnym,
y-ogólnym rz ↪edu n = ord f > 0. Niech ỹ b ↪edzie now ↪a zmienn ↪a.

Wtedy istnieje liczba ca lkowita m > 0 oraz wielomian P (x) =
∑m
i=1 ai−1x

i

stopnia 6 m takie, że

(i) f(x, P (x) + xmỹ) = xmnf̃(x, ỹ) w K[[x, ỹ]],

(ii) f̃ = f̃(x, ỹ) ∈ K[[x, ỹ]] jest szeregiem nierozk ladalnym rz ↪edu ord f̃ < n,

(iii) jest ord f̃(0, ỹ) = n. Gdy P (x) ̸= 0 to ord f(x, 0) = ordP (x) · n,

(iv) jeżeli f ∼ W oraz f̃ ∼ W̃ gdzie W i W̃ s ↪a wielomianami wyróżnionymi
Weierstrassa, to W (x, P (x) + xmỹ) = xmnW̃ (x, ỹ).

Dowód. Niech f0, f1, . . . , fm b ↪edzie ci ↪agiem szeregów takim jak w Lemacie 1.5. Jest
zatem fi(x, aix+xyi+1) = xnfi+1(x, yi+1) (i = 0, 1, . . . ,m−1) dla pewnych ai ∈ K.
Oznaczmy P (x) =

∑m
i=1 ai−1x

i, ỹ = ym oraz f̃(x, ỹ) = fm(x, ỹ). Ze zwi ↪azków
mi ↪edzy fi oraz fi+1 (i = 0, . . . ,m − 1) wynika pierwsza cz ↪eść (i) Propozycji 1.6.
Cz ↪eść (ii) wynika z nierozk ladalności obrazu w laściwego (por. Lemat 1.4).

Aby sprawdzić (iii) za lóżmy, że k = ordP (x) < ∞. Zatem ak−1 ̸= 0 oraz
ai−1 = 0 dla i < k. Jest zatem fi(x, xyi+1) = xnfi+1(x, yi+1) dla i < k − 1 oraz
fk−1(x, ak−1x+ xyk) = xnfk(x, yk). Ponieważ ak−1 ̸= 0 zatem z podanej równości
wynika, że ord fk−1(x, 0) = n na mocy Lematu 1.3 (i). Ponieważ ord fi(x, 0) =
n+ ord fi+1(x, 0) dla i < k−1 zatem otrzymujemy ord f(x, 0) = ord f0(x, 0) = nk.

W lasność (iv) wynika z faktu, że relacje f ∼ W oraz f1 ∼ W1 implikuj ↪a W1 =
Q(W ).
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Uwaga 1.7 Powyżej zak ladalísmy, że szereg f ∈ K[[x, y]] jest y-ogólny i dla takich
szeregów określilísmy podstawienie kwadratowe i opisalísmy jego w lasności. Gdy
f ∈ K[[x, y]] jest x-ogólny to podan ↪a definicj ↪e i lematy należy przeformu lować w
oczywisty sposób. W szczególności, gdy ord f(x, 0) = ord f = n to podstawienie
kwadratowe ma postać f(by+yx1, y) = ynf1(x1, y), f1(0, 0) = 0. Gdy ord f(x, 0) =
ord f(0, y) = n to ab ̸= 0 i otrzymane obrazy w laściwe s ↪a analitycznie izomorficzne.

2 Parametryzacje

Niech t b ↪edzie zmienn ↪a. Parametryzacj ↪a nazywamy par ↪e (ϕ(t), ψ(t)) ∈ K[[t]]2

tak ↪a, że ϕ(0) = ψ(0) = 0 oraz ϕ(t) ̸= 0 lub ψ(t) ̸= 0 w K[[t]]. Dwie parametryza-
cje (ϕ(t), ψ(t)) oraz (ϕ1(t), ψ1(t)) s ↪a równoważne gdy istnieje szereg τ(t) ∈ K[[t]],
ord τ(t) = 1 taki, że ϕ(t) = ϕ1(τ(t)), ψ(t) = ψ1(τ(t)). Parametryzacj ↪e na-
zywamy wiern ↪a gdy nie istnieje szereg τ(t), ord τ(t) > 1 oraz parametryzacja
(ϕ1(t1), ψ1(t1)) takie, że ϕ(t) = ϕ1(τ(t)), ψ(t) = ψ1(τ(t)).

Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie Normalizacyjne) Niech f(x, y) ∈ K[[x, y]]
b ↪edzie szeregiem nierozk ladalnym. Wówczas istnieje parametryzacja wierna
(ϕ(t), ψ(t)) taka, że f(ϕ(t), ψ(t)) = 0 przy czym ord f(x, 0) = ordψ(t) oraz
ord f(0, y) = ordϕ(t). Jeżeli (ϕ∗(u), ψ∗(u)) jest parametryzacj ↪a tak ↪a, że
f(ϕ∗(u), ψ∗(u)) = 0 to istnieje szereg σ(u) ∈ K[[u]], σ(0) = 0 takie, że ϕ∗(u) =
ϕ(σ(u)) oraz ψ∗(u) = ψ(σ(u)).

Parametryzacj ↪e wiern ↪a (ϕ(t), ψ(t)) tak ↪a, że f(ϕ(t), ψ(t)) = 0 nazywamy nor-
malizacj ↪a krzywej f(x, y) = 0. Z Twierdzenia 2.1 wynika, że każda krzywa nie-
rozk ladalna ma normalizacj ↪e i to jedyn ↪a z dok ladności ↪a do równoważności.

Dowód Twierdzenia 2.1 (Indukcja wzgl ↪edem ord f).
Gdy ord f = 1 twierdzenie  latwo wynika z twierdzenia o funkcjach uwik la-

nych. Za lóżmy wi ↪ec, że n > 1 jest liczb ↪a ca lkowit ↪a i że twierdzenie jest prawdziwe
dla szeregów nierozk ladalnych rz ↪edu < n. Ustalmy szereg f taki, że ord f = n.
Bez zmniejszenia ogólności możemy za lożyć, że ord f(0, y) = n. Niech f̃(x, ỹ) ∈
K[[x, ỹ]] b ↪edzie szeregiem takim jak w Propozycji 1.6. Jest zatem f(x, P (x) +
xmỹ) = xmnf̃(x, ỹ) gdzie P (x) jest wielomianem stopnia 6 m, ord f̃(0, ỹ) = n
oraz ord f̃ < n. Na mocy za lożenia indukcyjnego istnieje normalizacja (ϕ(t), ψ̃(t))
krzywej f̃(x, ỹ) = 0 taka, że ordϕ(t) = ord f̃(0, ỹ) oraz ord ψ̃(t) = ord f̃(x, 0).
Oznaczmy ψ(t) = P (ϕ(t)) + ϕ(t)mψ̃(t) i rozważmy parametryzacj ↪e (ϕ(t), ψ(t)).
Jest oczywíscie f(ϕ(t), ψ(t)) = 0.

Aby sprawdzić, że parametryzacja (ϕ(t), ψ(t)) jest wierna przypuśćmy, że
ϕ(t) = ϕ1(τ(t)), ψ(t) = ψ1(τ(t)) dla pewnej parametryzacji (ϕ1(t1), ψ1(t1)) i sze-

regu τ(t) ∈ K[[t]], ord τ(t) > 1. Zatem ψ1(τ(t)) − P (ϕ1(τ(t))) = ϕ1(τ(t))m ˜ψ(t) a

st ↪ad ordψ1(t1) − P (ϕ1(t1)) > ordϕ1(t1)m. Oznaczmy ψ̃1(t1) = ψ1(t1)−P (ϕ1(t1))
ϕ1(t1)m

.
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Jest wi ↪ec ord ψ̃1(t1) > 0 oraz ψ̃(t) = ψ̃1(τ(t)). Z równości ϕ(t) = ϕ1(τ(t))
oraz ψ̃(t) = ψ̃1(τ(t)) wynika, że ord τ(t) = 1 bo parametryzacja (ϕ(t), ψ̃(t))
jest wierna. Dowodzi to, że (ϕ(t), ψ(t)) jest normalizacj ↪a krzywej f(x, y) = 0.
Przypomnijmy, że ordϕ(t) = ord f̃(0, ỹ) = n = ord f(0, y). Aby obliczyć
ordψ(t) za lóżmy najpierw, że P (x) ̸= 0. Wtedy ordP (ϕ(t)) = ( ordP )( ordϕ) 6
m( ordϕ) = ordϕm < ordϕmψ̃ a wi ↪ec ordψ(t) = ord

(
P (ϕ(t)) + ϕ(t)mψ̃(t)

)
=

ordP (ϕ(t)) = ( ordP )( ordϕ) = ( ordP )n = ord f(x, 0) na mocy Propozycji 1.6
(iii). Gdy P (x) = 0 to ordψ(t) = ordϕ(t)mψ̃(t) = mn + ord ψ̃ = mn +
ord f̃(x, 0) = ord f(x, 0). Podsumowuj ↪ac, sprawdzilísmy, że ordϕ(t) = ord f(0, y)
oraz ordψ(t) = ord f(x, 0).

Niech teraz (ϕ∗(u), ψ∗(u)) b ↪edzie parametryzacj ↪a tak ↪a, że f(ϕ∗(u), ψ∗(u)) = 0.

Oznaczmy ψ̃∗(u) = ψ∗(u)−P (ϕ∗(u))
ϕ∗(u)m ∈ K((u)). Niech W (x, y) b ↪edzie wielomia-

nem wyróżnionym stowarzyszonym z f(x, y). Jest 0 = W (ϕ∗(u), ψ∗(u)) =

W
(
ϕ∗(u), P (ϕ∗(u)) + ϕ∗(u)mψ̃∗(u)

)
= (ϕ∗(u))

mn
W̃
(
ϕ∗(u), ψ̃∗(u)

)
a st ↪ad

W̃
(
ϕ∗(u), ψ̃∗(u)

)
= 0.

Z ostatniej równości wynika, że ord ψ̃∗(u) > 0 bo ψ̃∗(u) jest pierwiastkiem
wielomianu wyróżnionego W̃ (ϕ∗(u), y) ∈ K[[u]][y] (por. Uwaga 2.2 podana niżej).
Niech (ϕ(t), ψ̃(t)) b ↪edzie normalizacj ↪a krzywej f̃(x, ỹ) = 0. Na mocy za lożenia
indukcyjnego mamy ϕ∗(u) = ϕ(τ(u)) oraz ψ∗(u) = ψ̃(τ(u)) a st ↪ad ϕ∗(u) = ϕ(τ(u))
oraz ψ∗(u) = ψ(τ(u)) co kończy dowód.

Uwaga 2.2 Cia lo u lamków K((u)) pierścienia szeregów formalnych jednej zmiennej
jest cia lem z waluacj ↪a ord. Jeżeli ζ(u)n+α1(u)ζ(u)n−1 + · · ·+αn(u) = 0 w K((u))
to jak Czytelnik  latwo sprawdzi ord ζ(u) > infi{ 1

i ordαi(u)}. W szczególności,
gdy wielomian yn + α1(u)yn−1 + · · · + αn(u) jest wyróżniony to ordαi(u) > 0 dla
i = 1, . . . , n a wi ↪ec także ord ζ(u) > 0.

Wniosek 2.3 Jeżeli f(x, y) ∈ K[[x, y]] oraz n = ord f(0, y) <∞ to istniej ↪a szeregi
α(s), β1(s), . . . , βn(s) ∈ K[[s]] (s jedna zmienna) bez sta lych wyrazów takie, że

f(α(s), y) ∼
n∏
j=1

(y − βj(s)) w K[[s, y]].

Dowód. Stosuj ↪ac twierdzenie przygotowawcze możemy za lożyć, że f(x, y) ∈
K[[x]][y] jest wielomianem wyróżnionym stopnia n. Dowód prowadzimy indukcyj-
nie wzgl ↪edem n = degy f . Gdy n = 1 wniosek jest oczywisty. Za lóżmy, że n > 1 i że
wniosek jest prawdziwy dla wielomianów stopnia n−1. Za lóżmy, że f(x, y) jest wie-
lomianem wyróżnionym stopnia n. Stosuj ↪ac Twierdzenie 2.1 do jakiegoś czynnika
nierozk ladalnego szeregu f(x, y) stwierdzamy istnienie parametryzacji (α(s), β(s))
takiej, że f(α(s), β(s)) = 0. Mamy zatem f(α(s), y) = (y − β(s))g(s, y) w K[[s]][y]
gdzie g(s, y) = yn−1 + . . . jest wielomianem wyróżnionym stopnia n−1. Stosujemy
za lożenie indukcyjne do g(s, y).
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Odnotujmy jeszcze

Wniosek 2.4 (Twierdzenie Puiseux) Niech K b ↪edzie cia lem algebraicznie do-
mkni ↪etym charakterystyki l. Niech n > 0 b ↪edzie liczb ↪a ca lkowit ↪a tak ↪a, że
n ̸≡ 0 (mod l). Wtedy dla każdego wielomianu wyróżnionego i nierozk ladalnego
P (x, y) = yn +

∑n
i=1 ai(x)yn−i istnieje szereg y(s) ∈ K[[s]], y(0) = 0 taki, że

P (sn, y) =
∏
ϵn=1

(y − y(ϵs)).

Dowód. Niech (ϕ(t), ψ(t)) b ↪edzie normalizacj ↪a krzywej P (x, y) = 0. Wtedy
ordϕ(t) = ordP (0, y) = n a wi ↪ec istnieje szereg σ(t) taki, że ϕ(t) = σ(t)n

w K[[t]] bo n ̸≡ 0 (mod l) (stosujemy twierdzenie o funkcji uwik lanej do równania
yn − ϕ(t) = 0). Oczywíscie ordσ(t) = 1 a wi ↪ec ψ(t) = y(σ(t)) dla pewnego
szeregu y(s) ∈ K[[s]]. Parametryzacja (sn, y(s)) jest wierna. Wynika st ↪ad, że
GCD ({n} ∪ {supp y(s)}) = 1 oraz y(ϵ1s) ̸= y(ϵ2s) gdy ϵn1 = ϵn2 = 1 i ϵ1 ̸= ϵ2. St ↪ad
wynika wniosek bo oczywíscie P (sn, y(ϵs)) = 0 dla wszystkich ϵ takich, że ϵn = 1.

Dla zupe lności udowodnijmy jeszcze twierdzenie cz ↪eściowo odwrotne do Twier-
dzenia 2.1.

Twierdzenie 2.5 Dla każdej parametryzacji (ϕ(t), ψ(t)) istnieje szereg nie-
rozk ladalny f = f(x, y) taki, że f(ϕ(t), ψ(t)) = 0. Jest on wyznaczony jedno-
znacznie przez parametryzacj ↪e z dok ladności ↪a do dzielnika jedynki w K[[x, y]].

Dowód. Za lóżmy, że ϕ(t) ̸= 0 i oznaczmy n = ordϕ(t). Twierdzimy, że K[[t]] =
K[[ϕ(t)]] + tK[[ϕ(t)]] + · · · + tn−1K[[ϕ(t)]] co implikuje, że rozszerzenie K[[t]] ⊃
K[[ϕ(t)]] jest modu lem skończonym. Rzeczywíscie ustalmy g(t) ∈ K[[t]] i oznaczmy
F (x, t) = ϕ(t)−x. Jest wi ↪ec ordF (0, t) = ordϕ(t) = n i twierdzenie Weierstrassa w

wersji dzieleniowej daje relacj ↪e g(t) = q(x, t)F (x, t) +
∑n−1
i=1 ai(x)ti. Podstawienie

ϕ(t) na miejsce x daje g(t) =
∑n−1
i=1 ai(ϕ(t))ti. Rozszerzenie K[[t]] ⊃ K[[ϕ(t)]]

jako skończone jest rozszerzeniem ca lkowitym. W szczególności element ψ(t) jest
ca lkowity nad K[[ϕ(t)]] a wi ↪ec istnieje f(x, y) ∈ K[[x]][y] unormowany wzgl ↪edem
y taki, że f(ϕ(t), ψ(t)) = 0. Zast ↪epuj ↪ac ewentualnie f(x, y) przez jego czynnik
nierozk ladalny dostajemy pierwsz ↪a cz ↪eść twierdzenia. Jednoznaczność wynika z
faktu, że idea l I z lożony z szeregów g(x, y) ∈ K[[x, y]] takich, że g(ϕ(t), ψ(t)) = 0
jest pierwszy i nie jest maksymalny bo (ϕ(t), ψ(t)) ̸= (0, 0) (por. Dodatek C).

3 Krotność przeci ↪ecia

Niech f = f(x, y) ∈ K[[x, y]] b ↪edzie szeregiem nierozk ladalnym. Ustalmy norma-
lizacj ↪e (ϕ(t), ψ(t)) krzywej f(x, y) = 0. Definiujemy dla każdego g = g(x, y) ∈
K[[x, y]]:

vf (g) = ord g(ϕ(t), ψ(t)) ∈ N ∪ {∞}.

Propozycja 3.1 Dla dowolnych g, g′ ∈ K[[x, y]] zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace w lasności:
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(i) vf (g) = 0 dok ladnie wtedy, gdy g(0) ̸= 0, vf (g) = ∞ gdy f dzieli g w K[[x, y]],

(ii) vf (g + g′) > inf{vf (g), vf (g′)}. Gdy vf (g) ̸= vf (g′) to zachodzi równość,

(iii) vf (gg′) = vf (g) + vf (g′),

(iv) vf (g + hf) = vf (g) dla h ∈ K[[x, y]].

Dowód. Aby sprawdzić cz ↪eść (i) zauważmy, że idea l I = {h(x, y) ∈ K[[x, y]] :
h(ϕ(t), ψ(t)) = 0} jest pierwszy i nie jest maksymalny. St ↪ad wynika (por. Dodatek
C), że I = (f) co dowodzi, że vf (g) = ∞ zachodzi dok ladnie wtedy, gdy f dzieli g.
Pozosta le w lasności s ↪a bezpośrednimi konsekwencjami definicji.

Uwaga Z każd ↪a krzyw ↪a nierozk ladaln ↪a kojarzymy cia lo Mf funkcji meromorficz-
nych na {f = 0}. W tym celu rozważamy u lamki g

h gdzie g, h ∈ K[x, y]] oraz
h ̸≡ 0 mod f . Przyjmujemy, że g

h ≡ g1
h1

gdy f dzieli gh1 − g1h. Klasy abstrakcji
relacji ≡ tworz ↪a w naturalny sposób cia lo oznaczone Mf . Funkcja vf przed luża si ↪e
do waluacji vf : Mf → Z∪ {∞}, któr ↪a określamy wzorem vf

(
g
h

)
= vf (g)− vf (h).

Propozycja 3.2 (Nierówność podstawowa) Jest vf (g) > ( ord f)( ord g).
Równość zachodzi dok ladnie wtedy, gdy krzywe {f = 0} i {g = 0} nie maj ↪a wspólnej
stycznej.

Dowód powyższej propozycji wykorzystuje

Lemat 3.3 Niech (ϕ(t), ψ(t)) b ↪edzie parametryzacj ↪a, n = inf{ ordϕ(t), ordψ(t)}
< ∞, ϕ(t) = atn + · · ·, ψ(t) = btn + · · · gdzie a ̸= 0 lub b ̸= 0. Wtedy dla każdego
szeregu g = g(x, y) ∈ K[[x, y]]: ord g(ϕ(t), ψ(t)) > ( ord g)n przy czym równość
zachodzi dok ladnie wtedy, gdy (in g)(a, b) ̸= 0.

Dowód lematu. Napiszmy g(x, y) =
∑

α+β=m

gαβ(x, y)xαyβ gdzie m = ord g oraz∑
α+β=m

gαβ(0, 0)xαyβ = in g (“Lemat Hadamarda”).

Jest

g(ϕ(t), ψ(t)) = tmn
∑

α+β=m

g(ϕ(t), ψ(t))

(
ϕ(t)

tn

)α(
ψ(t)

tn

)β
=

= tmn ((in g)(a, b) + wyrazy rz ↪edu > 0)

co dowodzi lematu.

Dowód Propozycji 3.2. Niech (ϕ(t), ψ(t)) b ↪edzie normalizacj ↪a krzywej nie-
rozk ladalnej f(x, y) = 0. Zatem inf{ ordϕ(t), ordψ(t)} = inf{ ord f(0, y),
ord f(x, 0)} = ord f bo f = 0 ma jedn ↪a styczn ↪a. Oznaczmy n = ord f ,
ϕ(t) = atn + · · ·, ψ(t) = btn + · · ·. Zatem a ̸= 0 lub b ̸= 0. Ponieważ
ord f(ϕ(t), ψ(t)) = ord 0 = ∞ zatem z Lematu 3.3 wynika, że (in f)(a, b) = 0
a zatem jedyna styczna do f = 0 jest dana równaniem bx− ay = 0.
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Mamy teraz vf (g) = ord g(ϕ(t), ψ(t)) > ( ord g) inf{ ordϕ(t), ordψ(t)} =
( ord g)( ord f) na podstawie pierwszej cz ↪eści Lematu 3.3. Równość vf (g) =
( ord g)( ord f) zachodzi dok ladnie wtedy, gdy (in g)(a, b) ̸= 0 co ma miejsce
dok ladnie wtedy, gdy uk lad równań in g = in f = 0 ma wy l ↪acznie rozwi ↪azanie
x = 0, y = 0 tzn. gdy f = 0 i g = 0 nie maj ↪a wspólnej stycznej.

Propozycja 3.4 Dla dowolnych nierozk ladalnych f, g ∈ K[[x, y]] jest vf (g) =
vg(f).

Aby dowieść Propozycj ↪e 3.4 sprawdzimy nast ↪epuj ↪acy lemat.

Lemat 3.5 Za lóżmy, że f jest nierozk ladalny, n = ord f(0, y) < ∞ oraz
f(α(s), y) ∼

∏n
j=1(y − βj(s)) w K[[s]][y]. Wtedy dla każdego g(x, y) ∈ K[[x, y]]:

n∑
j=1

ord g(α(s), βj(s)) = ( ordα(s))vf (g).

Dowód Lematu 3.5. Niech (ϕ(t), ψ(t)) b ↪edzie normalizacj ↪a krzywej f(x, y) = 0.
Zatem α(s) = ϕ(σj(s)), βj(s) = ψ(σj(s)) dla pewnego σj(s), σj(0) = 0.

Mamy zatem

n∑
j=1

ord g(α(s), βj(s)) =
n∑
j=1

ord g(ϕ(t), ψ(t)) ordσj(s) = vf (g)
n∑
j=1

ordσj(s).

Aby obliczyć ostatni ↪a sum ↪e zauważmy, że ordα(s) = ordϕ(t) ordσj(s) =
n ordσj(s) a wi ↪ec

∑n
j=1 ordσj(s) = ordα(s) co kończy dowód.

Dowód Propozycji 3.4. Niech f, g ∈ K[[x, y]] b ↪ed ↪a nierozk ladalne. Za lóżmy naj-
pierw, że f, g s ↪a y-regularne; n = ord f(0, y), p = ord g(0, y). Na mocy Wniosku
2.3 z Twierdzenia Normalizacyjnego mamy

f(α(s), y) ∼
n∏
j=1

(y − βj(s)),

g(α(s), y) ∼
p∏
j=1

(y − γj(s)).

Korzystaj ↪ac dwukrotnie z Lematu 3.5 otrzymujemy:

ordα(s) vf (g) =

n∑
j=1

ord g(α(s), βj(s) =

n∑
j=1

ord

p∏
k=1

(βj(s) − γk(s)) =

=
n∑
j=1

p∑
k=1

ord (βj(s) − γk(s)) =

p∑
k=1

ord f(α(s), γk(s)) = ( ordα(s)) vg(f).
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St ↪ad vf (g) = vg(f).
Za lóżmy teraz, że ord f(0, y) = n <∞ oraz ord g(0, y) = ∞. Ostatni warunek

oznacza, że g ∼ x a wi ↪ec vf (g) = vf (x) = ordϕ(t) = ord f(0, y) = vx(f) = vg(f).
Podobnie sprawdzamy propozycj ↪e, gdy ord f(0, y) = ∞ oraz ord g(0, y) = p <

∞. Gdy ord f(0, y) = ord g(0, y) = ∞ to f i g s ↪a podzielne przez x i wtedy
vf (g) = ∞ = vg(f).

Odnotujmy jeszcze formu l ↪e dla rz ↪edu rugownika dwóch wielomianów
wyróżnionych

Propozycja 3.6 Jeżeli Rf,g(x) jest rugownikiem wielomianów wyróżnionych
f(x, y) = yn + a1(x)yn−1 + . . .+ an(x) oraz g(x, y) = yp + b1(x)yp−1 + . . .+ bp(x),
to dla nierozk ladalnego f:

ordRf,g(x) = vf (g).

Dowód. Na mocy Wniosku 2.3 istniej ↪a szeregi α(s), b1(s), . . . , βn(s) ∈ K[[s]]
bez sta lych wyrazów takie, że f(α(s), y) =

∏n
j=1(y − βj(s)). Z definicji rugow-

nika wynika, że Rf,g(α(s)) = ±
∏n
j=1 g(α(s), βj(s)) a zatem ordRf,g(α(s)) =∑n

j=1 ord g(α(s), βj(s)) = ( ordα(s))vf (g) na mocy Lematu 3.5 a st ↪ad ordRf,g =
vf (g) bo ordRf,g(α(s)) = ( ordRf,g) ordα(s).

Niech teraz f ∈ K[[x, y]] b ↪edzie dowolnym szeregiem niezerowym bez sta lego
wyrazu i niech f =

∏r
i=1 fi b ↪edzie rozk ladem f na czynniki pierwsze. Przyjmujemy

i0(f, g) =
∑r
i=1 vfi(g). Ponadto, gdy f(0) ̸= 0 to definiujemy i0(f, g) = 0 a gdy

f ≡ 0: i0(f, g) = ∞. Z udowodnionych wyżej w lasności waluacji vf (Propozycje
3.1, 3.2, 3.4) wynikaj ↪a podstawowe w lasności i0(f, g) (gdy f(0) = g(0) = 0 to
i0(f, g) nazywamy krotności ↪a przeci ↪ecia krzywych f = 0 i g = 0).

Propozycja 3.7 Dla dowolnych f, g, g′ ∈ K[[x, y]]:

(i) 0 6 i0(f, g) 6 ∞, i0(f, g) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(0) ̸= 0 lub g(0) ̸= 0;
i0(f, g) = ∞ wtedy i tylko wtedy, gdy f, g maj ↪a wspólny dzielnik w K[x, y]],

(ii) i0(f, gg′) = i0(f, g) + i0(f, g′),

(iii) i0(f, g + hf) = i0(f, g) dla dowolnego h ∈ K[[x, y]],

(iv) i0(f, g) = i0(g, f),

(v) i0(f, g) > ( ord f)( ord g); równość zachodzi dok ladnie wtedy, gdy krzywe f = 0
oraz g = 0 nie maj ↪a wspólnej stycznej.

Równie  latwo wyprowadzamy formu l ↪e dla rz ↪edu rugownika.

Propozycja 3.8 Jeżeli f(x, y) = yn + a1(x)yn−1 + · · · + an(x) oraz g(x, y) =
yp + b1(x)yp−1 + · · · + bp(x) s ↪a wielomianami wyróżnionymi zaś Rf,g(x) ich y-
rugownikiem, to ordRf,g(x) = i0(f, g).

Podamy teraz za prac ↪a [Ka lużny-Spodzieja 1994] charakteryzacj ↪e aksjoma-
tyczn ↪a krotności przeci ↪ecia.
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Twierdzenie 3.9 Niech I : K[[x, y]] × K[[x, y]] → N ∪ {∞} b ↪edzie funkcj ↪a
o w lasnościach

(1) I(f, g) = I(g, f),

(2) I(f, g1g2) = I(f, g1) + I(f, g2),

(3) I(f, g) = I(f, g + hf),

(4) I(x, y) ̸= 0,∞
Wtedy I(f, g) = i0(f, g)I(x, y).

Oczywíscie w lasności (1) i (2) implikuj ↪a

(2’) I(f1f2, g) = I(f1, g) + I(f2, g).

Dowód Twierdzenia 3.9 poprzedzimy lematem.

Lemat 3.10 Jeżeli I jest funkcj ↪a tak ↪a jak w Twierdzeniu 3.9 to zachodz ↪a
w lasności:

(5) jeśli f lub g jest dzielnikiem jedynki, to I(f, g) = 0,

(6) jeżeli f i g maj ↪a wspólny dzielnik dodatniego rz ↪edu, to I(f, g) = ∞.

Dowód lematu. Aby sprawdzić w lasność (5) zauważmy, że stosuj ↪ac kolejno
w lasności (2’) i (3) otrzymujemy

I(x, y) = I(1, y) + I(x, y) = I(1, y + (−y)1) + I(x, y) = I(1, 0) + I(x, y)

a nast ↪epnie

I(1, 0) + I(x, y) = I(1, g + (−g)1) + I(x, y) = I(1, g) + I(x, y).

 L ↪acz ↪ac otrzymane równości dostajemy I(x, y) = I(1, g) + I(x, y) a st ↪ad I(1, g) = 0
bo I(x, y) ̸= 0,∞.

Gdy f(0) ̸= 0 to mamy

0 = I(1, g) = I

(
f

(
1

f

)
, g

)
= I

(
g, f

(
1

f

))
= I(g, f) + I

(
g,

1

f

)
.

St ↪ad I(g, f) = 0 a wi ↪ec także I(f, g) = 0.
Aby sprawdzić w lasność (6) rozważmy szereg h taki, że h(0) = 0. Mamy zatem

h = xh1 + yh2 w K[[x, y]] oraz

I(h, 0) = I(h, 0 · x) = I(h, 0) + I(h, x) = I(h, 0) + I(xh1 + yh2, x).

Z w lasności (1) i(3) wynika, że I(xh1 + yh2, x) = I(yh2, x) a wi ↪ec

I(h, 0) = I(h, 0) + I(yh2, x) =

= I(h, 0) + I(y, x) + I(h2, x) = I(h, 0) + I(x, y) + I(h2, x).

St ↪ad I(h, 0) = ∞ bo I(x, y) ̸= 0,∞.
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Przypuśćmy teraz, że f i g maj ↪a wspólny dzielnik h, h(0) = 0. Jest wi ↪ec
f = f1h, g = g1h w K[[x, y]] i otrzymujemy

I(f, g) = I(f1, g1h) + I(h, g1h) = I(f1, g1h) + I(h, 0) = ∞.

Uwaga 3.11 Z w lasności (5) wynika, że I(f, g) = I(uf, vg) dla dowolnych dziel-

ników jedynki u, v.

Teraz możemy podać dowód twierdzenia.

Dowód Twierdzenia 3.9. Gdy i0(f, g) = ∞ to f i g maj ↪a wspólny dzielnik dodat-
niego rz ↪edu a wi ↪ec I(f, g) = ∞ wobec w lasności (6).

Wystarczy wi ↪ec sprawdzić, że jak f, g s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze, to I(f, g) =
i0(f, g)I(x, y). Udowodnimy t ↪e równość przez indukcj ↪e wzgl ↪edem i0(f, g). Gdy
i0(f, g) = 0 to f lub g jest dzielnikiem jedynki i wtedy I(f, g) = 0 na mocy
w lasności (5).

Niech k > 0 b ↪edzie liczb ↪a ca lkowit ↪a i za lóżmy, że równość I(f, g) =
i0(f, g)I(x, y) jest prawdziwa dla każdej pary f, g takiej, że i0(f, g) < k. Gdy
szereg f lub g jest rozk ladalny to równość I(f, g) = i0(f, g)I(x, y) jest prawdziwa:
stosujemy w lasności (2) oraz (2’) funkcji I, krotności i za lożenie indukcyjne. Wy-
starczy wi ↪ec rozważyć przypadek gdy f, g s ↪a nierozk ladalne oraz I(f, g) = k. Jeżeli
pewien szereg h jest nierozk ladalny, to h ∼ x lub h ∼ yn + a1(x)yn−1 + . . .+ an(x)
gdzie yn + a1(x)yn−1 + · · · + an(x) jest wielomianem wyróżnionym. Musimy wi ↪ec
rozważyć trzy przypadki:

1. f(x, y) = x, g(x, y) = yn + a1(x)yn−1 + · · · + an(x) wielomian wyróżniony.
Wtedy i0(f, g) = n oraz I(f, g) = I(x, yn) = nI(x, y) = i0(f, g)I(x, y).

2. f(x, y) = yn + a1(x)yn−1 + · · · + an(x), g(x, y) = x. Stosujemy poprzedni
przypadek i symetri ↪e funkcji I, i0.

3. f(x, y) = yn + a1(x)yn−1 + · · ·+ an(x), g(x, y) = yp + b1(x)yp−1 + · · ·+ bp(x)
s ↪a wielomianami wyróżnionymi stopni n, p > 0. Nie zmniejszaj ↪ac ogólności
możemy za lożyć, ze p > n. Wówczas możemy napisać g = yp−nf + xh w
K[[x, y]] i w konsekwencji

I(f, g) = I(f, yp−nf + xh) = I(f, x) + I(f, h) = nI(x, y) + I(f, h)

gdyż I(f, x) = nI(x, y) na podstawie przypadku 2.
Dla zakończenia dowodu wystarczy sprawdzić, że I(f, h) = i0(f, h)I(x, y).
Gdy h(0) = 0 to ta nierówność wynika z za lożenia indukcyjnego bo jak  latwo
zauważyć i0(f, h) < i0(f, g) = k. Gdy h(0) ̸= 0 to obie strony równości s ↪a
równe 0.

Jako pierwsze zastosowanie udowodnionego twierdzenia sprawdzimy w lasność
nast ↪epuj ↪ac ↪a.
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Propozycja 3.12 (Multyplikatywność krotności) Niech f, g b ↪ed ↪a szeregami
wzgl ↪ednie pierwszymi bez sta lego wyrazu. Wtedy dla dowolnych Φ,Ψ ∈ K[[u, v]]
mamy:

i0(Φ(f, g),Ψ(f, g)) = i0(Φ,Ψ)i0(f, g).

Dowód. Rozważmy funkcj ↪e I dan ↪a wzorem I(Φ,Ψ) = i0(Φ(f, g),Ψ(f, g)).  Latwo
sprawdzamy, że funkcja I spe lnia warunki (1), (2), (3) i (4) Twierdzenia 3.9. Zatem
I(Φ,Ψ) = i0(Φ,Ψ)I(u, v) = i0(Φ,Ψ)i0(f, g).

Dla dowolnych szeregów f, g ∈ K[[x, y]] idea l (f, g) generowany przez f i g jest
K-podprzestrzeni ↪a liniow ↪a algebry K[[x, y]].

Twierdzenie 3.13 (Formu la Macauley’ a) Dla dowolnych f, g ∈ K[[x, y]]:

i0(f, g) = dimK
K[[x, y]]�(f, g).

Dowód. Oznaczmy I(f, g) praw ↪a stron ↪e powyższej równości (kowymiar idea lu ge-
nerowanego przez f, g).  Latwo zauważyć, że tak zdefiniowana funkcja I spe lnia
w lasności (1), (3) i (4) Twierdzenia 3.9 oraz I(x, y) = 1. Zatem dla dowodu twier-
dzenia wystarczy sprawdzić w lasność (2): I(f, g1g2) = i(f, g1) + I(f, g2). Gdy
I(f, g1g2) = ∞ to f, g1g2 maj ↪a wspólny dzielnik pierwszy (Dodatek B). Wówczas
f, g1 lub f, g2 maj ↪a wspólny dzielnik a wi ↪ec I(f, g1) = ∞ lub I(f, g2) = ∞.

Za lóżmy, że I(f, g1g2) < ∞ tzn. f, g1g2 s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze. Przypomnijmy
nast ↪epuj ↪acy fakt z algebry liniowej. Gdy U, V,W s ↪a przestrzeniami K-liniowymi
takimi, że W ⊂ V ⊂ U i W ma kowymiar skończony w U , to

dimK
U�W = dimK

U�V + dimK
V�W .

Stosuj ↪ac powyższ ↪a formu l ↪e do W = (f, g1g2), V = (f, g1) oraz U = K[[x, y]] otrzy-

mujemy formu l ↪e I(f, g1g2) = I(f, g1) + I(f, g2) gdyż dimK
V�W = I(f, g2).

Niech f, g ∈ K[[x, y]] b ↪ed ↪a szeregami bez sta lych wyrazów. Oznaczmy K((f, g))
cia lo u lamków pierścienia K[[f, g]]. Zatem K((f, g)) jest podcia lem cia la K((x, y)).

Twierdzenie 3.14 (Formu la Weila) Jeżeli szeregi bez sta lych wyrazów f, g s ↪a
wzgl ↪ednie pierwsze, to

i0(f, g) = (K((x, y)) : K((f, g)) ).

Dowód. Na mocy Twierdzenia Palamodowa (Dodatek D) rozszerzenie K[[x, y]] ⊃
K[[f, g]] jest wolnym modu lem rangi dimK

K[[x, y]]�(f, g). Zatem Twierdzenie 3.14

wynika z Twierdzenia 3.13 oraz nast ↪epuj ↪acego faktu.

Lemat 3.15 Za lóżmy, ze dziedzina A jest podpierścieniem dziedziny B takim, że
rozszerzenie B ⊃ A jest wolnym modu lem rangi m > 0. Niech K b ↪edzie cia lem
u lamków dziedziny A zaś L cia lem u lamków dziedziny B. Wtedy (L : K) = m.
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Dowód. Na mocy za lożenia istnieje ci ↪ag e1, . . . , en elementów pierścienia B taki, że
każdy element b ∈ B można zapisać jednoznacznie w postaci b = a1e1 + · · ·+amem
dla pewnych a1, . . . , am ∈ A. W szczególności B jest skończonym A-modu lem a
wi ↪ec rozszerzenie B ⊃ A jest ca lkowite. Wynika stad, że dla każdego b ∈ B, b ̸= 0
istnieje b′ ∈ B taki, że bb′ ∈ A\{0}. Istotnie, jeżeli b ̸∈ A i bk+a1b

k−1+· · ·+ak = 0
jest równaniem zależności ca lkowitej minimalnego stopnia k > 0 to ak ̸= 0 oraz
bb′ = −ak dla b′ = bk−1 +a1b

k−2 + · · ·+ak−1. Zatem każdy element cia la u lamków
L można zapisać w postaci ba gdzie a ∈ A\{0} i b ∈ B. Jeżeli b = a1e1+ · · ·+amem
to b

a =
(
a1
a

)
e1 + · · · +

(
am
a

)
em a wi ↪ec (L : K) 6 m. Równość wynika z faktu, że

e1, . . . , em s ↪a liniowo niezależne nad K.

4 Twierdzenie Bezouta

Dla każdego wielomianu F ∈ K[x, y] oznaczamy przez degF stopień wielomianu a
przez F+ jego form ↪e wiod ↪ac ↪a tzn. sum ↪e jednomianów stopnia degF wyst ↪epuj ↪acych
w F . Dla dowolnych wielomianów F,G ∈ K[x, y] oraz punktu p = (a, b) ∈ K2

przyjmujemy

ip(F,G) = i0(F (a+ x, b+ y), G(a+ x, b+ y)).

Zatem ip(F,G) > 0 dok ladnie wtedy, gdy F (p) = G(p) = 0.

Twierdzenie 4.1 (Afiniczne twierdzenie Bezouta) Niech F = F (x, y) i G =
G(x, y) b ↪ed ↪a wielomianami wzgl ↪ednie pierwszymi stopni m > 0 i n > 0
o wspó lczynnikach w ciele algebraicznie domkni ↪etym K. Wtedy:

(i)
∑
p∈K2

ip(F,G) 6 mn,

(ii)
∑
p∈K2

ip(F,G) = mn wtedy i tylko wtedy, gdy uk lad F+ = G+ = 0 ma wy l ↪acznie

rozwi ↪azanie trywialne x = y = 0.

Dowód twierdzenia Bezouta opiera si ↪e na udowodnionych już w lasnościach
krotności przeci ↪ecia oraz wykorzystuje poj ↪ecie rugownika oraz jego zwi ↪azek
z krotności ↪a (Propozycja 3.8).

Propozycja 4.2 Niech F,G b ↪ed ↪a wielomianami stopni m,n > 0 takimi, że
degy F = m oraz degy G = n. Przyjmijmy R(x) = y-rugownik wielomianów
F (x, y), G(x, y). Wówczas dla każdego a ∈ K:

(i) ord aR(x) =
∑

p∈{a}×K

ip(F,G),

(ii) degR(x) =
∑
p∈K2

ip(F,G).
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Dowód. Formu la (ii) wynika z (i) ponieważ degR(x) =
∑
a∈K ord aR(x).

Aby sprawdzić (i) wystarczy ograniczyć si ↪e do przypadku a = 0 ponieważ
ord aR(x) = ord 0R(a + x) oraz R(a + x) jest y-rugownikiem wielomianów F (a +
x, y), G(a + x, y). Za lóżmy zatem, że a = 0. Gdy ord 0R = 0 lub ∞ sprawdzenie
(i) jest proste. Za lóżmy zatem, że 0 < ord 0R < ∞ tzn. R(0) = 0 oraz R(x) ̸= 0
w K[x]. Niech (0, b1), . . . , (0, bs) b ↪ed ↪a wszystkimi (parami różnymi) rozwi ↪azaniami
uk ladu F (0, y) = G(0, y) = 0. Na mocy lematu Hensela (por. [Abhyankar 1964],

p. 94) mamy F (x, y) =
∏s+1
i=1 Fi(x, y), G(x, y) =

∏s+1
i=1 Gi(x, y) gdzie Fi, Gi ∈

K[[x]][y] s ↪a takie, że Fi(0, y) = (y − bi)
mi , Gi(0, y) = (y − bi)

ni dla i = 1, . . . , s
oraz Fs+1(0, bi)Gs+1(0, bi) ̸= 0 dla i = 1, . . . , s. Oznaczmy przez Rij(x) y-rugownik
Fi(x, y), Gj(x, y). Zatem R(x) =

∏
i,j Rij(x) przy czym Rij(0) ̸= 0 jeśli i ̸= j lub

i = j = s+ 1 gdyż Rij(0) jest y-rugownikiem wielomianów Fi(0, y), Gj(0, y). Jest
zatem ord 0R(x) =

∑s
i=1 ord 0Rii(x). Mamy

ord 0Rii(x) = ord 0(y − rugownik Fi(x, y), Gi(x, y)) =

= ord 0(y − rugownik Fi(x, y + bi), Gi(x, y + bi)) =

= i(0,0)(Fi(x, y + bi), Gi(x, y + bi)) = i(0,bi)(F,G)

a zatem ord 0R(x) =

s∑
i=1

i(0,bi)(F,G) co kończy dowód.

Propozycja 4.3 Niech F = F (x, y) i G = G(x, y) b ↪ed ↪a wielomianami stopni
m > 0 i n > 0 takimi, że degy F = m, degy G = n. Przyjmijmy R(x) = y-rugownik
F (x, y) i G(x, y) oraz r = y-rugownik F+(1, y), G+(1, y). Wtedy

R(x) = rxmn + · · · + (jednomiany stopnia < mn).

Dowód. Bez zmniejszenia ogólności możemy za lożyć, że F = ym + a1(x)ym−1 +
· · · + am(x) oraz G = yn + b1(x)yn−1 + · · · + bn(x) gdzie ai(x), bj(x) s ↪a wie-
lomianami odpowiednio stopni 6 i oraz 6 j. Niech R(a1, . . . , am, b1, . . . , bn)
b ↪edzie y-rugownikiem wielomianów ym + a1y

m−1 + · · · + am oraz yn + b1y
n−1 +

· · · + bn o zmiennych wspó lczynnikach a1, . . . , am oraz b1, . . . , bn. Mamy wtedy
R(ta1, . . . , t

mam, tb1, . . . , t
nbn) = tmnR(a1, . . . , am, b1, . . . , bn) (izobaryczność ru-

gownika) a st ↪ad

(∗)
R(x)

xmn
=

1

xmn
R(a1(x), . . . , am(x), b1(x), . . . , bn(x)) =

= R

(
a1(x)

x
, . . . ,

am(x)

xm
,
b1(x)

x
, . . . ,

bn(x)

xn

)
.

Rozważmy miejsce (ang. place) cia la funkcji wymiernych K(x) określone przez
waluacj ↪e v = −deg. Jest to odwzorowanie F (x) → F (∞) cia la K(x) w zbiór

K̂ = K ∪ {∞} określone nast ↪epuj ↪aco: gdy F (x) = A(x)
B(x) gdzie A(x) = a0x

p + · · ·,
B(x) = b0x

q + · · · s ↪a wielomianami stopni p > 0 i q > 0 to F (∞) = a0
b0

gdy p = q,
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F (∞) = 0 gdy p < q oraz F (∞) = ∞ gdy p > q. Dalej piszemy F (x)|x=∞ zamiast
F (∞).

Niech b ↪edzie ai(x) = ai0x
i + · · ·, bj(x) = bj0x

j + · · ·. Zatem ai(x)
xi

∣∣∣
x=∞

= ai0,

bj(x)
xj

∣∣∣
x=∞

= bj0 i z równości (∗) wynika

(∗∗)
R(x)

xmn

∣∣∣∣
x=∞

= R(a10, . . . , am0, b10, . . . , bn0) = r.

St ↪ad R(x) = rxmn + · · · co należa lo dowieść.

Możemy teraz podać

Dowód twierdzenia Bezouta. Przyjmujemy oznaczenia wprowadzone powyżej.

Suma
∑
p∈K2

ip(F,G) nie zależy od wyboru afinicznego uk ladu wspó lrz ↪ednych.

Możemy wi ↪ec za lożyć, że degyF = m oraz degy G = n. Jest wi ↪ec (Propozycja

4.2 (ii) oraz Propozycja 4.3)
∑
p∈K2

= degR(x) 6 mn przy czym równość zacho-

dzi dok ladnie wtedy, gdy r ̸= 0 tzn. gdy uk lad F+(1, y) = G+(1, y) = 0 nie ma
rozwi ↪azania. To dowodzi twierdzenia.

Dodatek

Zak ladamy, że K jest dowolnym cia lem, niekoniecznie algebraicznie domkni ↪etym

A. Lemat o faktoryzacji

Za lóżmy, że szereg bez sta lego wyrazu f ∈ K[[x, y]] spe lnia warunek in f = ϕψ gdzie
ϕ, ψ s ↪a formami jednorodnymi dodatnich stopni, wzgl ↪ednie pierwszymi. Wtedy
f = gh w K[[x, y]] gdzie in g = ϕ, inh = ψ.

Dowód powyższego lematu opiera si ↪e na nast ↪epuj ↪acym fakcie:

W lasność Macauleya Jeżeli ϕ, ψ ∈ K[x, y] s ↪a wzgl ↪ednie pierwszymi formami
jednorodnymi stopni m > 0 i n > 0 to każda forma jednorodna stopnia > m+n−1
ma postać αϕ+ βψ gdzie α, β s ↪a formami jednorodnymi.

Dowód. Każda forma jednorodna χ stopnia > m + n − 1 ma postać∑
i+j=m+n−1

χijx
iyj , wystarczy wi ↪ec sprawdzić w lasność Macauleya dla form stopnia

m + n − 1. Niech Hk b ↪edzie przestrzeni ↪a K-liniow ↪a form jednorodnych stopnia k.
Odwzorowanie

Hn−1 ×Hm−1 ∋ (α, β) 7→ αϕ+ βψ ∈ Hm+n−1
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jest odwzorowaniem liniowym przestrzeni jednakowego wymiaru m + n. Z faktu,
ze ϕ, ψ s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze wynika injektywność odwzorowania. Jest wi ↪ec ono
surjektywne jako liniowa injekcja przestrzeni tego samego wymiaru.

Dowód lematu o faktoryzacji. Szukamy szeregów g i h jako sum form jednorodnych
g = ϕm+ϕm+1 + · · · oraz h = ψn+ψn+1 + · · · gdzie ϕm = ϕ oraz ψn = ψ. Równość
f = gh ma miejsce dok ladnie wtedy, gdy spe lnione s ↪a warunki

ϕmψn = fm+n

ϕm+1ψn + ϕmψn+1 = fm+n+1

ϕm+2ψn + ϕm+1ψn+1 + ϕmψn+2 = fm+n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Stosuj ↪ac w lasność Macauleya stwierdzamy kolejno, że dla danych ϕm = ϕ, ψn = ψ
istniej ↪a formy ϕm+1, ψn+1 nast ↪epnie ϕm+2, ψn+2 etc. co dowodzi lematu o fakto-
ryzacji.

B. Lemat o eliminacji

Niech f, g ∈ K[[x, y]] b ↪ed ↪a szeregami niezerowymi bez sta lych wyrazów. Wówczas
f , g s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy spe lniony jest warunek

(∗) istniej ↪a liczby ca lkowite d, d′ > 0 takie, że jednomiany xd, yd
′

leż ↪a w ideale
(f, g) generowanym przez f i g w K[[x, y]].

Dowód. Jeżeli xd, yd
′ ∈ (f, g) to każdy dzielnik f i g dzieli xd i yd

′
a wi ↪ec f , g s ↪a

wzgl ↪ednie pierwsze. Za lóżmy, że f i g s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze. Wówczas f(0, y) ̸= 0
lub g(0, y) ̸= 0 bo gdyby by lo f(0, y) = g(0, y) = 0 w K[[y]] to x by lby wspólnym
czynnikiem f i g. Bez zmniejszenia ogólności możemy za lożyć, że f(0, y) ̸= 0.
Stosuj ↪ac twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa możemy przyj ↪ać że f = yn +
a1(x)yn−1 + · · · + an(x) jest wielomianem wyróżnionym oraz zast ↪epuj ↪ac g przez
reszt ↪e z dzielenia przez f , że g = b0(x)yn−1 + · · · + bn−1(x). Niech R(x) b ↪edzie
y-rugownikiem wielomianów f , g. Ponieważ f , g s ↪a również wzgl ↪ednie pierwsze
jako elementy K[[x]][y] jest R(x) ̸= 0. Oznaczmy d = ordR(x). Mamy xd ∈ (f, g)
bo rugownik leży w ideale generowanym przez f i g. Podobnie sprawdzamy, że
yd

′ ∈ (f, g) dla pewnego d′ > 0.

C. Idea ly pierwsze pierścienia K[[x, y]]

Idea lami pierwszymi pierścienia K[[x, y]] s ↪a: idea l zerowy (0), idea l maksymalny
M = (x, y) oraz idea ly g lówne (f) generowane przez elementy pierwsze f ∈
K[[x, y]].

Dowód. Niech I b ↪edzie niezerowym idea lem pierwszym pierścienia K[[x, y]]. Po-
nieważ pierścień ten jest pierścieniem z jednoznaczności ↪a rozk ladu, istnieje szereg
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pierwszy f ∈ I. Gdy I ̸= (f) to istnieje szereg g ∈ I taki, że f nie dzieli g a wi ↪ec
f, g s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze. Na mocy lematu o eliminacji jest xd, yd

′ ∈ (f, g) ⊂ I a
st ↪ad x, y ∈ I tzn. I = (x, y) co kończy dowód.

Czytelnik zauważy, że z podanej wyżej w lasności wynika, że wymiar idea lowy
K[[x, y]] jest równy 2.

D. Parametry pierścienia K[[x, y]]

Każdy idea l I pierścienia K[[x, y]] jest jednocześnie K-podprzestrzeni ↪a liniow ↪a prze-

strzeni K[[x, y]] a wi ↪ec ma określony kowymiar codim I = dimK
K[[x, y]]�I . Ko-

lejne pot ↪egi Mk = (xk, xk−1y, . . . , xyk−1, yk) idea lu maksymalnego maj ↪a kowy-
miar skończony; jest codimMk = 1

2k(k + 1).  Latwo zauważyć, że codim I < ∞
dok ladnie wtedy, gdy I ⊃ Mk dla pewnego k > 0 tzn. gdy I zawiera wszystkie
jednomiany dostatecznie wysokiego stopnia. Par ↪e f , g szeregów bez sta lych wy-
razów nazywamy systemem parametrów (s.p.) pierścienia K[[x, y]] gdy idea l (f, g)
ma kowymiar skończony. Ma to miejsce dok ladnie wtedy, gdy xd, yd

′ ∈ (f, g) dla
pewnych d, d′ > 0. Z lematu o eliminacji wynika wi ↪ec, że para f, g szeregów bez
sta lych wyrazów jest s.p. dok ladnie wtedy, gdy szeregi f , g s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze.

Twierdzenie Palamodowa Niech f, g b ↪edzie s.p. pierścienia K[[x, y]]. Wówczas
K[[x, y]] jest skończenie generowanym wolnym modu lem nad K[[f, g]] rangi równej
kowymiarowi idea lu (f, g).

Dowód. Oznaczmy przez m kowymiar idea lu (f, g) i niech e1, . . . , em ∈ K[[x, y]]
b ↪edzie kobaz ↪a (f, g) a wi ↪ec ci ↪agiem takim, że obrazy szeregów ei w algebrze ilora-

zowej K[[x, y]]�I gdzie I = (f, g) tworz ↪a jej K-baz ↪e. Zatem dla każdego h ∈ K[[x, y]]
istniej ↪a sta le c1, . . . , cm ∈ K takie, że h = c1e1 + · · · + cmem (mod I). Oznaczmy
A0
i (u, v) ≡ ci dla i = 1, . . . ,m. Mamy zatem

h =

m∑
i=1

ciei + h1f + h2g w K[[x, y]]

oraz

h1 ≡
∑

c1iei mod (f, g),

h1 ≡
∑

c2iei mod (f, g).

 L ↪acz ↪ac powyższe relacje dostajemy:

h ≡
∑

ciei +
∑

(c1if)ei +
∑

(c2ig)ei mod (f, g)2.

Przyjmijmy A1
i (u, v) = ci + c1iu+ c2iv; jest wi ↪ec

h ≡
m∑
i=1

A1
i (f, g)ei mod (f, g)2.
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W ten sposób indukcyjnie definiujemy ci ↪agi wielomianów Aki = Aki (u, v) (i =
1, . . . ,m, k = 0, 1, . . .) spe lniaj ↪ace warunki:

(1) h ≡
m∑
i=1

Aki (f, g)ei mod (f, g)k+1,

(2) Aki jest wielomianem stopnia 6 k; Ak+1
i − Aki jest form ↪a jednorodn ↪a stopnia

k + 1.

Przyjmijmy Ai =
∑
k>0

(Ak+1
i −Aki ) + ci dla i = 1, . . . ,m.  Latwo sprawdzić, że

h =
m∑
i=1

Ai(f, g)ei.

Pozostaje sprawdzić, że podane przedstawienie jest jednoznaczne. Wystarczy udo-
wodnić, że

m∑
i=1

Ai(f, g)ei = 0 ⇒ Ai(u, v) = 0 w K[[u, v]] dla i = 1, . . . ,m.

Dla dowodu nie wprost przypuśćmy, że prawdziwa jest lewa strona implikacji dla
pewnych Ai = Ai(u, v) ale I = {i : Ai(u, v) ̸= 0} jest niepusty. Mamy∑

i∈I
Ai(0, 0)ei ≡ 0 mod (f, g)

a wi ↪ec Ai(0, 0) = 0 dla i ∈ I. Dziel ↪ac Ai(u, v) przez dostatecznie duż ↪a pot ↪eg ↪e
zmiennej u możemy za lożyć, że r = inf{ ordAi(0, v)} < ∞. Mamy Ai(u, v) =
Ai(0, v) + uqi(u, v) = vrci(v) + uqi(u, v) gdzie nie wszystkie ci(0) s ↪a równe zeru.

Jest wi ↪ec
m∑
i=1

grci(g)ei +
m∑
i=1

fqi(f, g)ei = 0

a st ↪ad

gr

(
m∑
i=1

ci(g)ei

)
≡ 0 mod (f).

Szeregi f, g jako parametry s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze a wi ↪ec z ostatniej relacji wynika,
że

m∑
i=1

ci(g)ei ≡ 0 mod (f)

a st ↪ad
m∑
i=1

ci(0)ei ≡ 0 mod (f, g)

a wi ↪ec ci(0) ≡ 0. Sprzeczność.
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Introduction to the local theory of algebraic curves

Summary. This article is intended as a concise introduction to the local theory of
plane algebraic curves. We consider the algebroid plane curves defined by formal
power series of two variables with coefficients in any algebraically closed field.
Using locally quadratic transformations we prove the local normalization theorem.
Then we study the intersection multiplicity of algebroid curves and prove Bezout’s
theorem for affine plane curves.
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