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NIEROWNOSC BEZOUTA
DLA WIELOMIANOW RZECZYWISTYCH

Arkadiusz Ploski, Maciej Sekalski (Kielce)

Klasyczne twierdzenie Bezouta orzeka, ze liczba rozwiazan ukladu n réwnan
wielomianowych zespolonych o n niewiadomych, jezeli jest skonczona, to nie prze-
wyzsza iloczynu stopni rozwazanych wielomianéw. W przypadku n = 2 elemen-
tarny dowdd tego twierdzenia Czytelnik znajdzie w [MS], rozdzial X, §3.2. Fakt ten
nie ma miejsca w przypadku rzeczywistym; oto przyktad podany przez Fultona [F]:
uklad

[[e=*+][w-9>=0, 22=0, yz=0
i=1 j=1

ma m? rozwigzain w R3, natomiast iloczyn stopni réwnan ukladu jest réwny 2m -

2.2=8m <m?dlam>8.

Naszym celem jest pokazanie, ze podobny przyklad nie istnieje w przypadku
dwéch réwnan o dwéch niewiadomych.

Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie Jezeli wielomiany F(X,Y), G(X,Y) € R[X,Y] sq stopni m,n > 0,
to zbidr rozwiqzan rzeczywistych uktadu F(X,Y) = G(X,Y) = 0 ma co najwyzej
mn spojnych sktadowych.

Dowéd opiera sie na dwoéch lematach
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Lemat 1 Jezeli wielomiany F,G stopni m,n > 0 sq wzglednie pierwsze, to uktad
F(X,Y)=G(X,Y) =0 ma co najwyzej m - n rozwiqzan rzeczywistych.

Dowdd: Jedli F,G sa wzglednie pierwsze w R[X,Y], to sa wzglednie pierwsze
w C[X,Y]; zatem uktad F = G = 0 ma co najwyzej mn rozwiazai w C? a tym
bardziej w R2.

Lemat 2 Jezeli P € R[X,Y] nie jest staly, to zbior {(x,y) : P(xz,y) = 0} ma nie
wiecej niz (deg P)? spdjnych sktadowych.

Dowdd: Wystarczy udowodnié¢ teze lematu przy zalozeniu, ze wielomian P jest
nierozkladalny.

Istotnie: niech P = P; - ... P; bedzie rozkladem P na czynniki nierozkladalne
i zalézmy, ze lemat zachodzi dla kazdego P;, i = 1,...,s. Wtedy liczba skladowych
zbioru P = 0 nie jest wigksza od sumy liczby sktadowych zbioréw P; = 0. Zatem
liczba sktadowych zbioru P = 0 nie przekracza ;_, (deg P;)? < (3°7_, deg pP)’ =
(deg P)2.

Zatézmy, ze P jest wielomianem nierozktadalnym dodatniego stopnia i obierz-
my punkt (a,b) tak aby P(a,b) # 0. Oznaczmy Q(X,Y) = (X —a)? + (Y — b)?
i rozwazmy jakobian J(P, Q) wielomianéw P, Q.

Jezeli J(P,Q) = 2(Y — b)Px —2(X — b)Qy # 0 w R[X,Y], to wielomiany P,
J(P,Q) sa wzglednie pierwsze bo w przeciwnym  razie mielibysmy J(P, Q) =
const P, gdyz P jest pierwszy, co jest niemozliwe bo P(a,b) # 01 J(P,Q)(a,b) = 0.

Pokazemy, ze kazda skladowa spéjna M zbioru P = 0 ma co najmniej jeden
punkt wspdlny z krzywa J(P, Q) = 0. Niech (x9, yo) bedzie punktem M, w ktérym
wielomian @ osiaga minimalna warto$é¢ na M. Jezeli (xg,yo) € M jest punktem
krytycznym P, to oczywiscie J(P, Q)(xo,yo) = 0. Jezeli nie jest to punkt krytyczny,
to J(P,Q)(z0,y0) = 0 na mocy znanego twierdzenia analizy klasycznej, [L], str
152. Stad wynika, ze liczba ¢ skladowych spéjnych zbioru P = 0 nie jest wieksza
od liczby rozwiazan uktadu P = J(P,Q) = 0. Na mocy lematu 1 ¢ < (deg P)2.

Rozwazmy teraz przypadek gdy J(P,Q) =0 w R[X,Y]. Zachodzi

Wiasnosé Jezeli P € R[X,Y] oraz J(P,Q) = 0 w R[X,Y] to P(X,Y) =
Py(Q(X,Y)) dla pewnego Py(T) € R[T].

Dowdd wtasnosci: Oznaczmy U = X —a, V =Y — b. Wtedy zalozenia mozemy
przepisa¢ w postaci J(P,Q) = 2(V Py — UPy) = 0 w R[U, V]. Dla kazdego wielo-
mianu F € R[U, V] przyjmijmy DF =V Py — UPy.

Mamy

1) jezeli F(U,V) jest wielomianem jednorodnym stopnia n > 0, to DF réwniez,
2) jezeli F = (U? 4+ V?)*F, to DF = (U? + V?)*DF,

3) jezeli F' # const jest forma jednorodna oraz DF = 0,
to U? + V2 dzieli F.
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Aby sprawdzié¢ 3) zauwazmy, ze z warunkéw VFy —UFy = Qoraz UFy+V Fy =
(deg F)F wynika, ze (U? 4+ V?)Fy = (deg F)UF. Poniewaz wielomiany U? + V2,
(deg F)U sa wzglednie pierwsze wiec U2 + V2 dzieli F.

Niech teraz P € R[U, V] bedzie taki, ze DP = 0. Jezeli P = ) P; gdzie P; sa
jednorodne stopnia j to DP; = 0. Z warunkéw 2) i 3) wynika, ze P; = ¢;(U?4V?)3
jesli j jest parzyste oraz P; = 0 dla j nieparzystych.

Aby zakoriczy¢ dowdd lematu 2 zauwazmy, ze jezeli J(P,Q) = 0 w R[X,Y] to
P = Py(Q), gdzie Py jest wielomianem jednej zmiennej. W tym przypadku zbiér

P = 0 sklada sie ze skonczonej liczby okregéw. Liczba okregéw nie przekracza
deg Py < deg P.

Dowdd twrerdzenia :

Jezeli F,G sa wzglednie pierwsze to teza wynika z lematu 1. Zalézmy teraz,
ze P = NWP(F,G) jest dodatniego stopnia. Wtedy {F = G =0} = {£ = § =
0} U {P = 0}; oznaczmy k = deg P. Na mocy lematu 1 zbiér {£ = € = 0} ma
nie wiecej niz (m — k)(n — k) spéjnych skltadowych. Zatem rozwazany zbiér ma co
najwyzej (m—k)(n—k)+k? =mn—k(m—k-+n—k) < mn spéjnych sktadowych.
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BEZOUT INEQUALITY FOR REAL POLYNOMIALS

Summary. Let F(X,Y), G(X,Y) be polynomials of degrees m,n > 0 respectively.
We prove, that the set {(z,y) € R? : F(z,y) = G(z,y) = 0} has at most mn
connected components.
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