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Wstep

Bedziemy rozwazali kietki krzywych analitycznych -+, d, ... w ustalonym punkcie 0
danej powierzchni zespolonej tzn. spdéjnej rozmaito$ci holomorficznej zespolonej
wymiaru 2. Stosujemy oznaczenia z artykutlu [P]; w szczegdlnosci symbol (v, 0)o
oznacza krotnoéé przeciecia kietkéw vy i ¢ a symbol m(v) krotnosé kietka . Kietki
nierozkladalne nazywamy réwniez gateziami. Gdy m(y) = 1, to kielek nazywamy
gtadkim. Dla kazdej galezi v rozwazamy jej polgrupe X(v) generowana w N przez
liczby (v,v)o, gdzie v przebiega kielki krzywych niezawierajacych v. Galezie v
i ¢ sa ekwisingularne, gdy X(v) = ¥(4). Dwa dowolne kietki v i § sg ekwisin-
gularne, gdy istnieje taka bijekcja zbioréw gatezi tych kietkéw, ze odpowiadajace
sobie galezie sa ekwisingularne oraz krotnosci przecigcia odpowiadajacych galezi sa
jednakowe. Funkcje stalg na kietkach ekwisingularnych nazywamy niezmiennikiem
(ekwisingularnosci). Krotnosé m(vy), liczba stycznych t(v), wykladnik stycznosci
d(v) (por. [P]), liczba Milnora kietka 7 sa niezmiennikami.

Gdy (z,y) jest mapg scentrowang w punkcie 0 tzn. taka, ze x(0) = y(0) = 0,
to dla kazdego kietka v mozna rozwazaé diagram Newtona A, (7). Diagram ten
zalezy od mapy (z,y); daje on pewna informacje o polozeniu kietka v w stosunku
do pary transwersalnych krzywych gladkich {z = 0} i {y = 0} a takze o samej
krzywej. Zbiér N () wszystkich diagraméw Newtona jest niezmiennikiem anali-
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tycznym kietka . Powstaje naturalne pytanie: czy jest on niezmiennikiem ek-
wisingularnosci? Mutsuo Oka w pracy [O] udowodnil interesujace twierdzenie “o
stabilnosci diagramu Newtona”. Aby je zacytowaé, oznaczmy A, ,(7) = Ay ,(7)N
([1,400) x [1,400)). Jest to czgsé diagramu Newtona A, , () lezaca w kwadran-
cie o wierzchotku (1,1). Twierdzenie Oki ([O], Theorem 5.1) mozna wypowiedzie¢
nastepujaco: zbidr {A; ,(v) : (x,y) przebiega mapy scentrowane w 0}, jest nie-
zmiennikiem v tzn. zalezy wylacznie od klasy ekwisingularnosci v. Dowdd Oki
ma charakter do$¢ techniczny; gléwnym srodkiem jest twierdzenie o rozwigzywaniu
osobliwosci kietka v przy pomocy kolejnych rozdmuchiwan. Celem tej pracy jest po-
danie wzmocnienia twierdzenia Oki. Wazna role odgrywa pojecie N-réwnowaznosci
kietkéw oméwine w Rozdziale 1 tej pracy. Jest to rodzaj “stabej réwnowaznosci”:
dwa kielki ekwisingularne sa N-réwnowazne. Dwie galezie sa N-réwnowazne, gdy
maja te samg krotnosé i ten sam wykladnik stycznosci, a wiec “na ogdl” nie sa
ekwisingularne. Wspomniane wzmocnienie twierdzenia Oki mozna sformulowaé
nastgpujaco: zbiér N () wszystkich diagraméw Newtona A, () jest niezmien-
nikiem N-réwnowaznosci. Okazuje si¢ wige, ze w oryginalnym twierdzeniu Oki
mozna rozwazaé¢ pelne diagramy A, ,(v) zamiast ich czesci A (7). Dowdd
twierdzenia o stabilno$ci we wzmocnionej formie opiera sie na teorii kontaktu
maksymalnego rozwinietej w Rozdziale 2 tego artykulu. W Rozdziale 3 przy-
pominamy podstawowe wilasnosci diagraméw Newtona i podajemy dowdd twier-
dzenia. Zainteresowany czytelnik znajdzie rozwiniecie przedstawionego tematu w
pracy [GB-L-P].

1 Twierdzenie o stabilnosci

Jak powiedzieliSmy we wstepie rozwazamy kielki «, d, ... krzywych analitycznych
w ustalonym punkcie 0 danej powierzchni zespolonej M. Rzqd stycznodci d(v,d)
definiujemy wzorem d(v,d) = (v, 0)o/(m(y)m(d)). Ma on nastepujace wlasniosci:

(d1) d(v,d) = +oo doktadnie wtedy, gdy v = 9,
(d2) d(v,6) =d(3,7),
(d3) Dla dowolnych gatezi 7, 8,&: d(y,8) = min {d(v,£), (&, 0)}.

Z warunku (ds) wynika, ze jezeli d(vy, &) # d(§,0), to d(,d) = min {d(v, £),d(&,d)}.
Inne réwnowazne sformulowanie (ds) jest nastepujace: w ciaggu d(v,£), d(&,9),
d(d,v) dwa wyrazy sa réwne, a trzeci nie jest mniejszy od pozostatych.

Dla dowolnych kietkéw v 1 ¢ o skltadowych (vy;) oraz (§;) definiujemy d(v,d) =
inf{d(v;,d;)}. Wlasnosci (d2) oraz (ds) zachodza réwniez w tym przypadku.

Dla kazdego kietka v definiujemy wyktadnik stycznosci

d(v) = sup{d(y,A) : A jest kielkiem gladkim} .

Gdy 7 jest kietkiem gladkim, to d(vy) = 4+o00. Gdy 7 jest kielkiem osobliwym, to
d(v) jest liczbg wymierng i kres w definicji wykladnika stycznosci jest osiagniety
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([P], Twierdzenia 2.1 i 2.2). Méwimy, ze kielek gladki A ma kontakt maksymalny z
kietkiem ~, gdy d(v,A) = d(vy). Mamy:

(dg) jezeli v jest galezia, zas A kielkiem gladkim, to d(\,v) < d(vy) doktadnie
wtedy, gdy d(\,vy) € N.

Dowdéd (d4) podany jest w [P] (Twierdzenie 2.1). Podang nizej wlasno$é udowod-
nimy w Rozdziale 3.

(ds) Jezeli galezie 7, maja wspdlng galaz maksymalnego kontaktu, to d(vy,d) >
inf{d(~),d(d)}, przy czym dla d(vy) # d(d) zachodzi réwnosé. W przeciwnym
wypadku d(v,d) < inf{d(v),d(d)} i d(~, ) € N.

Dla dowolnych kietkéw ~ i § definiujemy zredukowany rzqd stycznosci d'(v,9) =
inf{d(y),d(~,d),d(d)}. Stosujac wlasnosé¢ (d4) sprawdzamy, ze jezeli v,d sa gale-
ziami, to inf{d(v),d(~,d)} = inf{d(y,0),d(d)} = d'(v,d). W szczegdlnosci, gdy
jedna z galezi 7, 0 jest gladka, to d'(v,d) = d(~, ). W zbiorze galtezi funkcja d’ ma
nastepujace wlasnosci:

(d}) d'(v,0) = +oo dokladnie wtedy, gdy v = § jest galezig gladka,
(d3) d'(v,6) = d'(6,7),
(d4) dla dowolnych galezi 7,6, & d'(,8) > min {d(7,€), d'€,6)}.

Definicja 1.1 Kielek v nazywamy N-kielkiem (kietkiem Newtona), gdy funkcja
(o, B) = d'(«, B) jest stala na galeziach tego kielka.

Oczywiscie kazda galaz jest N-kietkiem.

Rozwazmy teraz relacje ~ na zbiorze wszystkich galezi zdefiniowana nastepu-
jaco: a ~ 8 wtedy, gdy d'(a, 8) = d(a)) = d(B). Latwo sprawdzié, ze ~ jest relacja
réwnowaznosci. Jezeli v jest N-kielkiem, to a ~ 8 dla dowolnych galezi «, 5 kietka
5.

Lemat 1.2 Dia kazdego kielka ~ istnieje skoriczona rodzina N -kietkéw (v; : i =
1,...,8) taka, Ze

() VZU%‘,

(i) gdy i # j, to kietki v;,7; nie majq wspdlnej gatezi,
(iii) jezeli 7 jest N-kietkiem oraz 4 C v, to istnieje jedyne i € [1,s], ze ¥ C ;.

Dowdd. W zbiorze wszystkich galezi kietka ~y relacja ~ definiuje relacje rownowa-
znodci, ktéra okresla podzial w zbiorze galezi kietka . Kietki ; definiujemy jako
sumy teoriomnogosciowe galezi lezacych w tym samym zbiorze podziatu.

Rodzing N-kietkéw (v;) spelniajaca watunki (i) oraz (i) Lematu 1.2 nazywamy
rozktadem kietka v na N -kietki. Tak wiec przedstawienie kietka v jako sumy galezi
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jest takim rozktadem. Rozklad na N-kietki nazywamy minimalnym, gdy spelmiony
jest réwniez warunek (iii). Rozklad na N-kielki jest z dokladnoscig do numeracji
wyznaczony jednoznacznie przez kielek ~.

Definicja 1.3 Kietki v i 0 o rozkladach minimalnych na N-kietki (v;) oraz (d;)
nazywamy N-réwnowaznymi, gdy maja taka sama liczbeg kietkéw i po ewentualnej
zmianie numeracji zachodzg warunki

(i) m(y;) = m(d;) dla wszystkich wskaznikéw i,
(i) d'(vs,7v5) = d'(0;,0;) dla dowolnych ¢, 5.

Kladac i = j w drugim wzorze stwierdzamy, ze jest d(v;) = d(d;). Latwo zauwazy¢,
ze

(a) jezeli kielki v, d sa ekwisingularne, to sa N-réwnowazne,
(b) jezeli kietki v, 0 maja gtadkie galezie i sg N-réwnowazne, to sg ekwisingularne.

Zauwazmy, ze jesli v 1 d sg N-réwnowazne, to m(y) = m(0) oraz d(y) = d(d) (druga
relacja wynika z Twierdzenia 2.2 artykutu [P]). Oczywiscie liczba galezi r(vy) nie
jest niezmiennikiem N-réwnowaznosci.

Whprowadzone pojecia sa uzyteczne w studiowaniu zwiazkéw miedzy dziagra-
mami Newtona A, , () i wlasnosciami geometrycznymi kietka . Przypomnijmy, ze
diagram Newtona jest elementarny, gdy jego brzeg sklada sie¢ z jednego zwartego
odcinka nieredukujacego si¢ do punktu i dwéch pélprostych lezacych na osiach
uktadu.

Twierdzenie 1.4 Niech v bedzie kietkiem osobliwym. Wtedy ~v jest N -kietkiem
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy diagram A, ,(y) jest elementarny.

Dowdd powyzszego twierdzenia podajemy w Rozdziale 3 tego artykulu. Teraz
sformutujemy podstawowy rezultat o stabilnosci diagramu Newtona.

Twierdzenie 1.5 Niech v, bedqg kietkami N-réwnowaznymi. Wiedy dla kazdej
mapy (z,y) istnieje mapa (z,w) taka, Ze Ay, (7) = A, 4 (0).

Oznaczmy N (v) = {A : A = A, ,(y) w pewnej mapie (z,y)}. Na mocy Twier-
dzenia 1.4 zbiér N(7) jest niezmiennikiem N-réwnowazno$ci. W pracy [GB-L-P]
podany jest przyklad kietkéw ~,d takich, ze N(y) = N (J), ale 7,8 nie s N-
réwnowazne. Twierdzenie 1.5 moze stuzy¢ do konstrukeji niezmiennikéw N-réwno-
waznosci. Ustalmy diagram A, ,(7y) i niech (0,0) oraz (a,0) beda punktami prze-
cigcia prostych bedacych przedituzeniami krancowych odcinkéw brzegu A, ,(7) z
osiami wspohrzednych.

Definiujemy liczbg Newtona v(A, , (7)) = 2pole((R4)?\ Az (7)) —a — b+ 1.
Dobrze znane twierdzenie Kouchnirenki [K] orzeka, ze liczba Milnora kietka v jest
wigksza lub réwna v(A; (7)) dla dowolnego uktadu (z,y). Réwnosé (wylacznie w
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przypadku dwuwymiarowym) charakteryzuje niedegeneracje kietka w mapie (z,y).
Definiujemy za pracg [O] liczbe Newtona v(y) kietka v przyjmujac

v(y) =sup {r(Ay 4 (7)) : (x,y) mapa scentrowana w 0} .
Stosujac Twierdzenie 1.5 sprawdzamy tatwo
Twierdzenie 1.6 Liczba Newtona v(y) jest niezmiennikiem N -rdwnowaznosci.

Gdy v jest N-kietkiem osobliwym, to jak mozna obliczy¢

v(y) = (m(y)d(y) = D(m(y) = 1) .

Mozna udowodnié podobnego typu formute w przypadku dowolnego kietka. Zain-
teresowanego Czytelnika odsylamy do artykulu [GB-L-P].

2 Kielki Newtona

Rozpoczniemy od pewnych wlasnosci galezi.

Lemat 2.1 Niech ~v,6 bedq gateziami. Jezeli istnieje galqZ gladka )\ taka, Ze
d(v,\) = d(y) oraz d(6,\) = d(0), to d(~,d) > inf{d(v),d(d)}, przy czym dla
d() # d(0) zachodzi réwnodé. Jezeli taka galqZ nie istnieje i A\, pu sq gladkimi
galteziami takimi, ze d(y,\) = d(vy) oraz d(6, ) = d(6), to d(6,v) = d(\,§) =
d(%ﬂ) = d()‘vu)

Dowdd. Pierwsza czesé lematu wynika z wlasnosei (ds). Zalézmy, ze v i § nie maja
wspoélnej gatezi maksymalnego kontaktu i przyjmijmy oznaczenia jak w lemacie.
Jest d(y,pn) < d(y) = d(v,A), a wige d(v,u) = d(\ p). Podobnie nieréwnosé
d(A,0) < d(d) = d(0, ) implikuje d(X,d) = d(A\, ). Laczac otrzymane réwnosci
dostajemy d(v,u) = d(\,0) = d(A\ p). Zalézmy teraz dla ustalenia uwagi, ze
d(y) < d(d). Zatem nieréwnosé¢ d(vy,pu) < d(v) implikuje nieréwnosé d(vy,u) <
d(0) = d(0, ), a stad d(v,u) = d(v,9), co dowodzi lematu.

Whniosek 2.2 Jezeli gatezie v,0 nie majqg wspdlnej gatezi gtadkiej maksymalnego
kontaktu, to d(v, ) < inf{d(v),d(6)} oraz d(~,d) € N.

Oczywidcie Lemat 2.1 1 Wniosek 2.2 implikujg wlasnosé (ds). Osobliwe N-kietki
mozna scharakteryzowaé nastepujaco:

Lemat 2.3 Niech v bedzie osobliwym kietkiem o gateziach ;. Wowczas v jest N -
kietkiem doktadnie wtedy, gdy dla kazdej gatezi gladkiej N funkcja i — d(7y;, ) jest
stata.

Dowdéd. Zalézmy, ze dla kazdej galezi gladkiej A funkcja i — d(v;, A) jest stala.
Niech A\; bedzie galezia gladkg o maksymalym kontakcie z ;. Funkcja i —
d(7i,\1) jest stala a wigc d(v;,\1) = d(v, 1) = d(yn) ¢ N a stad na mocy
wlasnosci (d4) d(7s, A1) = d(vi). Podsumowujac jest d(v;) = d(y1) oraz d(7i, ;) >
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inf{d(v),d(v;)} = d(v1) dla wszystkich i, j. Zatem d'(v;,7;) = d(71) dla wszyst-
kich 4,7 a wiec v jest N-kietkiem.

Przypusémy teraz, ze istnieje galaZz gladka A\ dla ktérej funkcja ¢ — d(v;, \)
nie jest stala. Mozemy zalozy¢, za d(v1,\) < d(v2,A) a stad d(y1,72) = d(71,A) <
d(72,A) < d(y2) = d'(72,72) a wige d'(71,72) < d'(72,72) co oznacza, za 7y nie jest
N-kietkiem.

Uwaga 2.4 Jezeli v jest N-kietkiem o sktadowych (v;) to d'(vi,v;) = d(v) dla
wszystkich i, ([P], Twierdzenie 2.2). Dla kazdej gatezi gladkiej A jest d(\,7y;) =
d(\, ) dla wszystkich i. Nastgpujqgce warunki sq réwnowazne

(a) X ma kontakt maksymalny z =,
(b) X ma kontakt maksymalny z jakqs gatezig v,

(¢c) X\ ma kontakt maksymalny z kaidq galezig 7.

Lemat 2.5 Jeilei v jest N-kielkiem o sktadowych (v;) zas § N-kielkiem o sktado-
wych (6;) to d'(vi,0;) = d'(7,9) dla wszystkich i, j.

Dow6d. Zalézmy najpierw, ze v i § maja wspdlng galgz gtadka A maksymal-
nego kontaktu. Wowczas y; oraz J; maja wspdlng galaz maksymalnego kon-
taktu (réwniez \) oraz d'(v;,0;) = inf{d(v;),d(d;)} = inf(d(~),d(d)} = d'(v,9).
Jezeli v 1 § nie majg wspdlnej gatezi maksymalnego kontaktu i d(vy,A) = d(v),
d(d, 1) = d(8) dla pewnych gladkich gatexi A, p to d(ys, A) = d(vi), d(;, ) = d(d;)
oraz d'(7:,6;) = d (A, 1) = d'(7,6).

Uwaga 2.6 Udowodnione wyzej wlasnosé galezi przenoszq si¢ na N-kietki. W
szczegolnosci

(a) Wiasnosci (ds) i (dy) pozostajq prawdziwe dla N -kietkow,

(b) Gdy v, sq N-kietkami to d'(v,6) = inf{d(v),d(v,d)} = inf{d(y,d),d(d)}.
Wtasnosci (dy), (dy), (ds) sq prawdziwe dla N -kietkéw.

Lemat 2.7 Jezeli v, sq N-kietkami oraz gateZ gladka A ma maksymalny kontakt
z v a gateZ gladka p ma maksymalny kontakt z § to d'(v,0) < (A, u)o-

Dowdd. Jezeli v, nie maja wspdlnej gatezi maksymalnego kontaktu to d'(y,d) =
d(\ p) = (A, p)o bo Lemat 2.1 udowodniony dla galtezi jest prawdziwy réwniez dla
N-kielkéw. Jezlei v, 0 majg wspdlng galaz maksymalnego kontaktu, powiedzmy v,
to (A, v)o = d(A,v) > inf{d(\,v),d(v,v)} = d(v) i podobnie (u,v)e > d(J). Jest
wige (0o = d(A, 1) > inf{(, 1), (1 V)o} > mH{d(3), d(6)} = & (7,).

Mamy teraz udowodnié

Twierdzenie 2.8 Niech (v; : i = 1,...,s) bedzie rodzing N-kietkéw i niech k
bedzie liczbg catkowitq spetniajgcq warunek 0 < k < inf{d'(vy;,~;)}. Wtedy istnieje
kietek gtadki \ taki, Ze d(v;,\) =k dlai=1,...,s.
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Dowdd. Sprawdzenie twierdzenia dla przypadku, gdy (v;) jest rodzing kietkéw
gladkich pozostawiamy Czytelnikowi. Rozwazmy przypadek ogdlny. Niech A;
bedzie galezia gladka majaca kontakt maksymalny z N-kietkiem ~;. Niech k
bedzie liczbg catkowita, taka jak w zalozeniu twierdzenia. Z Lematu 2.7 wynika, ze
kE <inf{(A;, Aj)0}, a wigc do rodziny (\;) i liczby k mozna zastosowaé twierdzenie.
Istnieje wigc kietek gladki A taki, ze (A;,\)o =k dlai=1,...,s.

Rozwazmy d(A\;,v:) = d(vi), dA,v) < d(y) oraz d(A\;, N) = (A, Ao = k.
Mamy k < d(7;) (na mocy zalozenia twierdzenia) oraz k € N wigc k < d(v;).
Otrzymujemy zatem d(A,7y;) = inf{d(\;,7),d(A\;,\)} = kdlai = 1,...,s co
nalezalo dowiesc.

Twierdzenie 2.9 Niech v i § bedq kietkami. Zaktadamy, ze istnieje rozktad (v;)
kietka v na N-kielki oraz rozktad (8;) o tej samej liczbie s elemantéw kietka 6 na
N-kielki takie, Ze

d/(’yi,’)/j) = d/(éi,éj) dla ’L,] = 1, ey S,

Wtedy dla kazdego kielka gladkiego X istnieje kielek gladki p taki, ze d(v;,A) =
d(d;, p) dlai=1,...,s.

Dowdd. Oznaczmy d* = sup{d(y;,A) : ¢« = 1,...,s}. Po ewnentualnej zmia-
nie numeracji kietkéw mozemy zalozyé¢, ze d(v1,A\) = ... = d(vs«,\) = d* oraz
d(7vi, A) < d* dlai > s* dla pewnego s* € [1, 5].

Wiasnos$é 1. Istnieje kielek gladki p taki, ze d(01,p4) = ... = d(ds+,u) = d*.

Dowdd. Rozwazmy najpierw przypadek, gdy d* € N. Stosujgc Twierdzenie 2.8
do rodziny N-kietkéw (§; : ¢ = 1,...,s%) i liczby k = d* stwierdzamy, Ze istnieje
gataz gladka p taka, ze d(0;,pu) = d* = d(v;,\) dlai = 1,...,s*. Niech teraz
d* ¢ N. Wtedy d(y;,A) = d* ¢ N a wiec d(v;, A) = d(y;) = d* dlai € [1,s*].
Rozwazmy galaz gladka u taka, ze d(01,p) = d(61). Jest d(61) = d(m1) bo z
zalozenia twierdzenia wynika, ze d(;) = d(y;) dlai =1,...,s. Dlai € [1, s*] mamy
d(éz,u) 2 mf{d’(&,él),d(él,,u)} = d’(éi,él) bo d(51,u) = d(§1) oraz d’(5i,51) S
d(61). Z drugiej strony d'(d;,01) = d'(vi, 1) = inf{d(v1),d(71,7)} = d* poniewaz
d(y1) = d* oraz d(v1,v;) > inf{d(y1,A),d(vi,\)} = d*. Podsumowujac otrzymu-
jemy d(6;, ) > d* dla i € [1,s*]. Nieréwno$é w przeciwnym kierunku jest niemal
oczywista: d(0;,pn) < d(6;) = d(v;) = d*. Zatem d(0;, ) = d* dla i € [1,5*] co
dowodzi Wtasnosci 1.
Wiasnoéé 2. Jezeli d(v1,A\) = ... = d(ys+, A) = d* oraz d(v;, A) < d* dla ¢ > s*
oraz d(d1, ) = ... = d(ds+, p) = d* to d(v;, A) = d(d;, ) dla wszystkich ¢ € [1, s].
Dowdd Wiasnosei 2. Ustalmy ¢ € [1,s]. Mozemy zalozyé, ze i > s*. Wtedy
d(vi, A) = d'(vi,11). Rozwazmy ciag d(d;, p1), d’(6;,01),d(d1, ). Mamy d'(6;,01) =
d (vi,v1) = d(yi, A) < d*. Jest d(61, ) = d*. Wobec tego d(6;, 1) = d'(6;,61) =
d' (vi,v1) = d(vi, A) dla i > s* co nalezalo dowiesé.

Laczac Wlasnosci 11 2 otrzymujemy dowdd twierdznia.
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3 Diagramy Newtona

Przypominamy tutaj minimum niezbednych wiadomosci o diagramach Newtona
(wigcej na ten temat Czytelnik moze przeczyta¢ w [BK] oraz [L]). Oznaczmy
R, = {z € R:z > 0} i rozwazmy kwadrant (R, )?. Dla dowolnych podzbioréw
A, B C (Ry)? rozwazmy ich sumg arytmetyczng A+ B = {a+b:a € Aib €
B}. Dla dowolnego zbioru E C N? oznaczmy A(E) najmniejszy podzbiér wy-
pukly (Ry)? zawierajacy zbiér E + (Ry)%2. Podzbiér A C (R4 )? nazywamy
diagramem Newtona gdy A = A(FE) dla pewnego E C N2. Diagramy New-
tona tworza pélgrupe wzgledem sumy arytmetycznej, jej zerem jest (Ri)? =
A(). Gdy E = {(a,0),(0,b)} gdzie a,b € N, a,b > 0 to diagram A(E) oz
naczamy symbolem {4} (“ulamek Teissiera”) i nazywamy diagramem elemen-
tarnym. Liczbe § nazywamy inklinacja diagramu. Rozwazamy tez diagramy el-
ementarne “niewlasciwe” {&} = (a,0) + (R4)? oraz {2} = (0,b) + (R4)?. Dia-
gramy elementarne (lgcznie z niewlasciwymi) tworzg zbiér generatoréw pélgrupy
diagraméw Newtona. Uzyteczna jest

Wiasnosé 3.1 Suma arytmetyczna diagramdéw elementarnych jest diagramem ele-
mentarnym wtedy © tylko wtedy, gdy inklinacje skladnikow sumy sq jednakowe.

Niech teraz v bedzie kielkiem krzywej analitycznej w punkcie 0 zespolonej powie-
rzchni M i niech (z,y) bedzie mapg scentrowang w 0. Réwnaniem lokalnym (zre-
dukowanym) kiela v nazywamy zbiezny szereg potegowy f = > a;jz'y’ € C{xz,y}
bez czynnikéw wielokrotnych ktérego suma okreslona w otoczeniu 0 zeruje sig¢ na
pewnym reprezentancie kietka y. Przyjmujemy A, ,(v) = A(E) gdzie E = {(4,j) €
N2 : a;; # 0} jest noénikiem szeregu f. Diagram A, ,(7) nazywamy diagramem
Newtona kietka v w mapie (z,y). Podane nizej dwie wlasnosci sa dobrze znane
(ich dowody Czytelnik znajdzie w [BK]).

Wiasnosé 3.2 Niech (v;: i =1,...,s) bedzie rodzing kieltkéw takq, ze kielki v;,;
nie majq wspolnej gatezi dla i # j. Wtedy

Aoy (U7 =D Aaiy ()
i=1 i=1

W dalszym ciggu oznaczamy (v,z)o = (v,{z = 0})o, (7,9)o = (7,{y = 0})o i
podobnie d(v,z) = d(v,{z = 0}), d(v,y) = d(v,{y = 0}).

Wiasnosé 3.3 Jezeli v jest gatezig, to

Auy(y) = {m)}

Mozemy teraz dowies¢ Twierdzenia 1.4 o charakteryzacji N-kietkow.

Lemat 3.4 Jezeli v jest N-kietkiem, to
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Dowdd. Niech (v;) bedzie rozkladem ~ na gatezie. Z Lematu 2.3 wynika, ze
d(vi,x) = d(vy,x) oraz d(vi,y) = d(v,y) dla wszystkich wskaznikéw i. Stosujgc
Wiasnosé 3.3 do galezi y; stwierdzamy, ze A, ,(7;) jest diagramem elementarnym

ggg; a zatem Ay, (v) = Y, Ay y(7s) jest réwniez elementarny na

o inklinacji
mocy Wiasnosci 3.1. “Licznik” i “mianownik” ulamka Teissiera A, ,(y) sg réwne
>i(visy)o = (v,y)o oraz Y. (vi,x)o = (7, )o. To dowodzi lematu.

Lemat 3.5 Niech v bedzie kiatkiem osobliwym. Jezeli wszystkie diagramy A, ()
gdzie (z,y) przebiega mapy scentrowane w 0 sq elementarne, to 7 jest N-kietkiem.

Dowéd. Niech (7;) beda galeziami v. Wobec Lematu 2.3 wystarczy sprawdzié, ze
dla kazdej gatezi A\ funkcja i — d(vy;, A) jest stala. Obierzmy mape (z,y) taka,
ze {x = 0} i v sg transwersalne oraz A = {y = 0}. Jest wigc A, , () =
{m(’Yi)d(VuL)

m(7;)
mocy zalozenia lematu. Wynika stad, ze inklinacje diagraméw A, (i), réwne
d(7i, ) sa jednakowe na mocy Whasnosé 3.1.

} oraz Ay () = >, Az y(7i) jest diagramem elementarnym na

Dowéd Twierdzenia 1.4. Twierdzenie wynika bezposrednio z Lematéow 3.4
oraz 3.5.

Podamy teraz dowdd Twierdzenia 1.5. Niech v, § bedg kietkami N-réwnowaznymi.
Istniejg zatem rozklady v = JI_, v, 6 = |J]_, 6; na N-kielki ; oraz §; takie, ze
(i) m(yi) = m(d)
(i) d'(vi,75) = d'(6i,65)
Ustalmy mape (z,y). Pomijajac trywialny przypadek, gdy obie krzywe gladkie

{z = 0} i {y = 0} sg transwersalne do v mozemy zalozyé, ze v i {y = 0} nie sg
transwersalne. Mamy

0 a0 =3 () - (R

na podstawie Wiasnosci 3.2 i Lematu 3.4. Na mocy Twierdzenia 2.9 stwierdzamy,
ze istnieja kielki gladkie {z = 0} oraz {w = 0} takie, ze

dla ¢ = 1,...,s. Poniewaz v oraz {y = 0} nie sg transwersalne zatem istnieje

wskaznik ig € [1,s] taki, ze d(vi,,y) > 1. Jest wtedy d(v4,2) = 1 bo v;, ma
jedng styczng za$ {& = 0} i {y = 0} sa transwersalne. Z relacji (2) wnosimy,
ze d(8;y,w) > 1 oraz d(d;,,2) = 1. Stosujac nieréwnosé (ds) do kietkéw {z = 0},
{w = 0} 1 0;, stwierdzamy, ze d(z,w) = 1 a wigc {z = 0}, {w = 0} sg transwersalne.
Mamy teraz

_ N~ fGnwlol _ [ m(0:)d(0s,w)
i réwnos$é A, ,(v) = A, (6) wynika z (1) i (3).
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ON THE STABILITY OF THE NEWTON BOUNDARY

For any plane curve germ v at a fixed point 0 of a complex smooth surface and
for any chart (z,y) centered at 0 we consider the Newton diagram A, ,(y) C R2.
Let N (v) be the set of Newton diagrams A, ,(y) where (z,y) runs over all charts
(z,y). In the paper we prove that if v and § are equivalent then N (v) = N ().
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