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Wstep

Wielomian jednej zmiennej stopnia d > 0 o wspoélczynnikach w dowolnym ciele

K ma w tym ciele co najwyzej d pierwiastkéw. Uogdlnieniem tego elementarnego

faktu na przypadek uktadéw réwnan jest nieréwnosé¢ Bezouta: uklad n réwnan

wielomianowych stopni di,...,d, > 0 o n niewiadomych, o wspdlczynnikach w
n

ciele algebraicznie domknietym K ma w przestrzeni K™ co najwyzej H d; rozwiazan
i=1
izolowanych w topologii Zariskiego. Zalozenia o algebraicznej doniknietoéci K nie
mozna opusci¢: Fulton podatl w swojej stynnej monografii “Intersection Theory”
przyklad ukladu réwnan wielomianowych o wspdtczynnikach w R posiadajacego w
R™ skonczony zbiér rozwiazan nie spelniajacy podanego wyzej oszacowania. W tym
artykule wprowadzamy pojecie rozwiazania algebraicznie izolowanego dla uktadow
réwnan o wspolczynnikach w dowolnym ciele K i dowodzimy stosujac elementarne
twierdzenie Perrona i standardowe fakty z algebry przemiennej nieréwnosci Bezouta
dla liczby rozwiazan algebraicznie izolowanych. Czytelnik moze poréwnaé nasze
ujecie z podejsciem S. S. Abhyankara [2], ktéry stosuje wielomian Hilberta dla
oszacowania liczby minimalnych idealéw pierwszych w piersécieniu z gradacja oraz
z metodami analizy zespolonej zastosowanymi przez K. Ruska i T. Winiarskiego
[8] w przypadku K = C. Szczegbtowy wyklad twierdzenia Perrona mozna znalezé
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w [4]. Przyklad Fultona jest opisany w artykule [7]. W calym artykule K jest
dowolnym cialem. Pierscien wielomianéw o wspotczynnikach w K n zmiennych
x = (z1,...,2,) oznaczamy K[x|. Gdy P € K[x] to deg P jest stopniem P a P™
forma wiodaca wielomianu P.

1 Rozwiazania algebraicznie izolowane

Dla kazdego punktu a € K" rozwazamy pierscieri O(K”, a) tego punktu utworzony
przez wszystkie funkcje wymierne dajace sie przedstawi¢ w postaci % gdzie R, S €
K[x], S(a) # 0. Niech F' = (Fy,...,F,) € K[x]" bedzie ciagiem wielomianéw
dodatnich stopni di,...,d, > 0. Punkt a € K" bedziemy nazywaé¢ rozwiazaniem
geometrycznie izolowanym ukladu F' = 0 gdy istnieje zbior otwarty Zariskiego
U C K" taki, ze a jest jedynym rozwiazaniem uktadu F' = 0 w zbiorze U. Latwo
sprawdzi¢, ze jesli uklad F' = 0 ma skoriczony zbiér rozwigzan w K" gdzie K jest
cialem nieskoniczonym to rozwiazania tego uktadu sa geometrycznie izolowane.

Definicja 1.1 Punkt a € K" nazywamy algebraicznie izolowanym rozwigzaniem
uktadu F = 0 gdy F(a) = 0 oraz gdy ideal generowany przez wielomiany Fi, ..., F,
w O(K™, a) ma kowymiar skoriczony.

Latwo ustali¢ zwiazek miedzy obu pojeciami.

Wiasnosé 1.2 Kazde rozwiqzanie algebraicznie izolowane uktadu F = 0 jest geo-
metrycznie izolowane. Gdy ciato K jest algebraicznie domkniete to prawdziwa jest
implikacja odwrotna: kazde rozwigzanie geometrycznie izolowane jest algebraicznie
izolowane.

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze a = 0. Jedyny ideal maksymalny pierscienia O(K™, 0)
jest generowany przez zmienne x1, ..., Z,. Latwo zauwazy¢, ze rozwiazanie O jest
algebraicznie izolowane dokladnie wtedy, gdy istnieje liczba calkowita p > 0 taka,
ze S(x)x = Y77 Rij(x)Fj(x) w K[x] przy czym S(x) # 0.

Jezeli wiec U jest zbiorem okreslonym nieréwnoscia S(x) # 0 to uklad FF =0
ma w U jedynie rozwiazanie x = 0. Zalézmy, ze 0 jest jedynym rozwiazaniem
uktadu w zbiorze otwartym U C K". Zmniejszajac ewentualnie U mozemy zalozy¢,
ze istnieje wielomian @ taki, ze U jest okreslony nieréwnoscia Q(x) # 0. Poniewaz
0 € U zatem Q(0) # 0. Wielomiany z;Q zeruja sie¢ na zbiorze rozwiazan uktadu
F = 0. Zatem na mocy twierdzenia Hilberta o zerach istnieje liczba catkowita

g > 0 taka, ze (Q(x)z;)? dla i = 1,...,n leza w ideale pierscienia wielomianéw
generowanym przez Fi, ..., F,. Stad 0 jest rozwigzaniem algebraicznie izolowanym
ukladu F' = 0.

Wiasnosé “a € K™ jest rozwiazaniem algebraicznie izolowanym uktadu F = 0"
zachowuje sie przy rozszerzeniu ciala K:

Wiasno$é 1.3 Jezeli L jest rozszerzeniem ciala K oraz ideal (Fi,. .., F,)O(L", a)
jest kowymiaru skoriczonego to réwniez ideat (Fy,. .., F,)O(K™, a) jest kowymiaru
skoniczonego.
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Dowdd. Niech(e, : w € Q) bedzie baza Hamela ciala L jako przestrzeni wektoro-
wej nad K. Zatem kazdy wielomian P(x) € L[x] ma jednoznaczne przedstawienie
postaci P(x) = .o Pu(X)e, (suma o no$niku skofczonym) gdzie P, (x) € K[x].
Zalézmy dla prostoty, ze a = 0. Podobnie jak w dowodzie Wiasnosci 1.2 otrzymu-
jemy relacje S(x)a} = >0 Rij(x)Fj(x) gdzie S(x), Rij(x) € L[x] oraz S(0) # 0.
Przedstawiajac wielomiany S(x), R;;(x) jako kombinacje liniowe takie jak opisana
wyzej dla wielomianu P(x) otrzymujemy analogiczne relacje o wspélczynnikach w
K co dowodzi, ze ideal (F1,..., F,)O(K", 0) ma kowymiar skoriczony.

Dowody dwéch wlasno$ci podanych nizej przedstawimy w §3 tego artykutu.
Rozwiazanie a € K" uktadu F = 0 nazywamy niezdegenerowanym gdy

det (2 (a)) #0.

Wilasnosé 1.4 KaZde rozwiqzanie niezdegenerowane uktadu F' = 0 jest rozwiqza-
niem algebraicznie izolowanym.

Dla kazdego ciagu wielomianéw F = (F4,..., F,) dodatnich stopni oznaczmy
Ft = (Ff,...,FF). Oczywiscie 0 jest rozwiazaniem ukladu jednorodnego F+ = 0.
Powiemy, ze uklad F' = 0 jest normalny gdy O jest rozwiazaniem algebraicznie
izolowanym uktadu F'™ = 0. Wéwezas uktad F'™ = 0 nie ma niezerowych rozwiazaii
w K™

Wiasnosé 1.5 Jezeli uktad F = 0 jest normalny to kazde rozwiazanie tego uktadu
jest algebraicznie izolowane.

2 Nierownosé Bezouta

Podobnie jak wyzej F = (Fy,...,F,) jest ciagiem wielomianéw dodatnich stopni
di,...,d, > 0 o wspdlczynnikach w ustalonym ciele K.

n
Twierdzenie 2.1 Uktad F' = 0 ma co najwyzej H d; rozwigzan algebraicznie izo-

i=1
n

lowanych. Jezeli istnieje Hdi rozwiqzan algebraicznie izolowanych tego uktadu to
i=1
wszystkie te rozwigzania sq niezdegenerowane a uktad jest normalny.

Dowdd powyzszego twierdzenia podajemy w §4 tego artykulu. Zanotujmy jesz-
cze wniosek z T'wierdzenia 2.1 oraz Wlasnosci 1.5.
n
Whiosek 2.2 Jesli uktad F' =0 ma Hdi rozwigzan algebraicznie izolowanych to
i=1
kazde rozwigzanie ukladu jest algebraicznie izolowane.

W przypadku cial algebraicznie domknietych Twierdzeniu 2.1 mozna nadaé
postac
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Whniosek 2.3 Jezeli K jest ciatem algebraicznie domknietym to uktad F' = 0 ma co

n n
najwyzej H d; rozwiqzarn geometrycznie izolowanych. Gdy istnieje doktadnie H d;

i=1 i=1
takich rozwiqzan to sq one niezdegenerowane i uktad jednorodny F* =0 ma w K"
wytacznie rozwiazanie x = 0.

Dowdd. 7 Wlasnosci 1.2 wiemy, ze gdy cialo K jest algebraicznie domkniete to ter-
miny “rozwiazanie geometrycznie izolowane” oraz “rozwiazanie algebraicznie izo-
lowane” oznaczaja to samo. Stad i z Twierdzenia 2.1 wynika wniosek.

Uwaga 2.4 Z Wniosku 2.3 wynika, ze jesli uklad F' = 0 o wspodlczynnikach w ciele

algebraicznie domknietym ma skoriczona liczbe N rozwigzan to N < H d;.
=1

Pokazemy jeszcze, ze w Twierdzeniu 2.1 zalozenia “algebraicznie izolowane” nie
mozna zastapi¢ slabszym zalozeniem “geometrycznie izolowane”.

Przykiad 2.5 Przyjmijmy K = R i niech 0 < m < n beda liczbami calkowitymi.
Niech aq,...,a,, oraz by, ...,b, beda réznowartosciowymi ciagami liczb rzeczywi-
stych. Przyjmijmy

Fi(z,y,2) = [(z—a) (& —an)+[(y —brz)- (y — buz)]?,
Fy(z,y,2) = =xz,
FZ(x7yaZ) = Yz,

oraz F = (Fy, Fy, F3). Jest wiec dy = 2n, dy = d3 = 2 oraz [[,d; = 8n. Uklad
F =0 ma mn rozwiazaii w R®. Sa to tréjki postaci (a;,a;b;,0) (i =1,...,m;j =
1,...,n). Natomiast uklad jednorodny F* = 0 ma n rozwiazan w P?(R). Sa to
(1:b;:0) (j =1,...,n). Dla m = 8 dostajemy uklad, ktéry ma [[d; = 8n
rozwigzan w R3 ale rozwiazania te sa zdegenerowane i uklad nie jest normalny.

3 Parametry pierscieni szeregéw potegowych

Niech K][x]] bedzie pierécieniem formalnych szeregdéw potegowych n zmiennych x =
(z1,...,2n) 0 wspllczynnikach w ciele K. Ciag formalnych szeregéw potegowych
O = (Dq,...,D,) € K[[x]]" bez stalych wyrazéw jest systemem parametréw (s.p.)
pierécienia K[[x]] gdy ideal generowany przez szeregi @1, ..., ®,, w K[[x]] ma kowy-
miar skonczony. Latwo sprawdzi¢, ze ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy ideal
ten zawiera wszystkie jednomiany dostatecznie wysokiego stopnia (réwnowaznie:
zawiera dostatecznie wysokie potegi zmiennych zi,...,z,). W dalszym ciagu
pierdcien O(K", a) utozsamiamy z podpierscieniem pierscienia K|[[x]] identyfikujac
funkcje wymierne regularne w punkcie a z ich formalnymi szeregami Taylora.
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Lemat 3.1 Niech F = (Fy,..., F,) bedzie ciggiem wielomiandw n zmiennych x =
(X1,...,2pn) 0 wspdlezynnikach w ciele K i niech a = (ay,...,a,) € K". Wiwczas
punkt a jest rozwigzaniem algebraicznie izolowanym uktadu F = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy szeregi Fi(a+x), ..., F,(a+ x) tworzq system parametréw pierscienia

K{[x]].

Dowdd. Implikacja “=" jest oczywista. Implikacja w kierunku przeciwnym wynika
z klasycznego twierdzenia Krulla:

rownanie liniowe o wspolczynnikach wielomianowych ma rozwiqzanie w
pierscieniu O(K™,0) gdy ma rozwiqzanie w K[[x]] (por. [3]).
Uzyteczne sa nastepujace charakteryzacje parametrow.

Lemat 3.2 Niech ® = (®4,...,P,) bedzie ciagiem szeregow bez stalych wyrazow.
Wtedy nastepujace warunki sq réwnowazne

(i) ®1,...,P, jest s.p. pierscienia K[[x]],

(i) rozszerzenie K[[x]] D K[[®1, ..., P,]] jest skoriczonym modutem,
(iii) rozszerzenie K[[x]] D K[[®1, ..., D,]] jest rozszerzeniem catkowitym,
(iv) zmienne x; (i =1,...,n) sq catkowitymi elementami nad K[[®1,...,D,]].

Dowdd. Implikacja (i) = (i) bywa nazywana uogdlnionym twierdzeniem przygoto-
wawczym. Jej dowdd Czytelnik znajdzie w artykule [7], Dodatek D. Rozpatrujemy
tam przypadek dwoch zmiennych, rozumowanie przenosi sie bez istotnych zmian
na przypadek ogdlny.

Implikacja (4) = (i) to dobrze znany elementarny fakt algebraiczny. Wyni-
kanie (4) = (iv) jest banalne.

Aby sprawdzié¢, ze () = (i) rozwazmy minimalne réwnania zaleznosci
catkowitej: @ + a;1(®)x ! + - + a;n(®) = 0 (i = 1,...,4). Latwo spraw-
dzié, ze a;;(0) =0dlai,j =1,...,n a wiec potegi x;" leza w ideale generowanym
przez szeregi @1, ..., P, co konczy dowdd.

Mozemy teraz dowies¢ dwie wlasnosci rozwiazan algebraicznie izolowanych za-
powiedziane w §1 artykutu.

Dowod wtasnosci 1.4. Mozemy przyja¢, ze a = 0. Na mocy zalozenia

det (gf? (0)) # 0. Stosujac twierdzenie o funkcjach uwiktanych stwierdzamy, ze
K[[F1,..., F.]] = K[[x]] a wiec ciag F1, ..., F, jest s.p. pierscienia K[[x]]. Na mocy
Lematu 3.1 punkt 0 jest rozwiazaniem algebraicznie izolowanym uktadu F' = 0.

Dowdd wlasno$ci 1.5. Niech a € K" bedzie rozwigzaniem ukladu F' = 0. Za-
uwazmy, ze uklad F(x) = 0 jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy uktad
F(a+ x) = 0 jest normalny bo przesuniecie x’ = x + a nie ma wplywu na czesé
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wiodaca wielomianu n zmiennych. Mozemy wiec zalozy¢, ze a = 0. Z normalnosci
ukladu F' = 0 wynika, ze rozszerzenie K[x] D K[Fi, ..., F),] jest rozszerzeniem
catkowitym (por. [9]). W szczegblnosci zmienne z; sg catkowite nad K[Fy, ..., F,]
a tym bardziej nad K[[F1,..., Fy]]. Z Lematu 3.1 wynika, ze 0 jest rozwiazaniem
algebraicznie izolowanym ukladu F' = 0 co dowodzi wlasnosci.

4 Dowdd nieré6wnosci Bezouta.

Nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy zalozyé, ze cialo K jest nieskonczone.
Uzyteczny jest

Lemat 4.1 Dla kazdego skonczonego zbioru S C K" istnieje n form liniowych
L =cpz1+ -+ cnxn € K[X] (1 =1,...,n) liniowo niezaleznych rozdzielajacych
punkty zbioru S.

Dowdd. Niech a;, = (ak1,...,axn,) (k=1,...,N) bedzie ciagiem réznych punktéw
zbioru S. Rozwazmy n? nowych zmiennych z = (z;5) (i,j = 1,...,n) oraz wielo-

mian
n

(det(zi;]) H H (zir(arr —an) + -+ + zin(agn — ain)) € Klz].
i=1 k<l

Jest to niezerowy wielomian n? zmiennych z = (zi5) o wspélczynnikach w ciele K.

Poniewaz K jest cialem nieskonczonym funkcja wyznaczona przez ten wielomian jest
niezerowa. Istnieja wiec stale ¢;; € K (4,7 = 1,...,n) takie, ze po podstawieniu
cij na miejsce z;; otrzymujemy niezerowy element ciala K. Formy liniowe L; =
ci1t1 + -+ cinxy (1 =1,...,n) sa liniowo niezalezne i rozdzielaja punkty zbioru

S.

Rozwazmy teraz ciag n + 1 wielomianéw Fi,...,F,, Fh,y1 € Kx], x =
(z1,...,2y,) dodatnich stopni dy,...,d,,d,+1 > 0. Jezeli wielomiany Fy, ..., F,
sa algebraicznie niezalezne to istnieje jedyny (z doktadnoscia do statego niezero-
wego czynnika) (niezerowy) nierozktadalny wielomian P = P(y1,...,Yn,Yn+1) €
Kly1, ..., Ynt1] taki, ze P(F1,..., Fp, Fry1) = 0 w K[x]. Wielomian ten nazywamy
wielomianem minimalnym ciagu Fi, ..., Fi41.

Lemat 4.2 Przy powyzszych oznaczeniach i zalozeniach wielomian minimalny P
ma wtasnosé Perrona: jezeli waga y; = d; dlai = 1,...,n+ 1 to waga P <
dy - dpyr.

Dowdd (nalezacy do O. Perrona) tego lematu Czytelnik znajdzie w artykule [4].

Mozemy teraz podaé

Dowdd Twierdzenia 2.1. Mozemy zalozy¢, ze uklad F' = 0 ma co najmniej jedno
rozwiazanie algebraicznie izolowane. Wynika stad, ze szeregi Fy(a+x),..., F,(a+
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X) tworza s.p. pierscienia K[[x]] dla pewnego a € K" a wiec sa algebraicznie
niezalezne na mocy twierdzenia o algebraicznej niezaleznodci parametréw (por.
[9]). Zatem wielomiany F1,..., F, sa algebraicznie niezalezne i dla kazdego wie-
lomianu F,4; € K[x] stopnia > 0 mozna rozwazaé¢ wielomian minimalny ciagu
Fy,...,F,,F,+1. Rozwazmy ciag N > 0 rozwiazan algebraicznie izolowanych
aj,...ay ukltadu F' = 0. Poniewaz cialo K jest nieskoniczone istnieje forma li-
niowa Fj, 11 = c121 + - - - + ¢, T, rozdzielajaca rozwiagzania ag,...,ay. Oznaczmy
Y = (W1,.-.,yn) iniech P(y,yns1) = Po(y)yid, + Pi(y)yasi + -+ Pa(y) bedzie
wielomianem minimalnym ciagu Fi, ..., Fy, Fii1.

Jest d < di---,d, na mocy Lematu 4.2. Z zalozenia, ze a; (i = 1,...,N)
sa rozwiazaniami algebraicznie izolowanymi wynika (Lemat 3.1), ze szeregi
Fi(a; +x),...,Fu(a; + x) tworza s.p. a wiec rozszerzenia

(1) K(x]] > K[[F(a; +x)]] (i=1,...,N)

sa rozszerzeniami catkowitymi (Lemat 3.2). Istnieje wiec dla kazdegoi =1,..., N
wielomian wyrézniony nierozkladalny Q;(y, yn+1) = yni1 + Qﬂ(y)y;ﬁf + -+
Qim () € K{[yl][yn+1] taki, ze

(2) Qi(F(a; +x),Fpt1(x))=0 dla i=1,...,N.

Z warunku P(F(x), Fj,+1(x)) = 0 wynika, ze

(3) P(F(a; +x), Fpp1(x) + F1(a;)) =0

a wiec wielomian Q;(y, yn+1) dzieli P(y, Fr+1(a;) + yny1) dlai=1,..., N a stad
(4) wielomian Q;(y, Yn+1 — Fn+1(a;)) dzieli wielomian P(y, yn+1)

w pierdcieniu K[y]][yn+1]-
Wielomiany Q;(y, yn+1 — Fnr1(a;)) sa wzglednie pierwsze i jak tatwo zauwazy¢
sg parami liniowo niezalezne (Fy41(a;) # Fn41(a;) dla i # j!). Zatem relacje (4)
implikuja
N

(5) H Qi(Y; Ynt1 — Foy1(ai)) dzieli P(y,yn+1) w K[[y]][yn+1]-

Poréwnanie stopni wzgledem y,,+1 daje
N

(6) N<Y m <d<dy--dy.
i=1

co dowodzi pierwszej czesci Twierdzenia 2.1.

Aby sprawdzi¢ druga cze$é¢ twierdzenia zaldézmy, ze istnieje N = dy---d,
rozwiazan algebraicznie izolowanych uktadu F' = 0. Z warunku (6) wynika, ze
wtedy m; = 1 tzn. Qi(Y,Yn+1) = Yn+1 + Qi1 (y) a wiec Frpq € K[[F(a; + x)]].
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Relacja ta ma miejsce dla dowolnej formy liniowej Fj,;1 rozdzielajacej punkty a;
a wiec na mocy Lematu 4.1 pierscien K[[F(a; + x)]] zawiera n form liniowych li-
niowo niezaleznych. Stad K[[F'(a; +x)]] = K[[x]] a wiec jak latwo sprawdzi¢ a; jest
rozwigzaniem niezdegenerowanym ukiadu F' = 0.

Pozostaje sprawdzié, ze jesli N = H?zl d; to uklad F' = 0 jest normalny. Z
Lematu 4.2 wynika, ze jesli N =[]}, d;, to wielomian minimalny P(y,yn1) jest
unormowany wzgledem y,, 11 stopniad = N = [[!_, d;. Po wymnozeniu przez stala
mozna przyjaé, ze P(y,yYnt1) = yi 4 + P (y)yil% + -+ + Py(y). Niech P bedzie
suma jednomianéw wystepujacych w P wagi [[1_, di. Zatem P(y,yni1) =y, +
P, (y)ygﬂ + 4 Pd(y) gdzie Pl(y) jest forma quasi-jednorodng wagi i. Ponadto
z warunku P(Fy(x),...,Fn41(x)) = 0 wynika relacja P(F}",..., Ff, Fy1) = 0
a wiec forma liniowa F,y; jest calkowita nad pierécieniem K[[F;", ..., Ff]]. Z
Lematu 4.2 wynika, Ze istnieje n form liniowych liniowo niezaleznych calkowitych
nad K[[F}", ..., F;f]]. Stad wnioskujemy, ze rozszerzenie K[[x]] D K[[F}",..., F}]]
jest catkowite a wiec O jest rozwiazaniem algebraicznie izolowanym ukladu F* = 0.
To dowodzi twierdzenia.
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ON BEZOUT’S INEQUALITY

Summary. Let F; =0, 1 < ¢ < n be a system of n polynomial equations of degrees
d; > 0,1 < i < ninn variables with coefficients in an arbitrary field K. We give a
simple proof (without using the intersection theory) of Bezout’s inequality:

the number of algebraically isolated solutions of the system under con-
siderations is less then or equal to the product of degrees [, d;.

We check also that if there is ]}, d; algebraically isolated solutions then all these
solutions are nondegenerate and the system F; = 0, 1 < ¢ < n is normal i.e. has
no solutions at infinity.
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