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Wielomian jednej zmiennej stopnia d > 0 o wspó lczynnikach w dowolnym ciele
K ma w tym ciele co najwyżej d pierwiastków. Uogólnieniem tego elementarnego
faktu na przypadek uk ladów równań jest nierówność Bezouta: uk lad n równań
wielomianowych stopni d1, . . . , dn > 0 o n niewiadomych, o wspó lczynnikach w

ciele algebraicznie domkni ↪etym K ma w przestrzeni Kn co najwyżej
n∏

i=1

di rozwi ↪azań

izolowanych w topologii Zariskiego. Za lożenia o algebraicznej domkni ↪etości K nie
można opuścić: Fulton poda l w swojej s lynnej monografii “Intersection Theory”
przyk lad uk ladu równań wielomianowych o wspó lczynnikach w R posiadaj ↪acego w
Rn skończony zbiór rozwi ↪azań nie spe lniaj ↪acy podanego wyżej oszacowania. W tym
artykule wprowadzamy poj ↪ecie rozwi ↪azania algebraicznie izolowanego dla uk ladów
równań o wspó lczynnikach w dowolnym ciele K i dowodzimy stosuj ↪ac elementarne
twierdzenie Perrona i standardowe fakty z algebry przemiennej nierówności Bezouta
dla liczby rozwi ↪azań algebraicznie izolowanych. Czytelnik może porównać nasze
uj ↪ecie z podej́sciem S. S. Abhyankara [2], który stosuje wielomian Hilberta dla
oszacowania liczby minimalnych idea lów pierwszych w pierścieniu z gradacj ↪a oraz
z metodami analizy zespolonej zastosowanymi przez K. Ruska i T. Winiarskiego
[8] w przypadku K = C. Szczegó lowy wyk lad twierdzenia Perrona można znaleźć
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w [4]. Przyk lad Fultona jest opisany w artykule [7]. W ca lym artykule K jest
dowolnym cia lem. Pierścień wielomianów o wspó lczynnikach w K n zmiennych
x = (x1, . . . , xn) oznaczamy K[x]. Gdy P ∈ K[x] to degP jest stopniem P a P+

form ↪a wiod ↪ac ↪a wielomianu P .

1 Rozwi ↪azania algebraicznie izolowane

Dla każdego punktu a ∈ Kn rozważamy pierścień O(Kn,a) tego punktu utworzony
przez wszystkie funkcje wymierne daj ↪ace si ↪e przedstawić w postaci R

S gdzie R,S ∈
K[x], S(a) ̸= 0. Niech F = (F1, . . . , Fn) ∈ K[x]n b ↪edzie ci ↪agiem wielomianów
dodatnich stopni d1, . . . , dn > 0. Punkt a ∈ Kn b ↪edziemy nazywać rozwi ↪azaniem
geometrycznie izolowanym uk ladu F = 0 gdy istnieje zbiór otwarty Zariskiego
U ⊂ Kn taki, że a jest jedynym rozwi ↪azaniem uk ladu F = 0 w zbiorze U .  Latwo
sprawdzić, że jeśli uk lad F = 0 ma skończony zbiór rozwi ↪azań w Kn gdzie K jest
cia lem nieskończonym to rozwi ↪azania tego uk ladu s ↪a geometrycznie izolowane.

Definicja 1.1 Punkt a ∈ Kn nazywamy algebraicznie izolowanym rozwi ↪azaniem
uk ladu F = 0 gdy F (a) = 0 oraz gdy idea l generowany przez wielomiany F1, . . . , Fn

w O(Kn,a) ma kowymiar skończony.

 Latwo ustalić zwi ↪azek mi ↪edzy obu poj ↪eciami.

W lasność 1.2 Każde rozwi ↪azanie algebraicznie izolowane uk ladu F = 0 jest geo-
metrycznie izolowane. Gdy cia lo K jest algebraicznie domkni ↪ete to prawdziwa jest
implikacja odwrotna: każde rozwi ↪azanie geometrycznie izolowane jest algebraicznie
izolowane.

Dowód. Możemy za lożyć, że a = 0. Jedyny idea l maksymalny pierścienia O(Kn,0)
jest generowany przez zmienne x1, . . . , xn.  Latwo zauważyć, że rozwi ↪azanie 0 jest
algebraicznie izolowane dok ladnie wtedy, gdy istnieje liczba ca lkowita p > 0 taka,
że S(x)xp

i =
∑n

j=1 Rij(x)Fj(x) w K[x] przy czym S(x) ̸= 0.
Jeżeli wi ↪ec U jest zbiorem określonym nierówności ↪a S(x) ̸= 0 to uk lad F = 0

ma w U jedynie rozwi ↪azanie x = 0. Za lóżmy, że 0 jest jedynym rozwi ↪azaniem
uk ladu w zbiorze otwartym U ⊂ Kn. Zmniejszaj ↪ac ewentualnie U możemy za lożyć,
że istnieje wielomian Q taki, że U jest określony nierówności ↪a Q(x) ̸= 0. Ponieważ
0 ∈ U zatem Q(0) ̸= 0. Wielomiany xiQ zeruj ↪a si ↪e na zbiorze rozwi ↪azań uk ladu
F = 0. Zatem na mocy twierdzenia Hilberta o zerach istnieje liczba ca lkowita
q > 0 taka, ze (Q(x)xi)

q dla i = 1, . . . , n leż ↪a w ideale pierścienia wielomianów
generowanym przez F1, . . . , Fn. St ↪ad 0 jest rozwi ↪azaniem algebraicznie izolowanym
uk ladu F = 0.

W lasność “a ∈ Kn jest rozwi ↪azaniem algebraicznie izolowanym uk ladu F = 0”
zachowuje si ↪e przy rozszerzeniu cia la K:

W lasność 1.3 Jeżeli L jest rozszerzeniem cia la K oraz idea l (F1, . . . , Fn)O(Ln,a)
jest kowymiaru skończonego to również idea l (F1, . . . , Fn)O(Kn,a) jest kowymiaru
skończonego.
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Dowód. Niech(eω : ω ∈ Ω) b ↪edzie baz ↪a Hamela cia la L jako przestrzeni wektoro-
wej nad K. Zatem każdy wielomian P (x) ∈ L[x] ma jednoznaczne przedstawienie
postaci P (x) =

∑
ω∈Ω Pω(x)eω (suma o nośniku skończonym) gdzie Pω(x) ∈ K[x].

Za lóżmy dla prostoty, że a = 0. Podobnie jak w dowodzie W lasności 1.2 otrzymu-
jemy relacje S(x)xp

i =
∑n

j=1 Rij(x)Fj(x) gdzie S(x), Rij(x) ∈ L[x] oraz S(0) ̸= 0.
Przedstawiaj ↪ac wielomiany S(x), Rij(x) jako kombinacje liniowe takie jak opisana
wyżej dla wielomianu P (x) otrzymujemy analogiczne relacje o wspó lczynnikach w
K co dowodzi, że idea l (F1, . . . , Fn)O(Kn,0) ma kowymiar skończony.

Dowody dwóch w lasności podanych niżej przedstawimy w §3 tego artyku lu.
Rozwi ↪azanie a ∈ Kn uk ladu F = 0 nazywamy niezdegenerowanym gdy

det
(

∂Fi

∂xj
(a)

)
̸= 0.

W lasność 1.4 Każde rozwi ↪azanie niezdegenerowane uk ladu F = 0 jest rozwi ↪aza-
niem algebraicznie izolowanym.

Dla każdego ci ↪agu wielomianów F = (F1, . . . , Fn) dodatnich stopni oznaczmy
F+ = (F+

1 , . . . , F+
n ). Oczywíscie 0 jest rozwi ↪azaniem uk ladu jednorodnego F+ = 0.

Powiemy, ze uk lad F = 0 jest normalny gdy 0 jest rozwi ↪azaniem algebraicznie
izolowanym uk ladu F+ = 0. Wówczas uk lad F+ = 0 nie ma niezerowych rozwi ↪azań
w Kn.

W lasność 1.5 Jeżeli uk lad F = 0 jest normalny to każde rozwi ↪azanie tego uk ladu
jest algebraicznie izolowane.

2 Nierówność Bezouta

Podobnie jak wyżej F = (F1, . . . , Fn) jest ci ↪agiem wielomianów dodatnich stopni
d1, . . . , dn > 0 o wspó lczynnikach w ustalonym ciele K.

Twierdzenie 2.1 Uk lad F = 0 ma co najwyżej
n∏

i=1

di rozwi ↪azań algebraicznie izo-

lowanych. Jeżeli istnieje
n∏

i=1

di rozwi ↪azań algebraicznie izolowanych tego uk ladu to

wszystkie te rozwi ↪azania s ↪a niezdegenerowane a uk lad jest normalny.

Dowód powyższego twierdzenia podajemy w §4 tego artyku lu. Zanotujmy jesz-
cze wniosek z Twierdzenia 2.1 oraz W lasności 1.5.

Wniosek 2.2 Jeśli uk lad F = 0 ma
n∏

i=1

di rozwi ↪azań algebraicznie izolowanych to

każde rozwi ↪azanie uk ladu jest algebraicznie izolowane.

W przypadku cia l algebraicznie domkni ↪etych Twierdzeniu 2.1 można nadać
postać
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Wniosek 2.3 Jeżeli K jest cia lem algebraicznie domkni ↪etym to uk lad F = 0 ma co

najwyżej
n∏

i=1

di rozwi ↪azań geometrycznie izolowanych. Gdy istnieje dok ladnie
n∏

i=1

di

takich rozwi ↪azań to s ↪a one niezdegenerowane i uk lad jednorodny F+ = 0 ma w Kn

wy l ↪acznie rozwi ↪azanie x = 0.

Dowód. Z W lasności 1.2 wiemy, że gdy cia lo K jest algebraicznie domkni ↪ete to ter-
miny “rozwi ↪azanie geometrycznie izolowane” oraz “rozwi ↪azanie algebraicznie izo-
lowane” oznaczaj ↪a to samo. St ↪ad i z Twierdzenia 2.1 wynika wniosek.

Uwaga 2.4 Z Wniosku 2.3 wynika, że jeśli uk lad F = 0 o wspó lczynnikach w ciele

algebraicznie domkni ↪etym ma skończon ↪a liczb ↪e N rozwi ↪azań to N 6
n∏

i=1

di.

Pokażemy jeszcze, że w Twierdzeniu 2.1 za lożenia “algebraicznie izolowane” nie
można zast ↪apić s labszym za lożeniem “geometrycznie izolowane”.

Przyk lad 2.5 Przyjmijmy K = R i niech 0 < m < n b ↪ed ↪a liczbami ca lkowitymi.
Niech a1, . . . , am oraz b1, . . . , bn b ↪ed ↪a różnowartościowymi ci ↪agami liczb rzeczywi-
stych. Przyjmijmy

F1(x, y, z) = [(x− a1) · · · (x− am)]2 + [(y − b1x) · · · (y − bnx)]2,

F2(x, y, z) = xz,

F2(x, y, z) = yz,

oraz F = (F1, F2, F3). Jest wi ↪ec d1 = 2n, d2 = d3 = 2 oraz
∏

i di = 8n. Uk lad
F = 0 ma mn rozwi ↪azań w R3. S ↪a to trójki postaci (ai, aibj , 0) (i = 1, . . . ,m; j =
1, . . . , n). Natomiast uk lad jednorodny F+ = 0 ma n rozwi ↪azań w P2(R). S ↪a to
(1 : bj : 0) (j = 1, . . . , n). Dla m = 8 dostajemy uk lad, który ma

∏
di = 8n

rozwi ↪azań w R3 ale rozwi ↪azania te s ↪a zdegenerowane i uk lad nie jest normalny.

3 Parametry pierścieni szeregów pot ↪egowych

Niech K[[x]] b ↪edzie pierścieniem formalnych szeregów pot ↪egowych n zmiennych x =
(x1, . . . , xn) o wspó lczynnikach w ciele K. Ci ↪ag formalnych szeregów pot ↪egowych
Φ = (Φ1, . . . ,Φn) ∈ K[[x]]n bez sta lych wyrazów jest systemem parametrów (s.p.)
pierścienia K[[x]] gdy idea l generowany przez szeregi Φ1, . . . ,Φn w K[[x]] ma kowy-
miar skończony.  Latwo sprawdzić, że ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy idea l
ten zawiera wszystkie jednomiany dostatecznie wysokiego stopnia (równoważnie:
zawiera dostatecznie wysokie pot ↪egi zmiennych x1, . . . , xn). W dalszym ci ↪agu
pierścień O(Kn,a) utożsamiamy z podpierścieniem pierścienia K[[x]] identyfikuj ↪ac
funkcje wymierne regularne w punkcie a z ich formalnymi szeregami Taylora.
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Lemat 3.1 Niech F = (F1, . . . , Fn) b ↪edzie ci ↪agiem wielomianów n zmiennych x =
(x1, . . . , xn) o wspó lczynnikach w ciele K i niech a = (a1, . . . , an) ∈ Kn. Wówczas
punkt a jest rozwi ↪azaniem algebraicznie izolowanym uk ladu F = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy szeregi F1(a + x), . . . , Fn(a + x) tworz ↪a system parametrów pierścienia
K[[x]].

Dowód. Implikacja “⇒” jest oczywista. Implikacja w kierunku przeciwnym wynika
z klasycznego twierdzenia Krulla:

równanie liniowe o wspó lczynnikach wielomianowych ma rozwi ↪azanie w
pierścieniu O(Kn,0) gdy ma rozwi ↪azanie w K[[x]] (por. [3]).

Użyteczne s ↪a nast ↪epuj ↪ace charakteryzacje parametrów.

Lemat 3.2 Niech Φ = (Φ1, . . . ,Φn) b ↪edzie ci ↪agiem szeregów bez sta lych wyrazów.
Wtedy nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne

(i) Φ1, . . . ,Φn jest s.p. pierścienia K[[x]],

(ii) rozszerzenie K[[x]] ⊃ K[[Φ1, . . . ,Φn]] jest skończonym modu lem,

(iii) rozszerzenie K[[x]] ⊃ K[[Φ1, . . . ,Φn]] jest rozszerzeniem ca lkowitym,

(iv) zmienne xi (i = 1, . . . , n) s ↪a ca lkowitymi elementami nad K[[Φ1, . . . ,Φn]].

Dowód. Implikacja (i) ⇒ (ii) bywa nazywana uogólnionym twierdzeniem przygoto-
wawczym. Jej dowód Czytelnik znajdzie w artykule [7], Dodatek D. Rozpatrujemy
tam przypadek dwóch zmiennych, rozumowanie przenosi si ↪e bez istotnych zmian
na przypadek ogólny.

Implikacja (ii) ⇒ (iii) to dobrze znany elementarny fakt algebraiczny. Wyni-
kanie (iii) ⇒ (iv) jest banalne.

Aby sprawdzić, że (iv) ⇒ (i) rozważmy minimalne równania zależności
ca lkowitej: xni

i + ai1(Φ)xni−1
i + · · · + ain(Φ) = 0 (i = 1, . . . , i).  Latwo spraw-

dzić, że aij(0) = 0 dla i, j = 1, . . . , n a wi ↪ec pot ↪egi xni
i leż ↪a w ideale generowanym

przez szeregi Φ1, . . . ,Φn co kończy dowód.

Możemy teraz dowieść dwie w lasności rozwi ↪azań algebraicznie izolowanych za-
powiedziane w §1 artyku lu.

Dowód w lasności 1.4. Możemy przyj ↪ać, że a = 0. Na mocy za lożenia

det
(

∂Fi

∂xj
(0)

)
̸= 0. Stosuj ↪ac twierdzenie o funkcjach uwik lanych stwierdzamy, że

K[[F1, . . . , Fn]] = K[[x]] a wi ↪ec ci ↪ag F1, . . . , Fn jest s.p. pierścienia K[[x]]. Na mocy
Lematu 3.1 punkt 0 jest rozwi ↪azaniem algebraicznie izolowanym uk ladu F = 0.

Dowód w lasności 1.5. Niech a ∈ Kn b ↪edzie rozwi ↪azaniem uk ladu F = 0. Za-
uważmy, że uk lad F (x) = 0 jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy uk lad
F (a + x) = 0 jest normalny bo przesuni ↪ecie x′ = x + a nie ma wp lywu na cz ↪eść
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wiod ↪ac ↪a wielomianu n zmiennych. Możemy wi ↪ec za lożyć, że a = 0. Z normalności
uk ladu F = 0 wynika, że rozszerzenie K[x] ⊃ K[F1, . . . , Fn] jest rozszerzeniem
ca lkowitym (por. [9]). W szczególności zmienne xi s ↪a ca lkowite nad K[F1, . . . , Fn]
a tym bardziej nad K[[F1, . . . , Fn]]. Z Lematu 3.1 wynika, że 0 jest rozwi ↪azaniem
algebraicznie izolowanym uk ladu F = 0 co dowodzi w lasności.

4 Dowód nierówności Bezouta.

Nie zmniejszaj ↪ac ogólności możemy za lożyć, że cia lo K jest nieskończone.
Użyteczny jest

Lemat 4.1 Dla każdego skończonego zbioru S ⊂ Kn istnieje n form liniowych
Li = ci1x1 + · · · + cinxn ∈ K[x] (i = 1, . . . , n) liniowo niezależnych rozdzielaj ↪acych
punkty zbioru S.

Dowód. Niech ak = (ak1, . . . , ak,n) (k = 1, . . . , N) b ↪edzie ci ↪agiem różnych punktów
zbioru S. Rozważmy n2 nowych zmiennych z = (zij) (i, j = 1, . . . , n) oraz wielo-
mian

(det[zij ])
n∏

i=1

∏
k<l

(zi1(ak1 − al1) + · · · + zin(akn − aln)) ∈ K[z].

Jest to niezerowy wielomian n2 zmiennych z = (zij) o wspó lczynnikach w ciele K.
Ponieważ K jest cia lem nieskończonym funkcja wyznaczona przez ten wielomian jest
niezerowa. Istniej ↪a wi ↪ec sta le cij ∈ K (i, j = 1, . . . , n) takie, że po podstawieniu
cij na miejsce zij otrzymujemy niezerowy element cia la K. Formy liniowe Li =
ci1x1 + · · · + cinxn (i = 1, . . . , n) s ↪a liniowo niezależne i rozdzielaj ↪a punkty zbioru
S.

Rozważmy teraz ci ↪ag n + 1 wielomianów F1, . . . , Fn, Fn+1 ∈ K[x], x =
(x1, . . . , xn) dodatnich stopni d1, . . . , dn, dn+1 > 0. Jeżeli wielomiany F1, . . . , Fn

s ↪a algebraicznie niezależne to istnieje jedyny (z dok ladności ↪a do sta lego niezero-
wego czynnika) (niezerowy) nierozk ladalny wielomian P = P (y1, . . . , yn, yn+1) ∈
K[y1, . . . , yn+1] taki, że P (F1, . . . , Fn, Fn+1) = 0 w K[x]. Wielomian ten nazywamy
wielomianem minimalnym ci ↪agu F1, . . . , Fn+1.

Lemat 4.2 Przy powyższych oznaczeniach i za lożeniach wielomian minimalny P
ma w lasność Perrona: jeżeli waga yi = di dla i = 1, . . . , n + 1 to waga P 6
d1 · · · dn+1.

Dowód (należ ↪acy do O. Perrona) tego lematu Czytelnik znajdzie w artykule [4].

Możemy teraz podać

Dowód Twierdzenia 2.1. Możemy za lożyć, że uk lad F = 0 ma co najmniej jedno
rozwi ↪azanie algebraicznie izolowane. Wynika st ↪ad, że szeregi F1(a+x), . . . , Fn(a+
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x) tworz ↪a s.p. pierścienia K[[x]] dla pewnego a ∈ Kn a wi ↪ec s ↪a algebraicznie
niezależne na mocy twierdzenia o algebraicznej niezależności parametrów (por.
[9]). Zatem wielomiany F1, . . . , Fn s ↪a algebraicznie niezależne i dla każdego wie-
lomianu Fn+1 ∈ K[x] stopnia > 0 można rozważać wielomian minimalny ci ↪agu
F1, . . . , Fn, Fn+1. Rozważmy ci ↪ag N > 0 rozwi ↪azań algebraicznie izolowanych
a1, . . .aN uk ladu F = 0. Ponieważ cia lo K jest nieskończone istnieje forma li-
niowa Fn+1 = c1x1 + · · · + cnxn rozdzielaj ↪aca rozwi ↪azania a1, . . . ,aN . Oznaczmy
y = (y1, . . . , yn) i niech P (y, yn+1) = P0(y)ydn+1 + P1(y)yd−1

n+1 + · · · + Pd(y) b ↪edzie
wielomianem minimalnym ci ↪agu F1, . . . , Fn, Fn+1.

Jest d 6 d1 · · · , dn na mocy Lematu 4.2. Z za lożenia, że ai (i = 1, . . . , N)
s ↪a rozwi ↪azaniami algebraicznie izolowanymi wynika (Lemat 3.1), że szeregi
F1(ai + x), . . . , Fn(ai + x) tworz ↪a s.p. a wi ↪ec rozszerzenia

K[[x]] ⊃ K[[F (ai + x)]] (i = 1, . . . , N)(1)

s ↪a rozszerzeniami ca lkowitymi (Lemat 3.2). Istnieje wi ↪ec dla każdego i = 1, . . . , N
wielomian wyróżniony nierozk ladalny Qi(y, yn+1) = ymi

n+1 + Qi1(y)ymi−1
n+1 + · · · +

Qimi(y) ∈ K[[y]][yn+1] taki, że

Qi(F (ai + x), Fn+1(x)) = 0 dla i = 1, . . . , N.(2)

Z warunku P (F (x), Fn+1(x)) = 0 wynika, że

P (F (ai + x), Fn+1(x) + Fn+1(ai)) = 0(3)

a wi ↪ec wielomian Qi(y, yn+1) dzieli P (y, Fn+1(ai) + yn+1) dla i = 1, . . . , N a st ↪ad

wielomian Qi(y, yn+1 − Fn+1(ai)) dzieli wielomian P (y, yn+1)(4)

w pierścieniu K[[y]][yn+1].
Wielomiany Qi(y, yn+1−Fn+1(ai)) s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze i jak  latwo zauważyć

s ↪a parami liniowo niezależne (Fn+1(ai) ̸= Fn+1(aj) dla i ̸= j!). Zatem relacje (4)
implikuj ↪a

N∏
i=1

Qi(y, yn+1 − Fn+1(ai)) dzieli P (y, yn+1) w K[[y]][yn+1].(5)

Porównanie stopni wzgl ↪edem yn+1 daje

N 6
N∑
i=1

mi 6 d 6 d1 · · · dn.(6)

co dowodzi pierwszej cz ↪eści Twierdzenia 2.1.
Aby sprawdzić drug ↪a cz ↪eść twierdzenia za lóżmy, że istnieje N = d1 · · · dn

rozwi ↪azań algebraicznie izolowanych uk ladu F = 0. Z warunku (6) wynika, że
wtedy mi = 1 tzn. Qi(y, yn+1) = yn+1 + Qi1(y) a wi ↪ec Fn+1 ∈ K[[F (ai + x)]].
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Relacja ta ma miejsce dla dowolnej formy liniowej Fn+1 rozdzielaj ↪acej punkty ai

a wi ↪ec na mocy Lematu 4.1 pierścień K[[F (ai + x)]] zawiera n form liniowych li-
niowo niezależnych. St ↪ad K[[F (ai +x)]] = K[[x]] a wi ↪ec jak  latwo sprawdzić ai jest
rozwi ↪azaniem niezdegenerowanym uk ladu F = 0.

Pozostaje sprawdzić, że jeśli N =
∏n

i=1 di to uk lad F = 0 jest normalny. Z
Lematu 4.2 wynika, że jeśli N =

∏n
i=1 di, to wielomian minimalny P (y, yn+1) jest

unormowany wzgl ↪edem yn+1 stopnia d = N =
∏n

i=1 di. Po wymnożeniu przez sta l ↪a

można przyj ↪ać, że P (y, yn+1) = ydn+1 + P1(y)yd−1
n+1 + · · · + Pd(y). Niech P̃ b ↪edzie

sum ↪a jednomianów wyst ↪epuj ↪acych w P wagi
∏n

i=1 di. Zatem P̃ (y, yn+1) = ydn+1 +

P̃1(y)yd−1
n+1 + · · · + P̃d(y) gdzie P̃i(y) jest form ↪a quasi-jednorodn ↪a wagi i. Ponadto

z warunku P (F1(x), . . . , Fn+1(x)) = 0 wynika relacja P̃ (F+
1 , . . . , F+

n , Fn+1) = 0
a wi ↪ec forma liniowa Fn+1 jest ca lkowita nad pierścieniem K[[F+

1 , . . . , F+
n ]]. Z

Lematu 4.2 wynika, że istnieje n form liniowych liniowo niezależnych ca lkowitych
nad K[[F+

1 , . . . , F+
n ]]. St ↪ad wnioskujemy, że rozszerzenie K[[x]] ⊃ K[[F+

1 , . . . , F+
n ]]

jest ca lkowite a wi ↪ec 0 jest rozwiazaniem algebraicznie izolowanym uk ladu F+ = 0.
To dowodzi twierdzenia.
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On Bezout’s inequality

Summary. Let Fi = 0, 1 6 i 6 n be a system of n polynomial equations of degrees
di > 0, 1 6 i 6 n in n variables with coefficients in an arbitrary field K. We give a
simple proof (without using the intersection theory) of Bezout’s inequality:

the number of algebraically isolated solutions of the system under con-
siderations is less then or equal to the product of degrees

∏n
i=1 di.

We check also that if there is
∏n

i=1 di algebraically isolated solutions then all these
solutions are nondegenerate and the system Fi = 0, 1 6 i 6 n is normal i.e. has
no solutions at infinity.
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