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Celem tego opracowania jest przeglad prac o liczbie Milnora w charakterystyce
skonczonej [B-G-M], [D], [G-N], [GB-P bis], [H-R-S], [MH-W], [Ng], [P3]. Wszystkie
potrzebne pojecia i twierdzenia z lokalnej teorii krzywych algebraicznych Czytelnik
znajdzie w [P1].

Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym charakterystyki p > 0. Jezeli
f € K|[z,y]], to ord f resp. in f oznacza rzad (= krotnosé¢) resp. forme poczatkowa
szeregu f. Gdy ord f = 1, szereg f nazywamy parametrem regularnym. Gdy f # 0
oraz ord f > 1, to f nazywamy osobliwoscia. Krotnos¢ przeciecia szeregéw f,g
oznaczamy ig(f,g). Liczba Milnora u(f) szeregu f bez stalego wyrazu okreslona
jest wzorem

u(f) = dimgKllz, )] / (22,2).

Oz’ Oy

Jest wiec p(f) =io (%, %). Jezeli @ jest automorfizmem pierscienia K[|z, y]], to

w(f) = u(fo®). Jezeli p = char K > 0, to mozemy mieé u(f) = +oo ale p(g) < +oo
dla g = uf, u(0,0) # 0.

Przyktad: f = 2P + yP™! (p > 1) oraz u = 1 + .



30

1 Lemat Teissiera w charakterystyce p

Podstawowe wlasnosci liczby Milnora w charakterystyce 0 tatwo otrzymac stosujac
lemat Teissiera (cf. [CN-P]). Gdy charakterystyka jest dodatnia, lemat wymaga
dodatkowych zaltozen.

Dla kazdego zredukowanego szeregu f € K[[z, y]] (bez czynnikéw wielokrotnych)
i dla kazdego parametru regularnego ! definiujemy

P(f) = orol _ ga—i (krzywa polarna f wzgledem [) .

Gdy I = —bzx + ay, to Bi(f) = ag—i + b%‘ Dalej zakladamy, ze [ nie dzieli f.

Twierdzenie 1.1 ([P3], lemat Teissiera w charakterystyce p)
Zatozimy, ze

(i) do(l, f) # 0 (modp),
(ii) dla kazdego nierozkladalnego czynnika h szeregu Py(f): io(l,h) Z 0 (mod p).

Wtedy io(f, P(f)) < wu(f) +io(f,1) — 1, przy czym réwnosé zachodzi dokladnie
wtedy, gdy jest spetniony warunek

(iii) dla kazdego nierozkladalnego czynnika h szeregu Py(h): io(f,h) # 0 (modp).
Whiosek 1.2 ([T], lemat Teissiera w charakterystyce 0)
Gdy p =0, toio(f, Pu(f)) = u(f) +io(f,1) — 1.

2 Formula Milnora

Dla kazdego szeregu zredukowanego f € K][x,y]] definiujemy

o_Kux,yn/(f) ,

M = pelny pierscien ulamkéw pierécienia O
O = domkniecie catkowite pierécienia @ w M |
C = konduktor O w O,

5(/) = dinnO / 0.
() = dimgO / c.

Jest ¢(f) = 20(f) (twierdzenie Gorensteina). Potrzebne informacje na temat na
temat powyzszych pojeé Czytelnik znajdzie w [P1] i [G-L-S].
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Twierdzenie 2.1 (Formula Milnora, [Mi], [R])
Zakladamy, ze charK = 0. Wtedy dla kazdego szeregu zredukowanego f € K[[z,y]]:

u(f) =26(f) =r(f)+1,
gdzie r(f) jest liczbg czynnikdéw nierozkladalnych f.

W charakterystyce skonczonej formula nie jest prawdziwa. Deligne w [D] udowodnit
jednak

Twierdzenie 2.2 (Twierdzenie Deligne’a [D], [MH-W])
Dla kazdego szeregu zredukowanego f € K][x,y]] (K cialo dowolnej charakterystyki)
zachodzi nieréwnos$é

p(f) =26(f) —r(f)+1.
Ostatnio Greuel ze swoimi uczniami udowodnil

Twierdzenie 2.3 ([B-G-M)) Jezeli f € K|[z,y]] jest osobliwoscig niezdegenerowa-
ng w sensie Kouchnirenki, to

n(f) = 25(f) = r(f) +1.

Stosujac lemat Teissiera (w dowolnej charakterystyce) i dobrze znane wlasnosci
niezmiennikéw c(f), 6(f) (por. [P1]) mozna dowie$é zwiazku miedzy lematem Te-
issiera i formuta Milnora.

Twierdzenie 2.4 ([P3]) Niech f bedzie szeregiem zredukowanym oraz f = f1... fr
jego rozkladem na czynniki pierwsze. Zalozmy, ze istnieje parametr reqularny I taki,
zeig(fi, 1) Z0 (modp) dlai=1,...,r. Wtedy nastepujace warunki sg réwnowazne

(T) io(f, Pi(f)) = p(f) +io(f,1) — 1,
(M) p(f) =26(f) = r(f) + 1.

7 twierdzenia powyzszego wynika tatwo formula Milnora w charakterystyce 0. In-
nym latwym wnioskiem jest

Twierdzenie 2.5 ([Ng]) Niech p = charK > 0 i zaldzmy, ze istnieje parametr
regularny 1 taki, ze io(f,1) = ord f oraz io(f, Pi(f)) < p. Wtedy u(f) = 26(f) —
r(f)+1.

3 Liczba Milnora krzywych nierozkladalnych

Krzywa (lokalna) nierozkladalna nazywamy szereg nierozkladalny f € K[[z,y]].
Pélgrupa stowarzyszona z f, to podpdlgrupa I'(f) C N pélgrupy addytywnej N
zlozona z liczb io(f,g), gdzie g # 0 (mod f). Kazda pélgrupa I'(f) ma minimalny
ciag generatoréw f, . . ., Bg zdefiniowany nastepujaco:
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- Bo = minT(f) \ {0},
. Bk:mlnr(f)\(NBO++NBk—1) dlak:l?ag
- NWP(Bo, ..., Be) = 1.

Wyktad podstawowych wlasnosci potgrup stowarzyszonych z krzywymi nierozkta-
dalnymi Czytelnik znajdzie w [GB-P] (por. takze [G-L-S]).

Dla krzywej nierozkladalnej f formuta Milnora przyjmuje postaé u(f) = 246(f)
lub réwnowaznie u(f) = c¢(f). Nieréwnosé Deligne’a stwierdza, ze u(f) > c(f)
w dowolnej charakterystyce. W pracy [GB-P bis|] autorzy sformulowali nastepujaca
hipoteze

Hipoteza 3.1 Niech f bedzie krzywq nierozkladalng, T'(f) = NBo + ... + Nfg
polgrupg stowarzyszong z f. Niech p = charK. Wtedy nastepujgce warunki sq row-
nowazne

(i) Bx Z0(modp) dla k=0,1,...,g,
(i) pu(f) = c(f).

Réwniez w pracy [GB-P bis] udowodniono Hipoteze 3.1 przy dodatkowym zaloze-
niu p > ord f = fy. W artykule [H-R-S] autorzy udowodnili implikacje (i)=-(ii) bez
dodatkowych zalozen.
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ON THE MILNOR NUMBER OF PLANE CURVE SINGULARITIES

IN FINITE CHARACTERISTIC

Summary. We survey recent results on the Milnor number of plane curve singu-
larities in characteristic p.
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