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Celem tego opracowania jest dowéd formuly Dedekinda pozwalajacej obliczyé
konduktor pierscienia lokalnego krzywej. W pieknej ksiazce S. S. Abhyankara [1]
Czytelnik znajdzie informacje historyczne i przyklady zastosowan konduktora w
teorii krzywych algebraicznych. Dla zrozumienia tego wykladu wystarczy zna-
jomos$¢ podstawowych faktéw z teorii cial i rozszerzen catkowitych pierécieni. Ma-
terial ten wyktadany jest obecnie w podstawowych kursach algebry takich jak
podrecznik S. Langa [2]. Formuta Dedekinda pojawia sie w klasycznej monografii
O. Zariskiego i P. Samuela [4], w rozdziale po$§wieconym dziedzinom Dedekinda.
Przedstawiona tutaj wersja formuly chociaz oparta na rozumowaniach podanych
w [4] jest nieco prostsza i nie wymaga znajomosci takich pojeé¢ jak dziedzina De-
dekinda i differenta.

Wiszystkie rozwazane pierscienie sa przemienne i maja jedynke. Pierécienie bez
dzielnikéw zera nazywamy dziedzinami. Dziedzina normalna nazywamy dziedzine
catkowicie domknieta w swoim ciele utamkéw. Jezeli A, B sa podzbiorami pewnego
pierscienia to symbolem A - B oznaczamy zbior wszystkich elementéw postaci ab
gdziea € Aibe€ B.

1 Slad

Niech L/K bedzie skoficzonym rozszerzeniem ciat stopnia n. Dla kazdego elementu
l € L rozwazamy odwzorowanie K-liniowe T} : L — L dane wzorem Ty(I') = [’ dla
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I' € L. Sladem Trp i rozszerzenia L/K nazywamy forme K-liniowa Trp g L —
L zdefiniowana wzorem Try k(1) = élad T;. Przypomnijmy, 7e $ladem macierzy
kwadratowej nazywamy sume elementéw macierzy lezacych na gléwnej przekatnej,
slad T; = $lad macierzy T; w ustalonej bazie przestrzeni L/K. Definicja nie zalezy
od wyboru bazy.

Rozszerzenie L/ K nazywamy rozszerzeniem rozdzielczym, gdy Try /i jest forma
niezerowa. Gdy n Z0 (mod charK) (warunek ten jest spetniony gdy charK = 0)
to rozszerzenie L/ K jest rozdzielcze bo Trp k(1) = (L : K) = n.

Dla danego wielomianu F(y) = y™ + a1y" ' + --+ + a, € Kly|] oznaczamy
Foy)=1,Fy)=y+ai, ..., Foii(y) =y" L +a1y" 2+ -+ a,_;. Zachodzi
tozsamosé

(+) Fly)— F(2) = (y— ) 3 Fuley"
k=0

w piericieniu Ky, 2].
W dalszym ciagu bedziemy korzysta¢ z nastepujacej wersji formuly interpola-
cyjnej Lagrange’a:

Twierdzenie 1.1 Niech L/K bedzie rozszerzeniem rozdzielczym stopnia n i niech
[ € L bedzie elementem pierwotnym tego rozszerzenia tzn. L = K(1). Jezeli F(y) =
y* +ay™t + - +a, € Kly| jest wielomianem minimalnym elementu | to dla
kazdego wielomianu G(y) € K[y] stopnia < n — 1 mamy:

n—1 G(l)
G(y) = ZTrL/K = Fy (1) T
k=0 F (l)
Przed podaniem dowodu twierdzenia przypomnijmy, ze

1) jesli rozszerzenie L/K jest rozdzielcze to kazdy wielomian nierozkladalny

o wspolczynnikach w ciele K ma pierwiastki pojedyncze w swoim ciele roz-
ktadu. W szczegdlnosci F'(1) # 0.

2) Jezeli rozszerzenie L = K(l) jest rozdzielcze i ly,...,l, sa pierwiastkami
wielomianu minimalnego elementu ! (zatem [; # I dla i # j na mocy 1)) to

H()\ ~=H()
T (G ) = 2 @)

dla wielomianéw G(y), H(y) oile G(l;) #0dlai=1,...,n.

Mozemy teraz podaé
Dowdd Twierdzenia 1.1.

Niech Iy = )15, ...,l, beda pierwiastkami wielomianu F'(y) w ciele rozkladu
L D K. Na mocy uwagi 1) mamy F'(l;) # 0 dlai = 1,...,n. Podstawiajac
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w tozsamosci (*) pierwiastki /; na miejsce zmiennej z otrzymujemy

n—1
F(y) — Z Fk(li)yn_l_k-
U

Formuta Lagrange’a G(y) = > i, ﬁ((l;'i)) 55%)

przyjmuje postac

) = Y g((’l)) S Rty = 5 ( g((l;i)) Fk(z,.)> .

=1 =0 k=0 \i=0
n—1
G(l ne—l_
= ZTTL/K (F’((l))Fk(l)> y
k=0
na mocy uwagi 2). O

2 Konduktor

Bedziemy rozwazac pare dziedzin normalnych R, S spemiajacych warunki
e S jest rozszerzeniem catkowitym R,

e jedli L jest cialem utamkéw dziedziny S zas§ K cialem utamkéw dziedziny R
to rozszerzenie L/K jest rozdzielcze skoficzonego stopnia n.

Warunki powyzsze mozna opisa¢ nastepujaco: S jest normalizacja dziedziny R
w skonczonym rozdzielczym rozszerzeniu ciala utamkéw R.
Definiujemy

compl(R,S) = {l € L : dla kazdego s € S slad Try,x(Is) € R}.

Jest S C compl(R, S) bo Slady elementéw S leza w R. Ponadto compl(R, S) jest

R-podmodutem R-modutu L. Oczywiscie S - compl(R,S) C compl(R,S). Wpro-

wadzone oznaczenie pochodzi od terminu angielskiego “complementary module”.
Niech P bedzie podpierscieniem dziedziny S speliajacym warunki

e rozszerzenie S/P jest calkowite,
e S i P maja wspdlne cialo utamkéw L.

Mozna tez powiedzieé, ze S jest normalizacjy dziedziny P.
Definiujemy

cond(P,S)={leL:1-ScCP} (konduktor P).

Czytelnik sprawdzi, ze

e cond(P,S) C P jest ideatem pierscienia P,
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e cond(P, S) jest idealem pierscienia S,

e jezeli podzbidr I pierscienia P jest ideatem pierscienia S (a wiec takze piericie-
nia P), to I C cond(P,S).

Twierdzenie 2.1 (Formula Dedekinda) Niech R bedzie dziedzing nmormalng
o ciele utamkow K i niech S bedzie domknieciem calkowitym R w skoriczonym roz-
szerzeniu rozdzielczym L ciata K. Niech | bedzie elementem S takim, ze L = K (1)
i niech F(y) = y™ + a1y™ ' + - + a, € K[y] bedzie wielomianem minimalnym
elementu l. Wowczas

cond(RJl],S) = F'(I) - compl(R, S).

Przed podaniem dowodu powyzszego twierdzenia zauwazmy, ze rozszerzenie S/R
spelnia warunki wymienione na poczatku tego paragrafu. Pierscien P = R][I] jest
podpierscieniem dziedziny S o ciele utamkéw L. Poniewaz rozszerzenie S/R][l] jest
catkowite (I € S!) konduktor cond(R[l],S) jest poprawnie okreslony. Wielomian
minimalny F'(y) ma wspélezynniki w dziedzinie R.

Dowédd Twierdzenia 2.1.
Ustalmy [ € compl(R, S) i zastosujmy formule Lagrange’a (Twierdzenie 1.1) do
wielomianu [F’(y):

n—1
IF'(y) = Z TrL/K(le(l))yn_k_l-
k=0
Wspélezynniki wielomianéw Fy(y) leza w dziedzinie R. Stad Fy(l) € R[l] C S

a poniewaz [ € compl(R,S) mamy TrL/K(iFk(l)) € R. Jest zatem [F'(l) € RJl]
a ze wazgledu na dowolnosé w wyborze I € compl(R,S): F'(I) - compl(R,S) C
RJ[l]. Poniewaz, jak latwo sprawdzi¢, F'(I)compl(R,S) jest ideatem dziedziny S
otrzymujemy F'(I) - compl(R, S) C cond(R][l], S).

Aby sprawdzi¢ inkluzje w przeciwnym kierunku zauwazmy, ze Try, i (F%(l)) €
R jezeli s € R[l]. Rzeczywiicie, jezeli s € R[l] to s = G(I) dla pewnego wielomianu
G(y) stopnia < n — 1 i mamy Try g (%@) = Trp/k (%(ll))) = (wspdélezynnik
G(y) przy potedze y"~ ') € R.

Ustalmy s; € cond(R][l],S). Wéwczas dla kazdego s € S mamy s1s € R[l] b

- S C cond(R[l], S) a wiec Trp/x (F,( )) € R na mocy wyzej uczynionej uwagi.
Pomewaz s € S jest dowolne wiec 4 ( € compl(R, S) tzn. s € F'(l)-compl(R, S).
To dowodzi, ze cond(R[l],S) C F'(I) - compl(R, S). O

Whiosek 2.2 Przy zaloZeniach twierdzenia 2.1:  cond(R[l], S) # (0).

Dowdd. Jest F'(I) € cond(R[l],S) oraz F'(I) # 0 bo rozszerzenie L/K jest
rozdzielcze. O
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Whniosek 2.3 Zaldzmy, ze istnieje lo € S takie, z2e S = R[lo] i niech Fy(y) € R|y]
bedzie wielomianem minimalnym ly wzgledem rozszerzenia L/K. Wtedy

1
compl(R,S) = ——8S.
PR = i)
Dowdd. Stosujemy formule Dedekinda do ly: cond(R[ly], S) = F{(lp) - compl(R, S).
Wystarczy zauwazy¢, ze cond(R]ly], S) = cond(S,S) = S. O

3 Zastosowanie

Podamy teraz zastosowanie do lokalnej teorii krzywych algebraicznych (por. [3]
gdzie podane sa podstawowe definicje i twierdzenia). Niech f = f(z,y) € K[[z, y]]
bedzie szeregiem formalnym nierozkladalnym o wspéteczynnikach w ciele algebraicz-
nie domknietym K. Piericien O = Kz, y]] / (f) hazywamy pierscieniem lokalnym

galezi f = 0. Oznaczmy O domkniecie calkowite dziedziny O w jej ciele utamkéw
M. Galaz f = 0 wyznacza waluacje vy : M — Z U {oo} ciala M (por. [3], Uwaga
3.2).

Rozwazmy konduktor C = cond(0, O) pierscienia lokalnego O gatezi f = 0

i oznaczmy ¢ = dimg o /¢ (stopien konduktora). Udowodnimy nastepujace

Twierdzenie 3.1 Zaktadamy, Ze liczba n := vg(x) # 400 nie jest podzielna przez
char K. Wtedy
0
vf (8;;) =c+n-—1.

Dowdd. Jest ord f(0,y) = v(x) = n # +00. Stosujac twierdzenie przygotowawcze
Weierstrassa stwierdzamy, ze mozna ograniczy¢ sie do przypadku, gdy f = y™ +
ar(z)y" "+ -+an(z) € K[[z]][y] jest wielomianem wyréznionym. Poniewaz n Z 0
(mod char K) zatem na mocy twierdzenia Puiseux (por. [3], Wniosek 2.4) istnieje
parametryzacja wierna galtezi f = 0 postaci (t",9(¢)). Mamy O = K][[¢t",¥(t)]],
O = K][[t]], M = K((t)). Czytelnik sprawdzi, ze

o K[[t]] = K[[t"]]+tK[[t"]]+- - -+t L K[[t"]], K[[#]] jest K[[t"]]-modulem wolnym
rangi n,

e K((¢)) = K((t"))(t); rozszerzenie K((t))/K((t™)) jest rozdzielcze bo (K((t)) :
K((t™))) = n nie dzieli si¢ przez charakterystyke char K((¢")) = char K. Wie-
lomianem minimalnym elementu ¢ jest wielomian fo(t",y) = y™ — t", gdzie

fo(fE,y) =y" — .

o Szereg 1(t) jest elementem prymitywnym rozszerzenia K((¢))/K((¢")). Jego
wielomianem minimalnym jest wielomian f(¢",y) € K[[t"]][y].

Do pary pierscieni R = KJ[[t"]], S = K][t]] i elementu prymitywnego (%)
rozszerzenia K((t))/K((t")) stosuje sie Twierdzenie 2.1. Waluacja vy okreslona
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jest wzorem vy(g(t”,¢(t))) = ordg(t",¥(t)). Konduktor C jest idealem nie-
zerowym pierscienia K[[t]] (Wniosek 2.2) a wiec C = (t°)K[[t]] dla pewnego
¢, ¢ = dimg Kllf /c- Do rozszerzenia K[[t]]/K[[t"]] stosuje sie réwniez Wnio-
sek 2.3 (przyja¢ lp = t), ktéry pozwala obliczyé modut komplementarny
compl(K[[t"]], K[[t]]) = ==K[[#]]. Z formuly Dedekinda wynika, ze C =
cond(0,0) = cond K[ KID = %t w(0) - (wrKI]) a stad o

ord %(t”, Y(t) —(n—1) =y (%) —n + 1 co dowodzi twierdzenia. O
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THE DEDEKIND FORMULA

Summary. Let R be a normal integral domain with field of fractions K and let
L = K(l) be a finite separable algebraic extension of K where [ is integral over
R. Let S be the integral closure of R in L and let f(y) be the unitary minimal
polynomial of [ over K. We prove the following version of the Dedekind formula
for the conductor cond(R[l],S) ={l€ L: 1-SC R[l]}:

of

cond(RJ[l],S) = a—y(l) -compl(R, S),

where compl(R,S) = {{ € L :Vs € S TrL/K(is) € R} is the complementary

module of the extension S/R. Then we give an application to plane algebroid
branches.
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