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O KRYTERIUM NIEROZKLADALNOSCI
ABHYANKARA

Arkadiusz Ploski (Kielce)

Niech f(x,y) bedzie formalnym szeregiem potegowym dwoch zmiennych o
wspolczynnikach zespolonych. Aby rozstrzygnaé czy f jest nierozkltadalny mozna
postepowaé na dwa sposoby: wyznaczy¢ (stosujac metode diagramu Newtona) roz-
wigzania Puiseux y1 (), ..., y,(x) rownania f(z,y) = 0, a nastepnie sprawdzi¢ czy
tworza one cykl, badz tez stosujac do krzywej f(z,y) = 0 stosowng liczbe roz-
dmuchan sprawdzié, czy otrzymany obraz wtasciwy f = f (Z,9) definiuje krzywa
nieosobliwa. Obie metody wymagaja rozwiazywania rownan stopnia > 1 (przy wy-
znaczaniu wspotczynnikéw rozwinie¢ Puiseux w pierwszej metodzie i réwnan stycz-
nych do kolejnych krzywych otrzymywanych w procesie rozdmuchan w drugiej).

Czytelnik moze poréwnacé obie metody wykonujac rachunki na przyktadzie za-
proponowanym przez T. C. Kuo: f(z,y) = (v — 2°)? — 27, ktory w dyskusji z
S. S. Abhyankarem postawil problem znalezienia efektywnego kryterium nierozkta-
dalnosci pozwalajacego na rozstrzygniecie w skonczonej liczbie krokéw, czy dany
szereg jest nierozkltadalny. Stosujac teorie pierwiastkéw aproksymatywnych Abhy-
ankar podal takie kryterium w pracy [A1988] (por. prace [A1988|, [A1990], gdzie

kryterium nierozkladalnosci przedstawione jest w przystepnej formie).

Celem tego opracowania jest podanie pewnej wersji kryterium Abhyankara udo-
wodnionej ostatnio w pracy [GB-P2011]. Tam tez zainteresowany Czytelnik znaj-
dzie pominiete dowody i do§¢ obszerng literature przedmiotu. W catej pracy K jest
algebraicznie domknietym ciatem dowolnej charakterystyki.
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1 Preliminaria

Przypominamy tu kilka poje¢ potrzebnych w dalszych czesciach artykutu.

1.1 Poélgrupy liczb naturalnych

Pdétgrupq liczb naturalnych (dalej krotko polgrupa) nazywamy podzbiér G zbioru
liczb naturalnych N zawierajacy 0 i zamkniety wzgledem dodawania. Dla kazdego
ciagu liczb naturalnych vy, ..., v, zbiér Nvg + - -+ + Nuy, zlozony z liczb postaci
agUo + - - + apvp, gdzie ag, - .., ap € N jest potgrupa.

Niech G bedzie niezerowy polgrupg i niech n € N, n > 0 bedzie ustalonym
elementem G. Ciag vy, -..,v, elementéw poédlgrupy G nazywamy n-minimalnym
ciggiem generatoréw, gdy spelnione sg warunki:

[ ] /UO:n’
oe Nuyg+--++Nug_ 1 #G 1 vp =min(G\(Nvg+---+Nuvg_;)) dla k=1,...,h,
eee Nyg+---+Nu, =G.

Lemat 1.1 Niech G bedzie niezerowq potgrupg liczb naturalnych. Wtedy dla kaz-
dego n € G\{0} pdtgrupa G ma n-minimalny cigg generatoréw.

Dowdd: Ustalmy n € G\{0}. Jezeli G = Nn, to vo = n jest n-minimalnym
ciggiem generatorow. Jezeli G # Nn, to przyjmujemy vy = n, v; = min(G\Nuvyg).
Gdy G = Nuvg + Nvy, to (vo,v1) jest n-minimalnym ciagiem generatorow.
Gdy G # Nvyg + Noyp, to postepowanie kontynuujemy przyjmujac
vy = min(G\(Nvg + Nuvy)). Po skoriczonej liczbie krokéw otrzymamy n-minimalny
ciag generatoréow, gdyz kolejne wyrazy ciagu vg,v1,vs,... daja rézne reszty przy
dzieleniu przez n. O

Gdy n = min G\{0}, to n-minimalny ciag generatoré6w nazywamy minimal-
nym ciggiem generatoréw. W dalszym ciagu, gdy (vo,...,vs) jest n-minimalnym
ciggiem dla pewnego n € G\{0} piszemy G = (vg,...,vs). Oczywiscie gcdG =
ng (’Uo, Ce ,’Uh).

1.2 Rozwiniecie g-adyczne i pierwiastki aproksymatywne
wielomian6éw

Niech A bedzie dziedzing tzn. pier§cieniem przemiennym z jedynka bez dzielnikow
zera. Stopien deg, f wielomianu f € A[Y] jednej zmiennej Y oznaczamy krotko
deg f. Przyjmujemy deg 0 = —oc ze zwyklymi konwencjami odno$nie symbolu —oo.
Do wielomianu pier§cienia A[Y] stosuje sie dzielenie z reszta: jesli f,g € A[Y]ig
jest unitarny, tzn. postaci Y™ 4 --- (jednomiany stopnia < n), to istnieje jedyna
para q,r € A[Y] taka, ze f = qg+7r i degr < degg. Stosujac dzielenie wielomianow
7z resztg sprawdzamy nastepujacy
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Lemat 1.2 Niech g € A[Y] bedzie wielomianem unitarnym dodatniego stopnia.
Wtedy dla kazdego f € AY] istnieje jedyny cigg co,-..,c € A[Y], (I > 0) taki, ze

(i) f=cog +crg "+ +a,
(il) ¢ #0, dege; <degg dla i=0,1,...,1.
Gdy stopien g dzieli stopieni f i f jest unitarny, to | = deg f/degg oraz co = 1.

Relacje (i) nazywamy rozwinieciem g-adycznym wielomianu f. Rozwiniecia ta-
kie sa uzyteczne w badaniu pierwiastkéw aproksymatywnych wielomianéw.

Definicja 1.3 Niech f € A[Y] bedzie wielomianem unitarnym stopnia n > 0
i niech d > 1 bedzie dzielnikiem n odwracalnym w dziedzinie A. Pierwiastkiem
aproksymatywnym stopnia d wielomianu f nazywamy wielomian unitarny

g € A[Y] taki, ze deg(f — g?) < deg f — degg.

Lemat 1.4 Przy oznaczeniach i zatozZeniach definicji 1.8 wielomian f ma doktad-
nie jeden pierwiastek aproksymatywny stopnia d. Wielomian unitarny g jest pier-
wiastkiem aproksymatywnym stopnia d wielomianu f wtedy i tylko wtedy, gdy roz-
winiecie g-adyczne wielomianu f ma postaé:

f=d+cg 2+ +c, gdze l=n/d.

Dowd6d powyzszego lematu nalezacy do Abhyankara i Moha Czytelnik znajdzie
w [P1994].

W dalszym ciggu pierwiastek aproksymatywny stopnia d wielomianu f ozna-
czamy /f. Przyjmujemy konwencje v/f = f.

1.3 Szeregi formalne dwéch zmiennych, krotno$é przeciecia

Pierscien szeregéw formalnych dwoch zmiennych K[|z, y]] o wspotczynnikach w ciele
K jest dziedzing z jednoznacznym rozkladem na czynniki nierozkladalne. Gdy
szereg f jest wielomianem wyréznionym (wzgledem zmiennej y), tzn. gdy f =
Y™+ ay(z)y" " + -+ an(z) € K[[z]][y] oraz a;1(0) = ... = a,(0) = 0, to f jest
nierozktadalny w K[[z]][y] dokladnie wtedy, gdy jest nierozkladalny w K[[z, y]]. Dla
dowolnych f, g € K[[z,y]] symbol ig(f, g) oznacza krotno$¢ przeciecia szeregow f, g
(krzywych f =0, g = 0). Krotnos¢ przeciecia ma nastepujace wlasnosci:

(a) io(f,9) =0 gdy f(0)#0 lub g(0) #0,
io(f,9) = +oo gdy f,g maja wspolny podzielnik h € K[[z,y]], h(0) = 0.

(b) io(f,9192) = io(f, g1) +i0(f,92),

(c) jezeli f jest nierozktadalny, to io(f, g1 + g2) = inf{io(f, g1),%0(f, g2)}.
Rownosé zachodzi, gdy io(f, g1) # io0(f, g2)-



62

Definicja krotnosci i dowody powyzszych wlasnosci podane sa w [P2007].

Niech f € K[[z,y]] bedzie nierozkladalnym szeregiem potegowym.
Definiujemy

G(f) = {io(f,9): g € K[[z,y]], f nie dzieli g}.

Zbior G(f) C N jest niezerowa poétgrupa, min G(f)\{0} = ordf (=najmniejsza
liczba naturalna m taka, ze w rozwinieciu f wystepuja jednomiany stopnia m).
Rownosé G(f) = N charakteryzuje szeregi f takie, ze ordf = 1. Definiuja one
krzywe nieosobliwe.

Stosujac twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa mozemy zalozyé, ze
f = v + a(@)y™ ! + - + an(z) jest wielomianem wyréznionym. Jest
n =1io(f,z) € G(f). Na mocy Lematu 1.1 pétgrupa G(f) ma n-minimalny uktad
generatoréw, ktéry oznaczamy b, ...,b,. Bedziemy pisa¢ G(f) = (b,,...,bn).
Gdy n # 0 (mod char K), to ciag by, ..., b, jest wyznaczony przez charakterystyke
bg, ..., b, wielomianu wyréznionego f (por. [P1994]). Nie rozwijamy tego tematu,
bo pojeciem charakterystyki nie bedziemy sie postugiwali.

2 Pélgrupa szeregu nierozktadalnego

Potgrupy odpowiadajace szeregom nierozkladalnym mozna scharakteryzowaé w ter-
minach ich generatoréw. Mamy nastepujace

Twierdzenie 2.1 Niech f =y" + a1 (z)y" ' +--- + a,(x) bedzie nierozktadalnym

wielomianem wyrdznionym o potgrupie G(f) = (bo, . .. ,br) i niech eg, . .., e bedzie
ciggiem dzielnikow liczby by = n okreslonym nastepujgco:

eo = n, e, = ged(by,er_1) dla k=1,... h.
Wowczas spetnione sq warunki
(Z1) eg >e1 > ...>ep 1 >ep =1,
(Z2) ciag ex_1b, (k=1,...,h) jest silnie rosngcy.
Warunki (Z1), (Z2) zwiazane sg z nazwiskiem O. Zariskiego. Dalej oznaczamy
ng = ep_1/er, dla k = 1,...,h. Jest wiec ng > 1 oraz niby < bgy1. Dowdd
powyzszego twierdzenia przy zalozeniu n # 0 (mod char K) podany jest w [P1994],

w przypadku ogélnym w [GB-P2011].
Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne:

Twierdzenie 2.2 Zatézmy, ze cigg liczb naturalnych (by,...,b,), bo = n spetnia
warunki (Z1) i (Z2). Wéwczas istnieje nierozktadalny wielomian wyrézniony f =

y" +a(z)y" "t + -+ an(z) stopnia n taki, ze G(f) = (bo,--.,bn)-
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Dowdd twierdzenia Czytelnik znajdzie w [GB-P2011|, w przypadku, gdy n #
0 (mod char K) takze w [P1994]. Tutaj podamy konstrukcje wielomianu wyréznio-
nego f. Niech (by, - . ., b,) bedzie ciagiem speliajacym warunki (Z1) i (Z1) (by = n).
Woéwcezas dla kazdego k € {1,...,h} istnieje jedyny ciag ago,ak1,...,a% k-1 liczb
naturalnych spelniajacy warunki

o npby = apoby + agiby + -+ ap g 1bg1

e apo >0, 0<ag<n; dla i=1,...,k—1

Zdefiniujemy teraz rekurencyjnie ciagg wielomianéw fo, f1,. .., fn przyjmujac fo =
Y,
fl = y"™ 4 gpo0 — fgll + @10

f2 — {l2 + mazo f{l21

fo=Famy Fato gty
Twierdzenie 2.2 wynika z nastepujacego:

Twierdzenie 2.3 Dla kazdego k € {0,1,...,h} fi jest wielomianem wyréznionym
nierozktadalnym stopnia i Jest

G(fe) = <> dla k=0,1,... h.
Dowdd powyzszego twierdzenia podany jest w [GB-P2011].

Przyklad 2.4 (por. [AB2006])

RozwaZmy Cl@g (%; Ea Ea E) = (8: 125 505 101) TUtaj jeSt (60a €1, €3, 63) = (85 45 2) 1)
i warunki (Z1) i (Z2) sa speinione. Mamy (nq,ne2,n3) = (2,2,2). Latwo obli-
czamy, ze ajg = 3, (a20,a21) = (11,1), (aso,as1,asz) = (19,0, 1), a zatem fo = y,
fl=y 42 fo= (1P + 2% +ally, f1 = ((v° + 2%)2 + 2'ly)? + 219 (y? + 29).
Na mocy Twierdzenia 2.3 sa to nierozktadalne wielomiany wyréznione, przy czym

G(fo) =N, G(f1) = (2,3), G(f2) = (4,6,25) oraz G(fs) = (8,12,50,101).

3 Twierdzenie Abhyankara-Moha

Niech f = y™ + ay(z)y™ ! + --- + a,(x) bedzie nierozkladalnym wielomianem
wyréznionym o potgrupie G(f) = (bo, . .., bn), bp = n. W dalszym ciggu zakladamy,
ze n Z 0 (modcharK). Niech eg = m,e1,...,e, = 1 bedzie ciagiem dzielnikow
liczby n okreslonym wzorem ey, = ged(by, ex—1) dla k = 0,1,...,h. Jest wiec e}, Z
0 (mod char K) i pierwiastki aproksymatywne </f, k = 0,1,...,h sa poprawnie
okreélone. Wielomian </f jest wielomianem wyréznionym stopnia %
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Twierdzenie 3.1 (Abhyankara-Moha) Przy podanych wyzej oznaczeniach i za-
tozeniach:

(AM1) io(f, */f) = by dla k =0,1,...,h,
(AM2) Wielomian wyrdzniony <*~/f jest mierozktadalny o pdtgrupie

GOy = (e B2 dla k=01, h.

€r—1

W interesujacych nas zastosowaniach pierwsza czes¢ twierdzenia odgrywa wazna
role. Jej dowod mozna przeczyta¢ w [P1994]. Pelny opis literatury przedmiotu po-
dany jest [GB-P2011]|. Zauwazmy jeszcze, ze pierwiastki aproksymatywne °*—/f
mozna wyznaczy¢ efektywnie majac dany wielomian f, podobnie krotnosci prze-
ciecia ig(f, “*~/f). Dlatego formuly (AM1) pozwalaja efektywnie obliczy¢ ciag
n- mlnlmalny generatoréw polgrupy G(f) dla danego nierozkladalnego f. Nastepu-
jace twierdzenie jest bezposrednim wnioskiem z Twierdzenia 3.1.

Twierdzenie 3.2 (Konieczny warunek nierozkladalnoci)
Niech f = y"™ + ay(z)y™™' + --- + an(x) i niech b,...,b, oraz e,..., ey bedg
ciggami jednoznacznie okreslonymi przez warunki

[ ] bO =€y =n,
L E = iO(f; ek_W)J € = ng(ek*hE)'
e eog>e > ... > e, =ged(en, X/f).

Jezeli wielomian f jest nierozktadalny, to ciggi (bo,...,by) orazeg,..., ey spetniajq
warunki (Z1) i (Z2), tzn. ey, = 1 oraz (eg,—1bx, k = 1,..., h) jest ciggiem rosngcym.

Przyklad 3.3 (por. [A1988])

Rozwazmy wielomian wyrézniony f(z,y) = (y> — 2°)? + 2Py — 27, gdzie p > 0 jest
liczba caltkowita. Zakladamy, Ze char K # 2. Mamy tutaj by = €9 = 4. Poniewaz
f=v* =223 + 2Py + 25 — 27, zatem /f = y. Jest by = io(f, Vf) —zg(f, y) =6
oraz e; = ged(eq, by) = ged(4, 6) =2.Ze wzglqdu na postac rozwiniecia (y? — x3)-
adycznego wielomianu f mamy </f = ¥f = y® — 23, a wiec, jak pokazuje prosty
rachunek by = ip(f, %/f) = min(2p + 3,14). Aby obliczy¢ es = ged(ey, by) rozrodz-
niamy dwa przypadki: p > 5, wowczas by = 14 i otrzymujemy es = ged(2,14) =

2 = e, a wiec ciag by, E,E nie spelia warunku (Z1), stad f jest rozkladalny;
przypadek p < 5 prowadzi do ciggu by = 4, by = 6 oraz by = 2p + 3, a wiec jest
wtedy eg = 4, e; = 21 e; = 1. Warunek (Zl) jest w tym przypadku spelniony,
ale dla p < 5, warunek (Z2) nie jest. Wnioskujemy stad, ze dla p < 5 szereg jest
roéwniez rozktadalny. Podsumowujac: stosujac Twierdzenie 3.2 stwierdzamy, ze dla
dodatnich p # 5 szereg f = (y*> — x3)? + 2Py — 27 jest rozkladalny w K[z, y]]
(charK # 2).



65

4 Kryterium nierozktadalno$ci

Aby przedstawi¢ kryterium nierozktadalno§ci Abhyankara w wersji podanej
w [GB-P2011] potrzebujemy pewnego uogélnienia diagramu Newtona. Rozwazmy
fiw.a vs}rlielomiany wyroznione f, g € K[[z]][y] takie, ze liczba N = gzg i; jest catkowita
i niec

f=¢"+ag¥ '+ +ay, dega; <degg dla i=1,...,N

bedzie rozwinieciem g-adycznym wielomianu f (por. Lemat 1.2). Oznaczmy
ap = 1 oraz I = {i € [0,N]:ig(a;,9) # +oo}. Definiujemy diagram Newtona
Az g(f) szeregu f wzgledem pary (x,g) przyjmujac

Aac,g(f) = convex U {(iO(aiag)vN - Z) + IR220}
icl

Zbior wypukty A, ,(f) przecina o§ pionowa w punkcie (0, N), natomiast o pozioma
w punkcie (io(f, 9),0) gdy io(f,g) # +oo.

Gdy g =y, to Ay 4(f) = Az y(f) jest zwyktym diagramem Newtona we wspol-
rzednych (z,y).

Wygodne jest oznaczenie Teissiera: dla liczb catkowitych k,l > 0 przyjmujemy

{I;} = convex{((k,0) + R;O) U ((0,1) + Réo)}-

Mozemy teraz wypowiedzie¢

Twierdzenie 4.1 (Kryterium nierozkladalnosci Abhyankara)

Niech f € K[[z]][y] bedzie wielomianem wyréznionym stopnia n > 1. Zaktadamy, ze
n Z 0 (mod char K). Wtedy f jest nierozktadalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
cigg by, ..., by (bo =n) spetniajgcy warunki (Z1) i (Z2) taki, ze

(A1) io(f, *=/F) = b

oraz
) bi/er
AN ey
dlak=1,...,h.

Dowod powyzszego twierdzenia podany jest w pracy [GB-P2011].
Oryginalne kryterium Abhyankara rozni sie sformutowaniem warunku (A2)
(por. [A1990], str. 181-185).

Kryterium ma charakter efektywny: ciagi by,e; sa wyznaczone przez warunki
(A1l). Sprawdzenie warunku warunku (A2), chociaz mozolne, daje sie przeprowadzié¢
w skonczonej liczbie krokéw. Mozemy teraz dokonczyé Przyktad 3.3.
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Przyklad 4.2 Gdy f(z,y) = (3> —2°)2 + 2%y — 27, to h = 21 (by, by, bs) =
(4,6,13), jak obliczyliSmy w poprzednim przyktadzie. Poniewaz ciag (4,6, 13) spel-
nia warunki (Z1) i (22), nalezy wyznaczy¢ diagramy A, , (y? —2®) oraz A, 2,3 (f).

Jest A, ,(y? — 2*) = {z} = {z;//::} oraz A, 2 u3(f) = {123} =

by
{2/62} Zatem szereg f jest nierozkladalny oraz G(f) = (4,6, 13).

61/62

Pozostawiamy Czytelnikowi wykonanie obliczert w przyktadzie Kuo, o ktérym
byla mowa na wstepie.
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ON ABHYANKAR’S IRREDUCIBILITY CRITERION

Summary We present a simplified approach due to E. Garcia Barroso and the
author to Abhyankar’s irreducibility criterion for formal power series of two varia-
bles with coefficients in algebraically closed field.
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