
MATERIA LY NA XXXII KONFERENCJ ↪E SZKOLENIOW ↪A

Z GEOMETRII ANALITYCZNEJ I ALGEBRAICZNEJ

ZESPOLONEJ
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Celem tego opracowania jest przypomnienie twierdzenia Labatie z 1832 roku.
Twierdzenie i jego dowód opracowa lem na podstawie kursu algebry wyższej Ser-
reta [4], str. 198–208 który mia l kilkanaście wydań we Francji aż do lat dwudziestych
minionego wieku. Niestety nie uda lo mi si ↪e odnaleźć oryginalnego artyku lu Labatie
ani informacji o tym autorze.

W ca lym opracowaniu rozważamy wielomiany o wspó lczynnikach w ustalo-
nym ciele K. Gdy W = W (x, y) ∈ K[x, y] to symbolem degy W oznaczamy sto-
pień wielomianu W wzgl ↪edem zmiennej y. Niezerowy wielomian W nazywamy y-
prymitywnym gdy jest on prymitywny jako wielomian pierścienia K[x][y] to znaczy
gdy najwi ↪ekszy wspólny podzielnik jego wspó lczynników przy pot ↪egach zmiennej y
jest równy 1. Jeżeli V , W ∈ K[x, y] spe lniaj ↪a warunek 0 < degy V ≤ degy W to ist-
niej ↪a wielomiany Q (iloraz) i R (reszta) oraz niezerowy wielomian u = u(x) ∈ K[x]
takie, że uW = QV + R oraz degy R < degy V . Najwi ↪ekszy wspólny dzielnik
wielomianów V , W może być wyznaczony za pomoc ↪a algorytmu Euklidesa [1],
Rozdzia l XVI. Ostatnio Hilmar i Smyth [2] podali bardzo prosty dowód twierdze-
nia Bezouta dla rzutowych krzywych p laskich używaj ↪ac jako g lównego narz ↪edzia
euklidesowego dzielenia z reszt ↪a.
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1 Algorytm Euklidesa

Niech V1, V2 ∈ K[x, y] b ↪ed ↪a wielomianami spe lniaj ↪acymi warunki:
1) 0 < degy V2 ≤ degy V1,
2) V1, V2 s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze,
3) V1, V2 s ↪a y-prymitywne.

Stosuj ↪ac wielokrotnie dzielenie z reszt ↪a otrzymujemy ci ↪ag y-prymitywnych wielo-
mianów V3, . . . , Vn+1 malej ↪acych y-stopni: 0 < degy Vn+1 < . . . < degy V3 <
degy V2 powi ↪azanych równościami

u1V1 = Q1V2 + v1V3,

u2V2 = Q2V3 + v2V4,

...

un−1Vn−1 = Qn−1Vn + vn−1Vn+1,

unVn = QnVn+1 + vn

gdzie u1,. . . , un, v1,. . . , vn s ↪a niezerowymi wielomianami pierścienia K[x]. Przyj-
mijmy Vn+2 = 1 i podane wyżej równości zapiszmy w formie

(1)µ uµVµ = QµVµ+1 + vµVµ+2 dla µ = 1, . . . , n.

Powyższe oznaczenia i za lożenia obowi ↪azuj ↪a w ca lym artykule.

2 Twierdzenie Labatie

Definiujemy d0 = 1, d1 = NWP(u1, v1), d2 = NWP(u1

d1
u2, v2); ogólnie dµ =

NWP(
u1···uµ−1

d1···dµ−1
uµ, vµ) dla µ = 2,. . . , n.  Latwo sprawdzić, że

u1···uµ−1

d1···dµ−1
∈ K[x] a

wi ↪ec definicja ci ↪agu d0,. . . , dµ jest poprawna.
Dla dowolnych V , W ∈ K[x, y] oznaczmy {V = W = 0} = {P ∈ K2 : V (P ) =

W (P ) = 0 }.

Twierdzenie 2.1 (Labatie 1832) Przy wprowadzonych wyżej oznaczeniach i za-
 lożeniach

{V1 = V2 = 0} =
n∪

µ=1

{Vµ+1 =
vµ
dµ

= 0}.

Dowód powyższego twierdzenia podajemy w trzecim rozdziale tego artyku lu.
Twierdzenie Labatie pokazuje, że uk lad równań V1(x, y) = 0, V2(x, y) = 0 jest
równoważny alternatywie uk ladów ,,trójk ↪atnych”

Vµ+1(x, y) = 0,
vµ
dµ

(x) = 0 (µ = 1, . . . , n).

Tego typu twierdzenia odkryto stosunkowo niedawno dla przypadku równań wie-
lomianowych o dowolnej liczbie niewiadomych, por. [3] i literatura tam cytowana.
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3 Dowód twierdzenia Labatie

Oznaczmy wµ =
u1···uµ

d1···dµ
. Zatem wµ ∈ K[x] oraz wielomiany wµ i

vµ

dµ
s ↪a wzgl ↪ednie

pierwsze.

Lemat 3.1 Istniej ↪a ci ↪agi wielomianów G0,. . . , Gn oraz H0,. . . , Hn pierścienia
K[x, y] takie, że

(2)µ wµ−1V1 = Gµ−1Vµ + Gµ−2Vµ+1
vµ−1

dµ−1
,

(3)µ wµ−1V2 = Hµ−1Vµ + Hµ−2Vµ+1
vµ−1

dµ−1

dla µ = 2,. . . , n + 1.

Dowód (indukcja wzgl ↪edem µ). Udowodnimy najpierw pierwsz ↪a tożsamość.
Z równości u1V1 = Q1V2 + v1V3 wynika, że d1 = NWP(u1, v1) dzieli iloczyn Q1V2

a wi ↪ec dzieli wielomian Q1 bo V2 jest wielomianem prymitywnym. Przyjmuj ↪ac
G0 = 1, G1 = Q1

d1
dostajemy w1V1 = G1V2 + G0V3

v1

d1
to znaczy tożsamość (2) dla

µ = 2. Za lóżmy teraz, że 2 ≤ µ < n + 1 i że dla pewnych wielomianów Gµ−1

oraz Gµ−2 zachodzi (2)µ. Po pomnożeniu tożsamości (2)µ przez wielomian uµ

dostajemy

wµ−1uµV1 = uµGµ−1Vµ + uµGµ−2Vµ+1
vµ−1

dµ−1
.

Do powyższej tożsamości podstawmy uµVµ = QµVµ+1 + uµVµ+2. Po prostych
przeróbkach otrzymujemy:

wµ−1uµV1 =
(
Gµ−1Qµ + uµGµ−2

vµ−1

dµ−1

)
Vµ+1 + Gµ−1vµVµ+2

Ponieważ dµ = NWP(wµ−1uµ, vµ) zaś wielomian Vµ+1 jest prymitywny wi ↪ec Gµ :=
Gµ−1Qµ

dµ
+ Gµ−2

uµvµ−1

dµdµ−1
jest wielomianem i mamy

wµVµ = GµVµ+1 + Gµ−1Vµ+2
vµ
dµ

to znaczy tożsamość (2)µ+1. To dowodzi pierwszej tożsamości lematu.
Dla dowodu drugiej tożsamości zauważmy, że

w1V2 = H1V2 + H0V3
v1
d1

jeśli przyjmiemy H0 = 0 oraz H1 = v1
d1

. To dowodzi (3) dla µ = 2. Dowód
tożsamości (3)µ dla dowolnego µ przebiega jak dowód (2)µ: wystarczy zast ↪apić Gµ

przez Hµ.
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Uwaga 3.2 Wielomiany Gµ s ↪a określone wzorami G0 = 1, G1 = Q1

d1
, Gµ =

Gµ−1Qµ

dµ
+

Gµ−2uµvµ−1

dµ−1dµ
natomiast wielomiany Hµ wzorami H0 = 0, H1 = u1

d1
oraz

Hµ =
Hµ−1Qµ

dµ
+

Hµ−2uµvµ−1

dµ−1dµ
.

Lemat 3.3 Przy oznaczeniach poprzedniego lematu zachodz ↪a tożsamości

(4)µ (−1)µ
v1 · · · vµ−1

d1 · · · dµ−1
Vµ+1 = Hµ−1V1 −Gµ−1V2 dla µ = 2, . . . , n + 1.

Dowód. Oznaczmy Dµ = GµHµ−1−Gµ−1Hµ dla µ = 2, . . . , n. Potraktujmy
uk lad (2)µ, (3)µ jako uk lad równań liniowych o niewiadomych Vµ, Vµ+1

vµ−1

dµ−1
. Wy-

znacznikiem uk ladu jest Dµ−1, stosuj ↪ac wzory Cramera dostajemy

Dµ−1Vµ = wµ−1(Hµ−2V1 −Gµ−2V2),

Dµ−1Vµ+1
vµ−1

dµ−1
= −wµ−1(Hµ−1V1 −Gµ−1V2).

W pierwszej formule po zast ↪apieniu µ poprzez µ + 1 otrzymamy

(5) DµVµ+1 = wµ(Hµ−1V1 −Gµ−1V2)

Natomiast mnoż ↪ac drug ↪a formu l ↪e przez
uµ

dµ
otrzymamy

(6) Dµ−1Vµ+1
vµ−1

dµ−1

uµ

dµ
= −wµ(Hµ−1V1 −Gµ−2V2)

Porównuj ↪ac stronami (5) i (6) i skracaj ↪ac przez Vµ+1 mamy Dµ = −vµ−1uµ

dµ−1dµ
Dµ−1.

Ponadto D1 = G1H0 −G0H1 = −u1

d1
a wi ↪ec przez  latw ↪a indukcj ↪e dostajemy

Dµ = (−1)µwµ
v1 · · · vµ−1

d1 · · · dµ−1
.

Wstawiaj ↪ac obliczony wyżej wyznacznik do tożsamości (5) otrzymujemy tożsa-
mość (4).

Możemy teraz podać dowód twierdzenia Labatie.
Dowód. Ustalmy P ∈ K2. Jeżeli Vµ(P ) =

vµ−1

dµ−1
(P ) = 0 dla pewnego

µ ∈ {2, . . . , n+ 1} to z Lematu 3.1 wynika, że V1(P ) = V2(P ) = 0 bo wµ−1(P ) ̸= 0
gdyż wµ−1,

vµ−1

dµ−1
s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze.

Za lóżmy teraz, że V1(P ) = V2(P ) = 0. Z formu ly (4)n+1 lematu 3.3 otrzymu-
jemy v1···vn

d1···dn
(P ) = 0 a wi ↪ec chociaż jeden z wielomianów v1

d1
,. . . , vn

dn
zeruje si ↪e w

punkcie P . Jeżeli v1

d1
(P ) = 0 to P ∈ {V2 = v1

d1
= 0}.

Jeżeli najmniejszy wskaźnik µ dla którego
vµ

dµ
(P ) = 0 jest wi ↪ekszy od 1 to z

formu ly (4)µ wynika, że Vµ+1(P ) = 0 bo
v1···vµ−1

d1···dµ−1
(P ) ̸= 0 ze wzgl ↪edu na wybór µ.

To dowodzi twierdzenia.
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Pytanie. Niech iP (V,W ) b ↪edzie krotności ↪a pary wielomianów V , W w punkcie
P ∈ K2 zdefiniowan ↪a jako kowymiar idea lu (V,W )OP w pierścieniu lokalnym OP

punktu P . Czy prawd ↪a jest, że przy za lożeniach Twierdzenia 2.1 mamy

iP (V1, V2) =
n∑

µ=1

iP

(
Vµ+1,

vµ
dµ

)
?
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[1] H. Bôcher, Introduction to Higher Algebra. New York 1907 (reprinted 1947).

[2] J. Hilmar, Ch. Smyth, Euclid Meets Bézout: Intersecting Algebraic Plane Cu-
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Euclidean algorithm and polynomial equations after Labatie

Summary. We recall Labatie’s effective method of solving polynomial equations
with two unknowns by using the Euclidean algorithm.
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