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Wstep

Celem tego opracowania jest przypomnienie twierdzenia Labatie z 1832 roku.
Twierdzenie i jego dowdd opracowatem na podstawie kursu algebry wyzszej Ser-
reta [4], str. 198-208 kt6ry miat kilkanascie wydari we Francji az do lat dwudziestych
minionego wieku. Niestety nie udalo mi si¢ odnalez¢ oryginalnego artykutu Labatie
ani informacji o tym autorze.

W calym opracowaniu rozwazamy wielomiany o wspodlczynnikach w ustalo-
nym ciele K. Gdy W = W(x,y) € K[z,y] to symbolem deg, W oznaczamy sto-
pienn wielomianu W wzgledem zmiennej y. Niezerowy wielomian W nazywamy y-
prymitywnym gdy jest on prymitywny jako wielomian pierscienia K[z][y] to znaczy
gdy najwiekszy wspdlny podzielnik jego wspélczynnikéw przy potegach zmiennej y
jest réwny 1. Jezeli V., W € K[z, y] spelniaja warunek 0 < deg, V' < deg, W to ist-
nieja wielomiany @ (iloraz) i R (reszta) oraz niezerowy wielomian u = u(z) € K|x]
takie, ze ulW = QV + R oraz deg, R < deg, V. Najwigkszy wspdlny dzielnik
wielomianéw V', W moze by¢ wyznaczony za pomoca algorytmu Euklidesa [1],
Rozdzial XVI. Ostatnio Hilmar i Smyth [2] podali bardzo prosty dowdd twierdze-
nia Bezouta dla rzutowych krzywych plaskich uzywajac jako gléwnego narzedzia
euklidesowego dzielenia z reszta.
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1 Algorytm Euklidesa

Niech V1, V5 € K|z, y] beda wielomianami speliajacymi warunki:
1) 0 < deg, Va < deg, V1,
2) V1, Va sa wzglednie pierwsze,
3) Vi, Vi sa y-prymitywne.

Stosujac wielokrotnie dzielenie z reszta otrzymujemy ciag y-prymitywnych wielo-

mianéw V3, ..., V,41 malejacych y-stopni: 0 < deg, V11 < ... < deg, V3 <
deg, V2 powiazanych réwnosciami

wVi = QiVa+ 0V,

uVo = Q2V3 +wvaVy,

unflvnfl - Canlvvn + 'Unflanrla

Unvn == ann—i-l + vy
gdzie uy,. .., Up, U1,..., U, sa niezerowymi wielomianami pierscienia Klz]. Przyj-
mijmy V42 = 11 podane wyzej réwnosci zapiszmy w formie
(1), UV = QuVugp1 +vuVugo dlap=1,...,n.

Powyzsze oznaczenia i zalozenia obowiazuja w caltym artykule.

2 Twierdzenie Labatie

Definiujemy do = 1, di = NWP(u1,v1), do = NWP(Zus, v2); ogélnie d,, =
NWP(%{;Z:uH,vu) dla p = 2,..., n. Latwo sprawdzié, ze % € Klz] a
wiec definicja ciagu do,. .., d, jest poprawna.

Dla dowolnych V, W € K[z,y] oznaczmy {V =W =0} = {P € K?: V(P) =

W(P)=0}.

Twierdzenie 2.1 (Labatie 1832) Przy wprowadzonych wyzej oznaczeniach i za-
tozeniach

n
(i=%%=0}=J{Vi1 = =0}
p=1 H
Dowéd powyzszego twierdzenia podajemy w trzecim rozdziale tego artykutu.

Twierdzenie Labatie pokazuje, ze uklad réwnan Vi(z,y) = 0, Va(z,y) = 0 jest
réwnowazny alternatywie uktadéw ,tréjkatnych”

v
Vier(,g) =0, @) =0 (u=1,....n).
m

Tego typu twierdzenia odkryto stosunkowo niedawno dla przypadku réwnan wie-
lomianowych o dowolnej liczbie niewiadomych, por. [3] i literatura tam cytowana.
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3 Dowdd twierdzenia Labatie

_uruy . . i .
Oznaczmy w, = T Zatem w,, € K[z] oraz wielomiany w,, i i sa wzglednie
pierwsze.

Lemat 3.1 Istnieja ciagi wielomianow Gy,..., Gy, oraz Hy,..., H, pierscienia

K[z, y] takie, ze

UV, —
(2), wy Vi =G 1V, + G,L,ngd"—i,
o
Vyy—
(3)}L wu—l‘/Z = HH—IVH + HM—QVM-l-ldlil
pn—1

dlap=2,...,n+1.

Dowdéd (indukcja wzgledem p). Udowodnimy najpierw pierwsza tozsamoscé.
Z réwnosci w1 Vi = Q1Va + v1 V3 wynika, ze dj = NWP(uq,v1) dzieli iloczyn Q1V3
a wiec dzieli wielomian )7 bo V5 jest wielomianem prymitywnym. Przyjmujac
Go=1,G; = %1 dostajemy wVh = G1 Vo + GOV},% to znaczy tozsamosé (2) dla
w = 2. Zaldézmy teraz, ze 2 < p < n + 11 ze dla pewnych wielomianéw G,,_1
oraz G,_o zachodzi (2),. Po pomnozeniu tozsamosci (2), przez wielomian u,
dostajemy
Vp—1
wy—1u, Vi =GV, + uuGu—2Vu+1dL-
pn—1
Do powyzszej tozsamosci podstawmy u,V,, = Q. V1 + v Vqo. Po prostych
przerébkach otrzymujemy:
-1

v
wy—u,Vi = (G#*IQAL + “uGuﬂdﬂil)VuH + Gu1vuVige
-

Poniewaz d,, = NWP(w,—1u,,v,) za$ wielomian V,, 11 jest prymitywny wiec G,, :=

G 1 . . .
%Qu + G2 Z:Zﬁ_i jest wielomianem i mamy

n

v
— u
w#VH = G#V#.;_l + G#_lVHgd—
"
to znaczy tozsamosé¢ (2),4+1. To dowodzi pierwszej tozsamosci lematu.
Dla dowodu drugiej tozsamosci zauwazmy, ze

v
m%zmw+%%j
1

V1

jesli przyjmiemy Hoy = 0 oraz Hy = 7. To dowodzi (3) dla p = 2. Dowdd
tozsamosci (3), dla dowolnego u przebiega jak dowdd (2),: wystarczy zastapi¢ G,
przez H,. m
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Uwaga 3.2 Wielomiany G, sq okreslone wzorami Go = 1, G1 = G G, =

G- G _ouyv, . . . .
”de"’ + el natomiast wielomiany H, wzorami Hy = 0, H; = 4+ oraz
n pn—10 1

_ Hu1Qu Hy—oupv,—1
HIL - d, + d,_1dy, '

Lemat 3.3 Przy oznaczentach poprzedniego lematu zachodza tozsamosci

(4)u (_1)H%VH+1 =H, .1\Vi—G,—1Va dla p=2,...,n+ 1.
-

Dowéd. Oznaczmy D, =G, H,_1—G,_1H, dlay=2,..., n. Potraktujmy
uklad (2),, (3), jako uklad réwnari liniowych o niewiadomych V,,, V,, 1 24==. Wy-

p—1
du,1

znacznikiem ukladu jest D,_1, stosujac wzory Cramera dostajemy

Dy1Vy = wy1(Hy—2Vi — Gu2Va),
Vy—
DM_1VM+1dM71 = —wM_l(Hu_lVl — Gu—l‘/Z)-
—

W pierwszej formule po zastapieniu p poprzez p + 1 otrzymamy

(5) D,V = wu(Hu—lvl - Gu—lv2)

'lL,L

dy

Natomiast mnozac druga formute przez otrzymamy

Yu—1 Up

6 D, 1V,
() p—1 l+1du71dﬂ

= _w;t(Hp—l‘/l - GM—Q‘/Q)

_quluuD
d,_1d, ~H—1
Ponadto Dy = G1Hy — GoHy = —Z—i a wiec przez latwa indukcje dostajemy

Poréwnujac stronami (5) i (6) i skracajac przez V41 mamy D, =

V1 VUpy—1
DN = (—1)#wud17du1
—

Wstawiajac obliczony wyzej wyznacznik do tozsamosci (5) otrzymujemy tozsa-
mosé (4). m

Mozemy teraz podaé¢ dowdd twierdzenia Labatie.

Dowdéd. Ustalmy P € K2. Jezeli V,(P) = Z‘;: (P) = 0 dla pewnego
w€{2,...,n+1} to z Lematu 3.1 wynika, ze V1 (P) = Va(P) =0 bo w,_1(P) #0
gdyz w1, % sa wzglednie pierwsze.

Zalézmy teraz, ze V1 (P) = Vo(P) = 0. Z formuly (4),+1 lematu 3.3 otrzymu-

jemy gL (P) = 0 a wiec chociaz jeden z wielomiandw gy gt zeruje sie w
punkcie P. Jezeli Z—i(P) =0to Pe{lr= Z—i =0}.

Jezeli najmniejszy wskaznik p dla ktérego 4+ (P) = 0 jest wickszy od 1 to z
m
formuty (4),, wynika, ze V,11(P) = 0 bo F2=1(P) # 0 ze wzgledu na wybor p.
1 dp—1
To dowodzi twierdzenia. m
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Pytanie. Niech ip(V, W) bedzie krotnoscia pary wielomianéw V', W w punkcie
P € K2 zdefiniowana jako kowymiar ideatu (V, W)Op w pierécieniu lokalnym Op
punktu P. Czy prawda jest, ze przy zalozeniach Twierdzenia 2.1 mamy

ip(Vi V) = Y ip(Virr, 24)?
p=1 "
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EUCLIDEAN ALGORITHM AND POLYNOMIAL EQUATIONS AFTER LABATIE

Summary. We recall Labatie’s effective method of solving polynomial equations
with two unknowns by using the Euclidean algorithm.
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