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TWIERDZENIE O LOKALNEJ DUALNOSCI
NA KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH

Arkadiusz Ploski (Kielce)

“Lagrange est la haute pyramide des sciences mathématiques”
Napoléon Bonaparte

Celem tego artykutu jest dowdd twierdzenia o lokalnej dualnosci w przypadku
krzywych algebraicznych. Ze wzgledu na lokalny charakter rozwazan przedsta-
wiamy to twierdzenie w ogdlniejszym przypadku krzywych algebroidalnych. Zapro-
ponowany tutaj dowod opiera sie na klasycznej formule interpolacyjnej Lagrange’a.
Dla zrozumienia artykutu wystarczy znajomosé podstawowych wiasnoéci lokalnych
krzywych algebraicznych wylozonych w artykule [4] oraz kilku pojeé algebry, ktére
przypominamy nizej. Zainteresowany czytelnik znajdzie podstawowe informacje o
teorii lokalnej dualno$ci w geometrii analitycznej i o klasycznych pracach na ten
temat w [3].

Rozwazmy pierscien szeregéw formalnych jednej zmiennej C[[t]] i jego cialo
utamkéw C((t)). Kazdy element ciala C((t)) jest szeregiem Laurenta cht”,

vEZ
w ktorym wystepuje skoiniczona liczba wyrazéw o ujemnym wyktadniku. Gdy

R(t) = Y ce,t” € C((t)) to przyjmujemy ordoR(t) = inf{v : ¢, # 0} oraz
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reso(R(t) dt) = c_1. Zachodza wzory:
o reso (’;T%) dt) = ord oP(t) dla P(t) € C[[1]],

oo reso(R(7(u))7'(u) du) = (ord o7 (u)) reso (R(¢) dt)
dla 7(u) € C[[u]], 7(0) = 0.

Wiecej o residuach w ciatach szeregéow formalnych Czytelnik znajdzie w ksiazce
Langa [2]. Wspomniane w tytule twierdzenie o lokalnej dualnosci jest nietrywial-
nym uogolnieniem nastepujacego faktu:

Lokalna dualnosé na prostej
Niech R(t) € C((t)) bedzie szeregiem Laurenta. Wdwczas R(t) € C[[t]] wtedy i tylko
wtedy, gdy reso(R(t)S(t)dt) =0 dla wszystkich S(t) € C[[t]].

W twierdzeniach o dualnosci podstawowe znaczenie ma pojecie $ladu. Przypo-
mnijmy, ze sladem macierzy kwadratowej nazywamy sume elementéw na gtownej
przekatnej tej macierzy. Sladem endomorfizmu przestrzeni liniowej skonczenie wy-
miarowej nazywamy slad macierzy tego endomorfizmu w wybranej bazie. Pojecie
to nie zalezy od wyboru bazy. Niech L bedzie pierscieniem z wyréznionym pod-
pierécieniem K C L. Zakladamy, ze K jest cialem a L jest przestrzenia liniowa
skonczenie wymiarowa nad K. Dla kazdego elementu [ € L rozwazmy endomor-
fizm liniowy T; : L — L dany wzorem T;(I"') = I’ dla I’ € L. Oznaczmy Try,/x (I)=
Slad endomorfizmu T;. Zatem Trp g : L — K jest K-liniowa forma. Nazywamy ja
Sladem rozszerzenia L /K. Pojecie to (a takze pokrewne mu pojecia wielomianu cha-
rakterystycznego i normy) jest wylozone w wiekszosci podrecznikéw wspélczesnej
algebry. Czesto autorzy zakladaja, ze L jest cialem, co jest zalozeniem zbyt re-
stryktywnym dla naszych rozwazan. Pelny wyklad wspomnianych wyzej poje¢ w
potrzebnej dla nas ogélnoséci Czytelnik znajdzie w monografii S. S. Abhyankara [1]
w rozdziale poswieconym wyréznikowi algebr.

1 Formula interpolacyjna Lagrange’a
i jej konsekwencje

Niech A bedzie dziedzina tzn. pierscieniem przemiennym bez dzielnikéw zera.
Ustalmy wielomian F(y) = y™ + a1y™ ' + -+ 4+ a, € Ay] stopnia n > 0 i niech
K bedzie cialem utamkéw dziedziny A. Zakladamy, ze wyrdznik Ap = discy, F'(y)

wielomianu F jest # 0. Niech K bedzie rozszerzeniem ciala K, w ktérym wielomian
n

F(y) rozklada sie na czynniki liniowe: F'(y) = H(y —y;) w K[y]. Jest wiec y; # y;
i=1

dla i # j bo Ap = H (y; — yj)2 # 0. Zanotujmy, ze F'(y) = ZH(y - y;)

1<i<j<n i=1 j#i

oraz Fy) = H(y — ;).

Y—Yi A
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Twierdzenie 1.1 (Formutla interpolacyjna Lagrange’a) Niech [y,...,l, be-
dzie dowolnym ciagiem elementéw ciata K. Wowczas istnieje doktadnie jeden wie-
lomian A(y) € K[y stopnia < n — 1 taki, ze A(y;) =1; dlai=1,...,n. Jest on
dany formuta Lagrange’a

_ ~ i F(y)
Ay = ; F'ly)y—vi

Ponadto, dla kazdego wielomianu ¥(y) € Aly] stopnia < n — 1 zachodzq wzory

(i) ¥(y) = Z} F’((Z:) ; (y;

n—1

n
U (1
(i1) Z (1) = wspdlczynnik przy jednomianie y wielomianu ¥ (y).
i=1

F'(yi)
Latwe sprawdzenie powyzszego twierdzenia algebry klasycznej pozostawiamy Czy-
telnikowi. Rozwazamy teraz pierscien

= Alyl
B= " ry)
Czytelnik sprawdzi latwo nastepujace wlasnosci:

(1.2) Wielomian P(y) € Aly] lezy w ideale (F(y)) (lub réwnowaznie: obraz P(y)
w B poprzez homomorfizm kanoniczny jest = 0 w B) doktadnie wtedy, gdy
P(y;))=0dlai=1,...,n.

(1.3) Obraz wielomianu P(y) w B jest dzielnikiem zera w B dokladnie wtedy, gdy
P(y;) = 0 dla pewnego i € {1,...,n}.

(1.4) Pierscien B jest wolnym A-modulem rangi n o bazie utworzonej przez obrazy
jednomianéw 1,y,...,y" ! w B.

(1.5) Pely pierécienn utamkéw L pierscienia B jest n-wymiarowa przestrzenia li-
niowa nad cialem K.

Przypomnijmy tutaj, ze pelny pierscien ulamkéw dowolnego pierscienia kon-
struujemy analogicznie do ciala ulamkéw dziedziny, pamietajac, ze w mianowni-
kach ulamkéw dopuszczamy wylacznie nie-dzielniki zera rozwazanego pierscienia.
W rozwazanej przez nas sytuacji pierécien L konstruujemy nastepujaco:
rozwazamy pary (H,G) € Aly]? takie, ze G(y;) # 0 dlai =1,...,n i zapisujemy je
w postaci g Dwie pary g oraz IC% tej postaci utozsamiamy gdy gé;h)) = gig;”i
dla i =1,...,n, co oznacza na podstawie (1.2), ze HG; = H1G (modF).

Nastepujaca, dobrze znana formuta opisuje §lad w terminach pierwiastkéw wie-
lomianu F(y):

(16) T (&) = 2 Gy
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Zauwazmy tutaj, ze fakt iz suma po prawej stronie réwnosci (1.6) jest elementem
ciata K wynika rowniez z twierdzenia o wielomianach symetrycznych.
Mozemy teraz udowodni¢ “prototyp” twierdzenia o dwoistosci.

Twierdzenie 1.7 Niech H(y) € Aly] bedzie ustalonym wielomianem. Przy wpro-
wadzonych wyzej oznaczeniach i zatozeniach nastepujace dwa warunki sq réowno-
wazne

() H(y) € (F(y),G(y))Alyl,
(B) dla kazdego H(y) € Aly] : Trr/x (g—f,) € A.

Dowdd.
(o) = (B). Wystarczy sprawdzié, ze relacja H(y) = ®(y)F(y) + Y(y)G(y) w Aly]

implikuje
H
TrL/K (GF/) € A.

Mozemy zatozy¢, ze deg ¥ < n—1bo jesli H = PF + VG i U jest reszta z dzielenia
U przez F'to H = ®F + VG oraz deg ¥ < n— 1. Zalézmy zatem, ze H = PF+ VG
oraz deg U < n — 1. Wéwczas otrzymujemy H (y;) = V(y;)G(y;) dlai=1,...,n a
wiec

~ U(y)Gy:) _ x~ ()
Tr = =
”K(GF') ZG% F'(y,) E Gly) ' (i) Z F'(y;)

1

n—

= wspdtczynnik przy jednomianie y wzelomzanu \I’( ) € Aly].

HH

(B) = («). Zatézmy, ze Trp, i (GF’) € A dla wszystkich H € Afy].
Woéwcezas .

Hy
(1) TrL/K(GF/>€Adlak_01 n—1.
Definiujemy wielomian U (y) € K[y] przyjmujac

Fy)

2
® ZGyzF’yzy Yi

Udowodnimy, ze ¥(y) € Aly]. W tym celu oznaczmy Fj(y) = y* + a1y~ ! +
< tapdlak=1,...,n. Mamy zatem F(y) — F(z) = (y — 2) (2" + Fi(y)2" "2 +
s+ Faa(y) wAly, 2]

a wiec
F
W) 4 Bt 4 4 Faaly).
Y—UYi
Przyjmijmy dodatkowo Fy(y) = 1. Mamy

n H ; - L
‘I'y):;g(yi)(l%(yi + Ry 4+ Faa(y) =
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_nfl n M B el r nyk
;(ZG@W@»E”1@;?MKQm>ﬂkﬂw@M

=1

na mocy (1).
Wielomian U(y) jest oczywiscie stopnia < n — 1. Z formuly interpolacyjnej
Lagrange’a wynika, ze

U(y;) = _4 dla i=1,...,n.

Wielomian H(y)—¥(y)G(y) € Aly] zeruje sie na pierwiastkach y; (i = 1,...,n) wie-
lomianu F(y) a wiec lezy w ideale (F(y))A[y]. Stad H(y) = ®(y)F(y) + ¥(y)G(y)
w Aly] co koriczy dowdd twierdzenia.

2 Pierwsza wersja twierdzenia
o lokalnej dualnosci

Niech f € C[[z,y]] bedzie szeregiem zredukowanym tzn. bez czynnikéw wielokrot-
nych, y-regularnym rzedu n tzn. takim, ze ordf(0,y) = n. Rozwazmy pierscierl
lokalny

0 = Cll:vlly(#(z,y))

krzywej algebroidalnej f(z,y) = 0.

Niech F' = F(x,y) bedzie wielomianem wyréznionym Weierstrassa stowarzyszo-
nym z szeregiem f = f(x,y). Zatem (f) = (F) i z twierdzenia przygotowawczego
Weierstrassa w wersji dzieleniowej wynika, ze

0 = Clz sl (F(a.y).

Ze wzgledu na wlasnosci podane w §1 tego artykulu O jest wolnym C[[z]]-modutem
rangi n; obrazy jednomianéw 1,v,...,4" ! tworza baze wolna tego modutu. Niech
M bedzie pelnym pierscieniem utamkoéw pierscienia O. Zatem M jest n-wymiarowa
przestrzenia liniowa nad cialem K = C((x)) ulamkéw pierscienia C[[z]] i mozemy
rozwazac $lad

Tr = Tra i : M — C((x)).

Twierdzenie 2.1 (Pierwsza wersja twierdzenia o lokalnej dualnosci)
Niech g = g(z,y) € C[[z,y]] bedzie szeregiem takim, Ze f i g sa wzglednie pierwsze.
Wtedy dla kazdego szeregu h = h(z,y) € Cl[[z,y]] nastepujace dwa warunki sq
rownowazne

(a) h(z,y) € (f(x,y),9(z,y))Cl[z,y]],

(B) dia kazdego h(zx,y) € C[[z,y]] mamy Tr(g@@) € Cl[z]].
9y
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Dowdd. Rozwazmy najpierw przypadek, gdy f = F € C[[z]][y] jest wielomianem
wyréznionym stopnia n. Dla kazdego szeregu h € C[[z,y]] oznaczmy h* € C[[z]][y]
reszte z dzielenia h przez F = f w sensie twierdzenia o dzieleniu Weierstrassa.
Latwo sprawdzié, ze

(3) h* € (F, g")C[[z]][y] wtedy i tylko wtedy, gdy h € (f, 9)Cl[z, y]],

o )l

Zatem w rozwazanym przypadku Twierdzenie 2.1 redukuje sie do Twierdzenia 1.7.
W przypadku ogdlnym istnieje dzielnik jedynki v € C[[z,y]] taki, ze F = vf
vh

afy — 9F,

h
Tr( UF/> i twierdzenie sprowadza si¢ do przypadku juz rozwazanego.
9y

jest wielomianem wyréznionym. Poniewaz w M zatem Tr

gfy)

3 Residua na krzywych algebroidalnych

Niech f = f(z,y) € C|[x,y]] bedzie szeregiem zredukowanym wyznaczajacym
krzywa algebroidalng f = 0. Niech My bedzie pelnym pierécieniem utamkéw
pierscienia Cll=, y]]/
Elementy My nazywamy funkcjami meromorficznymi na krzywej f = 0. Przyjmu-
Jjemy
Q, — Mydx + Mydy

T T hde+ frdy
Zatem (25 jest przestrzenia liniowa 1-wymiarowa nad M. Obraz elementu P dx +

Qdy € Mydae + Mydy w Qf oznaczamy Pdx + (QQdy (w dalszym ciagu uprasz-
czamy niekiedy symbolike oznaczajac obraz P dx 4+ @ dy po prostu Pdz + Q dy).

Definicja 3.1 Niech f = f1...fr, fi € Cllz,y]] (i =1,...,r) bedzie rozkltadem na
czynniki pierwsze szerequ zredukowanego f i miech (x;(t;),yi(t;)) € C[[t:]]* bedzie
normalizacjq gatezi f;(x,y) = 0. Wiwczas

resyo (Pdzr + Qdy) =

= Z reso [(P(xi(ti), yi(t:)®i(t:) + Q(zi(ti), yi(t:))9:(t:)) dti] .

Latwo zauwazy¢, ze podana wyzej definicja residuum jest poprawna: nie zalezy od
wyboru normalizacji galezi krzywej.

Na krzywej algebroidalnej f = 0 wyrézniamy forme kanoniczna wy € 1.
. . . dx dy
Okreslamy ja nastepujaco: wy = T (edy f,, # 0) lub wy = +7 (edy fI #0).
Y x

Definicja jest poprawna gdyz f. dx —|— fydy=0w Q.
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Kazdy element {2y mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci gwf gdzie % € My
jest funkcja meromorficzna wyznaczona przez pare szeregdw h,g € C[[z,y]] taka,
ze szeregi f, g sa wzglednie pierwsze.

Lemat 3.2 Niech f € Cllz,y]] bedzie szeregiem zredukowanym wyznaczajacym
krzywa algebroidalng f = 0 o galeziach f; = 0 (i = 1,...,r). Niech z;(t;) =
(zi(t;), yi(t:)) € C[[t:]]? bedzie normalizacj@ gatezi f; = 0.

Dla danego szeregu g € (Cgm Y]] takzego ze f, g nie majq wspolnego podzielnika
szereqg f i jakobian J = %6—” — 67% rowniez sq wzglednie pierwsze i zachodzi

formula
RN res [ PE(t) G 9(zi(t:))
e =2 0<g<zi<ti>> JE) >

Dowdd. Nie zmniejszajac ogélnosci mozemy zatozy¢, ze f, # 0 a wiec wy = %.
Stosujac definicje residuum otrzymujemy

®) sy () = 2 o (e e )

Rézniczkowanie wzgledem parametru ¢; daje:

(6) fo(zi(ta)ai(ts) + fo (zi(t)9:(t:) = 0,
9o (zi(ta))Zi(t:) + gy, (2 (i) 9 (i) = a9

a stad stosujac reguly Cramera otrzymujemy

(7) J(zi(ta))i(t) = fal2i(t) g -9(=i(t),
Tlta))a(t) = —Fy(ax(t0) - 9(a(t0).

Szeregi f i g nie maja wspdlnego czynnika a wiec g(z;(t;)) #0dlai=1,...,r. Z
warunkéw (7) i faktu, ze f nie ma czynnikéw wielokrotnych wynika, ze J (zz( 1)) #0
a wiec f i J réwniez nie maja wspdlnego czynnika. Stosujac pierwsza z formut (7)
oraz formute (5) otrzymujemy druga czesé lematu.

Stosujac lemat 3.2 latwo sprawdzamy podane nizej dwie wlasnosci.

Wiasno$é 3.3 Niech f1,91,h1 € Cl[z1,y1]] beda szeregami otrzymanymi z sze-
regow f, g, h € C[[z,y]] przez podstawienie x = axy+byy, y = cx1 +dy1 o wyznacz-
niku D = ad — be #£ 0. Wtedy

hy _ h
resyf o <glwf1) =D 1I‘eSf,o (gwf) .
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Wiasnosé 3.4 Niech io(f,g9) = Y., ordog(zi(t;)) bedzie krotnosciq przeciecia
krzywych algebroidalnych {f = 0} oraz {g = 0}. Wdowczas

. J .
(Z) resy,o (gwf) = 10(.f7 g);
g hJ o
(i) resyf o (wf) =0 dla h € Cl[[z,y]] takich, ze h(0,0) = 0.
g

Uwaga 3.5 Wszystkie definicje i twierdzenia podane wyzej przenosza sie¢ na przy-
padek szeregéw zbieznych. Zatézmy, ze szeregi f(x,y) i g(x,y) sa zbiezne. Wéwczas
istnieje spéjne otoczenie zera U plaszczyzny C? takie, ze ukiad réwnan f(xz,y) = 0,

g(x,y) = € ¢ # 0 ma w U dokladnie m = ig(f,g) rozwiazan Pfe),...,Pﬁj) dla
le| dostatecznie matych. Jest wtedy J(Pi(ﬁ)) #0dlai=1,...,m a formule G.
Biernata (Bull. de la Société des Sc. et des Lettres de L6dz 1989) mozna zapisaé

w postaci
h " p(P)
resf,o(wf) = lim E (7) .
g 0#e—0 = J(Pi(e))

4 Twierdzenie o dualnosci lokalnej

Niech f = f(x,y) € C[[z,y]] bedzie szeregiem zredukowanym a g = g(z,y) €
C[[z, y]] szeregiem takim, ze f, g sa wzglednie pierwsze.

Twierdzenie 4.1 (Twierdzenie o lokalnej dualnosci) Dia kaidego szeregu
h = h(z,y) € C[[z,y]] nastepujace warunki sq réwnowazne

(@) hlz,y) € (f(z,y), 9(z,y))C[[z, y]],
(B) dla kazdego h(zx,y) € C[[z,y]] : resfo (%ﬁwf) =0.

Dowéd powyzszego twierdzenia opiera sie na jego pierwszej wersji (Twierdzenie
2.1) oraz podanym nizej lemacie.

Lemat 4.2 Zaktadamy, ze f € C|[z,y]] jest szeregiem zredukowanym, y-regu-
larnym i niech Tr bedzie Sladem rozszerzenia C((x)) — M. Wtedy

h dx h
res —— | =resg| Tr | — ) dz | .
f’o(g f{,) 0( (gf;) )

Dowdd. Niech F = Fj---F, bedzie rozktadem wielomianu wyrdznionego F' sto-
warzyszonego z f na wielomiany wyréznione nierozkladalne F; stopnia n;. Niech
(t, y:(t;)) bedzie normalizacja Puiseux krzywej F; = 0. Oznaczmy R(z,y) =
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h(z,y)
9(z, y)f{,(x, Y)

mujemy

(®) Fa) =11 TI (1-w (as®)).

i=1 EiEU(TLi)

iU(n;) = {e € C: e = 1}. Stosujac twierdzenie Puiseux otrzy-

a stad stosujac formute (1.6) dla sladu, mamy

(9) (Tr R)( Z Z (x yl<z L))

i=1¢;€U(n;)

Podstawienie z = tV, N = ny ---,n, daje:
(10) (Tr R)(t) = Z > ( (elt’% )) .
1=1¢,€U(n;)

Stosujac do reso((Tr R)(x) dz) podstawienie z = tV i korzystajac z (10) otrzymu-
jemy:

(11) reso((Tr R)(z Z Z resg ( ( Vi (eltﬁf)) N1 dt) .

1=1¢;€U(ny)

Para (¢, y;(€;t;)), €; € U(n;) jest normalizacjg krzywej F; = 0. Na mocy definicji
residuum

r

(12) resyo(R(z,y)dz) = Z resg (R (7, (L)) nit?i’l dti) _
i=1
=30 S ey (R yilesti)) £ dty) =
=1 ¢;€U(n;)

"L el

i=1¢,€U(n;)

N
przy czym ostatnia formule otrzymujemy przez podstawienie t; = ¢t 7.
Poréwnujac (11) i (12) otrzymujemy réwnosé

resso(R(x,y) dx) = reso((Ir R)(x) dx),

co dowodzi lematu.
Dowdd twierdzenia o lokalnej dwoistosci.

Na mocy wilasnosci 3.3 mozemy zalozyé, ze f jest szeregiem y-regularnym.
Mozemy wiec stosowa¢ udowodniony wyzej lemat. Zalézmy najpierw, ze h €
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(f,9)C[[z,y]]. Zatem na podstawie pierwszej wersji twierdzenia o lokalnej dwo-

h
istodei Tr <gf’> € C[[z]] a wiec resg (Tr (#) (x) dx) = 0 i na mocy udowodnio-
y Y
h dx T
nego lematu resy g 9T = 0. To dowodzi implikacji (o) = (5).
9Ty
R o hh
Dla dowodu implikacji przeciwnej zalézmy, ze resy ﬁ dz | = 0 dla wszyst-
Y

- hh
kich h € Cl[z,y]]. Wnioskujemy stad, ze resg (Tr<f/> dx) = 0dla h €
91y

hh
Cllz,y]] a wiec takze resg <qur<> dm) =0dlag=0,1,2,... oraz dowol-

/

y

nego h = iz(x,y) Stosujac twierdzenie o dualnosci na prostej wnioskujemy stad,
hh .

ze ’IT( /) € Cl[z]] dla h € C[[z,y]]. Na mocy pierwszej wersji twierdzenia
91y

o lokalnej dwoistosci otrzymujemy stad, ze h € C[[z,y]]. To dowodzi implikacji
(8) = (a).

Whniosek 4.3 Jezeli J jest jakobianem wzglednie pierwszych szeregow f, g to
(i) J & (f,9)C[z,y]],
(ii) hJ € (f,9)Cllx,y]] jesti h(0,0) = 0.

Dowdd. Stosujac twierdzenie Bertiniego (por. [5]) mozemy ograniczy¢ sie do przy-
padku gdy f jest zredukowany. Wlasnosci (i) oraz (ii) otrzymujemy stosujac twier-
dzenie o lokalnej dualnosci i wlasnosci 3.4.
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LOCAL DUALITY THEOREM ON PLANE ALGEBRAIC CURVES

Summary. Let wy = d:v/( of be the canonical form associated with the algebroid
%)
curve f = 0 given by a reduced formal power series f = f(x,y) € C[[z,y]]. Using
the classical Lagrange interpolation formula we check the following version of the
local duality theorem:

a formal power series h = h(x,y) is in the ideal (f, g)C|[z,y]] generated by coprime

formal power series f and g if and only if ress (%wf) =0 for every h € Cllz,y]]-

Lodz, 7 — 11 stycznia 2008 r.






