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“Lagrange est la haute pyramide des sciences mathématiques”
Napoléon Bonaparte

Celem tego artyku lu jest dowód twierdzenia o lokalnej dualności w przypadku
krzywych algebraicznych. Ze wzgl ↪edu na lokalny charakter rozważań przedsta-
wiamy to twierdzenie w ogólniejszym przypadku krzywych algebroidalnych. Zapro-
ponowany tutaj dowód opiera si ↪e na klasycznej formule interpolacyjnej Lagrange’a.
Dla zrozumienia artyku lu wystarczy znajomość podstawowych w lasności lokalnych
krzywych algebraicznych wy lożonych w artykule [4] oraz kilku poj ↪eć algebry, które
przypominamy niżej. Zainteresowany czytelnik znajdzie podstawowe informacje o
teorii lokalnej dualności w geometrii analitycznej i o klasycznych pracach na ten
temat w [3].

Rozważmy pierścień szeregów formalnych jednej zmiennej C[[t]] i jego cia lo

u lamków C((t)). Każdy element cia la C((t)) jest szeregiem Laurenta
∑
ν∈Z

cνt
ν ,

w którym wyst ↪epuje skończona liczba wyrazów o ujemnym wyk ladniku. Gdy
R(t) =

∑
cνt

ν ∈ C((t)) to przyjmujemy ord 0R(t) = inf{ν : cν ̸= 0} oraz
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res0(R(t) dt) = c−1. Zachodz ↪a wzory:

• res0

(
P ′(t)
P (t) dt

)
= ord 0P (t) dla P (t) ∈ C[[t]],

•• res0(R(τ(u))τ ′(u) du) = ( ord 0τ(u)) res0(R(t) dt)
dla τ(u) ∈ C[[u]], τ(0) = 0.

Wi ↪ecej o residuach w cia lach szeregów formalnych Czytelnik znajdzie w ksi ↪ażce
Langa [2]. Wspomniane w tytule twierdzenie o lokalnej dualności jest nietrywial-
nym uogólnieniem nast ↪epuj ↪acego faktu:

Lokalna dualność na prostej
Niech R(t) ∈ C((t)) b ↪edzie szeregiem Laurenta. Wówczas R(t) ∈ C[[t]] wtedy i tylko
wtedy, gdy res0(R(t)S(t) dt) = 0 dla wszystkich S(t) ∈ C[[t]].

W twierdzeniach o dualności podstawowe znaczenie ma poj ↪ecie śladu. Przypo-
mnijmy, że śladem macierzy kwadratowej nazywamy sum ↪e elementów na g lównej
przek ↪atnej tej macierzy. Śladem endomorfizmu przestrzeni liniowej skończenie wy-
miarowej nazywamy ślad macierzy tego endomorfizmu w wybranej bazie. Poj ↪ecie
to nie zależy od wyboru bazy. Niech L b ↪edzie pierścieniem z wyróżnionym pod-
pierścieniem K ⊂ L. Zak ladamy, że K jest cia lem a L jest przestrzeni ↪a liniow ↪a
skończenie wymiarow ↪a nad K. Dla każdego elementu l ∈ L rozważmy endomor-
fizm liniowy Tl : L → L dany wzorem Tl(l

′) = ll′ dla l′ ∈ L. Oznaczmy TrL/K(l)=
ślad endomorfizmu Tl. Zatem TrL/K : L → K jest K-liniow ↪a form ↪a. Nazywamy j ↪a
śladem rozszerzenia L/K. Poj ↪ecie to (a także pokrewne mu poj ↪ecia wielomianu cha-
rakterystycznego i normy) jest wy lożone w wi ↪ekszości podr ↪eczników wspó lczesnej
algebry. Cz ↪esto autorzy zak ladaj ↪a, że L jest cia lem, co jest za lożeniem zbyt re-
stryktywnym dla naszych rozważań. Pe lny wyk lad wspomnianych wyżej poj ↪eć w
potrzebnej dla nas ogólności Czytelnik znajdzie w monografii S. S. Abhyankara [1]
w rozdziale poświ ↪econym wyróżnikowi algebr.

1 Formu la interpolacyjna Lagrange’a
i jej konsekwencje

Niech A b ↪edzie dziedzin ↪a tzn. pierścieniem przemiennym bez dzielników zera.
Ustalmy wielomian F (y) = yn + a1y

n−1 + · · · + an ∈ A[y] stopnia n > 0 i niech
K b ↪edzie cia lem u lamków dziedziny A. Zak ladamy, że wyróżnik ∆F = discyF (y)
wielomianu F jest ̸= 0. Niech K̄ b ↪edzie rozszerzeniem cia la K, w którym wielomian

F (y) rozk lada si ↪e na czynniki liniowe: F (y) =
n∏

i=1

(y−yi) w K̄[y]. Jest wi ↪ec yi ̸= yj

dla i ̸= j bo ∆F =
∏

16i<j6n

(yi − yj)
2 ̸= 0. Zanotujmy, że F ′(y) =

n∑
i=1

∏
j ̸=i

(y − yj)

oraz
F (y)

y − yi
=
∏
j ̸=i

(y − yi).
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Twierdzenie 1.1 (Formu la interpolacyjna Lagrange’a) Niech l1, . . . , ln b ↪e-
dzie dowolnym ci ↪agiem elementów cia la K̄. Wówczas istnieje dok ladnie jeden wie-
lomian Λ(y) ∈ K̄[y] stopnia 6 n − 1 taki, że Λ(yi) = li dla i = 1, . . . , n. Jest on
dany formu l ↪a Lagrange’a

Λ(y) =
n∑

i=1

li
F ′(yi)

F (y)

y − yi
.

Ponadto, dla każdego wielomianu Ψ(y) ∈ A[y] stopnia 6 n− 1 zachodz ↪a wzory

(i) Ψ(y) =
n∑

i=1

Ψ(yi)

F ′(yi)

F (y)

y − yi
,

(ii)
n∑

i=1

Ψ(yi)

F ′(yi)
= wspó lczynnik przy jednomianie yn−1 wielomianu Ψ(y).

 Latwe sprawdzenie powyższego twierdzenia algebry klasycznej pozostawiamy Czy-
telnikowi. Rozważamy teraz pierścień

B = A[y]/(F (y)).

Czytelnik sprawdzi  latwo nast ↪epuj ↪ace w lasności:

(1.2) Wielomian P (y) ∈ A[y] leży w ideale (F (y)) (lub równoważnie: obraz P (y)
w B poprzez homomorfizm kanoniczny jest = 0 w B) dok ladnie wtedy, gdy
P (yi) = 0 dla i = 1, . . . , n.

(1.3) Obraz wielomianu P (y) w B jest dzielnikiem zera w B dok ladnie wtedy, gdy
P (yi) = 0 dla pewnego i ∈ {1, . . . , n}.

(1.4) Pierścień B jest wolnym A-modu lem rangi n o bazie utworzonej przez obrazy
jednomianów 1, y, . . . , yn−1 w B.

(1.5) Pe lny pierścień u lamków L pierścienia B jest n-wymiarow ↪a przestrzeni ↪a li-
niow ↪a nad cia lem K.

Przypomnijmy tutaj, że pe lny pierścień u lamków dowolnego pierścienia kon-
struujemy analogicznie do cia la u lamków dziedziny, pami ↪etaj ↪ac, że w mianowni-
kach u lamków dopuszczamy wy l ↪acznie nie-dzielniki zera rozważanego pierścienia.
W rozważanej przez nas sytuacji pierścień L konstruujemy nast ↪epuj ↪aco:
rozważamy pary (H,G) ∈ A[y]2 takie, że G(yi) ̸= 0 dla i = 1, . . . , n i zapisujemy je

w postaci H
G . Dwie pary H

G oraz H1

G1
tej postaci utożsamiamy gdy H(yi)

G(yi)
= H1(yi)

G1(yi)

dla i = 1, . . . , n, co oznacza na podstawie (1.2), że HG1 ≡ H1G (modF ).
Nast ↪epuj ↪aca, dobrze znana formu la opisuje ślad w terminach pierwiastków wie-

lomianu F (y):

TrL/K

(
H

G

)
=

n∑
i=1

H(yi)

G(yi)
(1.6)
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Zauważmy tutaj, że fakt iż suma po prawej stronie równości (1.6) jest elementem
cia la K wynika również z twierdzenia o wielomianach symetrycznych.

Możemy teraz udowodnić “prototyp” twierdzenia o dwoistości.

Twierdzenie 1.7 Niech H(y) ∈ A[y] b ↪edzie ustalonym wielomianem. Przy wpro-
wadzonych wyżej oznaczeniach i za lożeniach nast ↪epuj ↪ace dwa warunki s ↪a równo-
ważne

(α) H(y) ∈ (F (y), G(y))A[y],

(β) dla każdego H̃(y) ∈ A[y] : TrL/K

(
HH̃
GF ′

)
∈ A.

Dowód.
(α) ⇒ (β). Wystarczy sprawdzić, że relacja H(y) = Φ(y)F (y) + Ψ(y)G(y) w A[y]
implikuje

TrL/K

(
H

GF ′

)
∈ A.

Możemy za lożyć, że deg Ψ 6 n−1 bo jeśli H = ΦF +ΨG i Ψ̃ jest reszt ↪a z dzielenia
Ψ przez F to H = Φ̃F +Ψ̃G oraz deg Ψ̃ 6 n−1. Za lóżmy zatem, że H = ΦF +ΨG
oraz deg Ψ 6 n− 1. Wówczas otrzymujemy H(yi) = Ψ(yi)G(yi) dla i = 1, . . . , n a
wi ↪ec

TrL/K

(
H

GF ′

)
=

n∑
i=1

H(yi)

G(yi)F ′(yi)
=

n∑
i=1

Ψ(yi)G(yi)

G(yi)F ′(yi)
=

n∑
i=1

Ψ(yi)

F ′(yi)
=

= wspó lczynnik przy jednomianie yn−1 wielomianu Ψ(y) ∈ A[y].

(β) ⇒ (α). Za lóżmy, że TrL/K

(
HH̃

GF ′

)
∈ A dla wszystkich H̃ ∈ A[y].

Wówczas

TrL/K

(
Hyk

GF ′

)
∈ A dla k = 0, 1, . . . , n− 1.(1)

Definiujemy wielomian Ψ(y) ∈ K̄[y] przyjmuj ↪ac

(2) Ψ(y) =

n∑
i=1

H(yi)

G(yi)F ′(yi)

F (y)

y − yi
.

Udowodnimy, że Ψ(y) ∈ A[y]. W tym celu oznaczmy Fk(y) = yk + a1y
k−1 +

· · ·+ ak dla k = 1, . . . , n. Mamy zatem F (y)−F (z) = (y− z)(zn−1 +F1(y)zn−2 +
· · · + Fn−1(y)) w A[y, z]
a wi ↪ec

F (y)

y − yi
= yn−1

i + F1(y)yn−2
i + · · · + Fn−1(y).

Przyjmijmy dodatkowo F0(y) = 1. Mamy

Ψ(y) =

n∑
i=1

H(yi)

G(yi)F ′(yi)

(
yn−1
i + F1(y)yn−2

i + · · · + Fn−1(y)
)

=
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=

n−1∑
k=0

(
n∑

i=1

H(yi)y
k
i

G(yi)F ′(yi)

)
Fn−k−1(y) =

n−1∑
k=0

TrL/K

(
Hyk

GF ′

)
Fn−k−1(y) ∈ A[y]

na mocy (1).
Wielomian Ψ(y) jest oczywíscie stopnia 6 n − 1. Z formu ly interpolacyjnej

Lagrange’a wynika, że

Ψ(yi) =
H(yi)

G(yi)
dla i = 1, . . . , n.

Wielomian H(y)−Ψ(y)G(y) ∈ A[y] zeruje si ↪e na pierwiastkach yi (i = 1, . . . , n) wie-
lomianu F (y) a wi ↪ec leży w ideale (F (y))A[y]. St ↪ad H(y) = Φ(y)F (y) + Ψ(y)G(y)
w A[y] co kończy dowód twierdzenia.

2 Pierwsza wersja twierdzenia
o lokalnej dualności

Niech f ∈ C[[x, y]] b ↪edzie szeregiem zredukowanym tzn. bez czynników wielokrot-
nych, y-regularnym rz ↪edu n tzn. takim, że ord 0f(0, y) = n. Rozważmy pierścień
lokalny

O = C[[x, y]]/(f(x, y))

krzywej algebroidalnej f(x, y) = 0.
Niech F = F (x, y) b ↪edzie wielomianem wyróżnionym Weierstrassa stowarzyszo-

nym z szeregiem f = f(x, y). Zatem (f) = (F ) i z twierdzenia przygotowawczego
Weierstrassa w wersji dzieleniowej wynika, że

O = C[[x, y]]/(F (x, y)).

Ze wzgl ↪edu na w lasności podane w §1 tego artyku lu O jest wolnym C[[x]]-modu lem
rangi n; obrazy jednomianów 1, y, . . . , yn−1 tworz ↪a baz ↪e woln ↪a tego modu lu. Niech
M b ↪edzie pe lnym pierścieniem u lamków pierścienia O. Zatem M jest n-wymiarow ↪a
przestrzeni ↪a liniow ↪a nad cia lem K = C((x)) u lamków pierścienia C[[x]] i możemy
rozważać ślad

Tr = TrM/K : M → C((x)).

Twierdzenie 2.1 (Pierwsza wersja twierdzenia o lokalnej dualności)
Niech g = g(x, y) ∈ C[[x, y]] b ↪edzie szeregiem takim, że f i g s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze.
Wtedy dla każdego szeregu h = h(x, y) ∈ C[[x, y]] nast ↪epuj ↪ace dwa warunki s ↪a
równoważne

(α) h(x, y) ∈ (f(x, y), g(x, y))C[[x, y]],

(β) dla każdego h̃(x, y) ∈ C[[x, y]] mamy Tr

(
hh̃

g ∂f
∂y

)
∈ C[[x]].
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Dowód. Rozważmy najpierw przypadek, gdy f = F ∈ C[[x]][y] jest wielomianem
wyróżnionym stopnia n. Dla każdego szeregu h ∈ C[[x, y]] oznaczmy h∗ ∈ C[[x]][y]
reszt ↪e z dzielenia h przez F = f w sensie twierdzenia o dzieleniu Weierstrassa.
 Latwo sprawdzić, że

h∗ ∈ (F, g∗)C[[x]][y] wtedy i tylko wtedy, gdy h ∈ (f, g)C[[x, y]],(3)

Tr

(
h

gf ′
y

)
= Tr

(
h∗

g∗F ′
y

)
.(4)

Zatem w rozważanym przypadku Twierdzenie 2.1 redukuje si ↪e do Twierdzenia 1.7.
W przypadku ogólnym istnieje dzielnik jedynki v ∈ C[[x, y]] taki, że F = vf

jest wielomianem wyróżnionym. Ponieważ
h

gf ′
y

=
vh

gF ′
y

w M zatem Tr

(
h

gf ′
y

)
=

Tr

(
vh

gF ′
y

)
i twierdzenie sprowadza si ↪e do przypadku już rozważanego.

3 Residua na krzywych algebroidalnych

Niech f = f(x, y) ∈ C[[x, y]] b ↪edzie szeregiem zredukowanym wyznaczaj ↪acym
krzyw ↪a algebroidaln ↪a f = 0. Niech Mf b ↪edzie pe lnym pierścieniem u lamków

pierścienia C[[x, y]]/(f).

Elementy Mf nazywamy funkcjami meromorficznymi na krzywej f = 0. Przyjmu-
jemy

Ωf =
Mf dx + Mf dy

f ′
x dx + f ′

y dy
.

Zatem Ωf jest przestrzeni ↪a liniow ↪a 1-wymiarow ↪a nad Mf . Obraz elementu P dx+
Qdy ∈ Mf dx + Mf dy w Ωf oznaczamy P dx + Qdy (w dalszym ci ↪agu uprasz-
czamy niekiedy symbolik ↪e oznaczaj ↪ac obraz P dx + Qdy po prostu P dx + Qdy).

Definicja 3.1 Niech f = f1 . . . fr, fi ∈ C[[x, y]] (i = 1, . . . , r) b ↪edzie rozk ladem na
czynniki pierwsze szeregu zredukowanego f i niech (xi(ti), yi(ti)) ∈ C[[ti]]

2 b ↪edzie
normalizacj ↪a ga l ↪ezi fi(x, y) = 0. Wówczas

resf,0
(
P dx + Qdy

)
=

=

r∑
i=1

res0 [(P (xi(ti), yi(ti))ẋi(ti) + Q(xi(ti), yi(ti))ẏi(ti)) dti] .

 Latwo zauważyć, że podana wyżej definicja residuum jest poprawna: nie zależy od
wyboru normalizacji ga l ↪ezi krzywej.

Na krzywej algebroidalnej f = 0 wyróżniamy form ↪e kanoniczn ↪a ωf ∈ Ωf .

Określamy j ↪a nast ↪epuj ↪aco: ωf = − dx

f ′
y

(gdy f ′
y ̸= 0) lub ωf = +

dy

f ′
x

(gdy f ′
x ̸= 0).

Definicja jest poprawna gdyż f ′
x dx + f ′

y dy = 0 w Ωf .
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Każdy element Ωf można zapisać jednoznacznie w postaci h
gωf gdzie h

g ∈ Mf

jest funkcj ↪a meromorficzn ↪a wyznaczon ↪a przez par ↪e szeregów h, g ∈ C[[x, y]] tak ↪a,
że szeregi f , g s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze.

Lemat 3.2 Niech f ∈ C[[x, y]] b ↪edzie szeregiem zredukowanym wyznaczaj ↪acym
krzyw ↪a algebroidaln ↪a f = 0 o ga l ↪eziach fi = 0 (i = 1, . . . , r). Niech zi(ti) =
(xi(ti), yi(ti)) ∈ C[[ti]]

2 b ↪edzie normalizacj ↪a ga l ↪ezi fi = 0.
Dla danego szeregu g ∈ C[[x, y]] takiego, że f , g nie maj ↪a wspólnego podzielnika

szereg f i jakobian J = ∂f
∂x

∂g
∂y − ∂f

∂y
∂g
∂x również s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze i zachodzi

formu la

resf,0 =
r∑

i=1

res0

(
h(zi(ti))

g(zi(ti))

d
dti

g(zi(ti))

J(zi(ti))

)
.

Dowód. Nie zmniejszaj ↪ac ogólności możemy za lożyć, że f ′
x ̸= 0 a wi ↪ec ωf = dy

f ′
x

.

Stosuj ↪ac definicj ↪e residuum otrzymujemy

resf

(
h

g
ωf

)
=

r∑
i=1

res0

(
h(zi(ti))ẏi(ti)

g(zi(ti))f ′
x(zi(ti))

dti

)
.(5)

Różniczkowanie wzgl ↪edem parametru ti daje:

f ′
x(zi(ti))ẋi(ti) + f ′

y(zi(ti))ẏi(ti) = 0,(6)

g′x(zi(ti))ẋi(ti) + g′y(zi(ti))ẏi(ti) =
d

dti
g(zi(ti)),

a st ↪ad stosuj ↪ac regu ly Cramera otrzymujemy

J(zi(ti))ẏi(ti) = f ′
x(zi(ti))

d

dti
g(zi(ti)),(7)

J(zi(ti))ẋi(ti) = −f ′
y(zi(ti))

d

dti
g(zi(ti)).

Szeregi f i g nie maj ↪a wspólnego czynnika a wi ↪ec g(zi(ti)) ̸= 0 dla i = 1, . . . , r. Z
warunków (7) i faktu, że f nie ma czynników wielokrotnych wynika, że J(zi(ti)) ̸= 0
a wi ↪ec f i J również nie maj ↪a wspólnego czynnika. Stosuj ↪ac pierwsz ↪a z formu l (7)
oraz formu l ↪e (5) otrzymujemy drug ↪a cz ↪eść lematu.

Stosuj ↪ac lemat 3.2  latwo sprawdzamy podane niżej dwie w lasności.

W lasność 3.3 Niech f1, g1, h1 ∈ C[[x1, y1]] b ↪ed ↪a szeregami otrzymanymi z sze-
regów f, g, h ∈ C[[x, y]] przez podstawienie x = ax1 + by1, y = cx1 +dy1 o wyznacz-
niku D = ad− bc ̸= 0. Wtedy

resf1,0

(
h1

g1
ωf1

)
= D−1 resf,0

(
h

g
ωf

)
.
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W lasność 3.4 Niech i0(f, g) =
∑r

i=1 ord 0g(zi(ti)) b ↪edzie krotności ↪a przeci ↪ecia
krzywych algebroidalnych {f = 0} oraz {g = 0}. Wówczas

(i) resf,0

(
J

g
ωf

)
= i0(f, g),

(ii) resf,0

(
hJ

g
ωf

)
= 0 dla h ∈ C[[x, y]] takich, że h(0, 0) = 0.

Uwaga 3.5 Wszystkie definicje i twierdzenia podane wyżej przenosz ↪a si ↪e na przy-
padek szeregów zbieżnych. Za lóżmy, że szeregi f(x, y) i g(x, y) s ↪a zbieżne. Wówczas
istnieje spójne otoczenie zera U p laszczyzny C2 takie, że uk lad równań f(x, y) = 0,

g(x, y) = ϵ, ϵ ̸= 0 ma w U dok ladnie m = i0(f, g) rozwi ↪azań P
(ϵ)
1 , . . . , P

(ϵ)
m dla

|ϵ| dostatecznie ma lych. Jest wtedy J(P
(ϵ)
i ) ̸= 0 dla i = 1, . . . ,m a formu l ↪e G.

Biernata (Bull. de la Société des Sc. et des Lettres de  Lódź 1989) można zapisać
w postaci

resf,0

(
h

g
ωf

)
= lim

0 ̸=ϵ→0

(
m∑
i=1

h(P
(ϵ)
i )

J(P
(ϵ)
i )

)
.

4 Twierdzenie o dualności lokalnej

Niech f = f(x, y) ∈ C[[x, y]] b ↪edzie szeregiem zredukowanym a g = g(x, y) ∈
C[[x, y]] szeregiem takim, że f , g s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze.

Twierdzenie 4.1 (Twierdzenie o lokalnej dualności) Dla każdego szeregu
h = h(x, y) ∈ C[[x, y]] nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne

(α) h(x, y) ∈ (f(x, y), g(x, y))C[[x, y]],

(β) dla każdego h̃(x, y) ∈ C[[x, y]] : resf,0

(
hh̃
g ωf

)
= 0.

Dowód powyższego twierdzenia opiera si ↪e na jego pierwszej wersji (Twierdzenie
2.1) oraz podanym niżej lemacie.

Lemat 4.2 Zak ladamy, że f ∈ C[[x, y]] jest szeregiem zredukowanym, y-regu-
larnym i niech Tr b ↪edzie śladem rozszerzenia C((x)) → M. Wtedy

resf,0

(
h

g

dx

f ′
y

)
= res0

(
Tr

(
h

gf ′
y

)
dx

)
.

Dowód. Niech F = F1 · · ·Fr b ↪edzie rozk ladem wielomianu wyróżnionego F sto-
warzyszonego z f na wielomiany wyróżnione nierozk ladalne Fi stopnia ni. Niech
(tni

i , yi(ti)) b ↪edzie normalizacj ↪a Puiseux krzywej Fi = 0. Oznaczmy R(x, y) =
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h(x, y)

g(x, y)f ′
y(x, y)

i U(ni) = {ϵ ∈ C : ϵni = 1}. Stosuj ↪ac twierdzenie Puiseux otrzy-

mujemy

F (x, y) =
r∏

i=1

∏
ϵi∈U(ni)

(
y − yi

(
ϵix

1
ni

))
,(8)

a st ↪ad stosuj ↪ac formu l ↪e (1.6) dla śladu, mamy

(TrR)(x) =

r∑
i=1

∑
ϵi∈U(ni)

R
(
x, yi

(
ϵix

1
ni

))
.(9)

Podstawienie x = tN , N = n1 · · · , nr daje:

(TrR)(tN ) =

r∑
i=1

∑
ϵi∈U(ni)

R
(
tN , yi

(
ϵit

N
ni

))
.(10)

Stosuj ↪ac do res0((TrR)(x) dx) podstawienie x = tN i korzystaj ↪ac z (10) otrzymu-
jemy:

res0((TrR)(x) dx) =
r∑

i=1

∑
ϵi∈U(ni)

res0

(
R
(
tN , yi

(
ϵit

N
ni

))
tN−1 dt

)
.(11)

Para (tni
i , yi(ϵiti)), ϵi ∈ U(ni) jest normalizacj ↪a krzywej Fi = 0. Na mocy definicji

residuum

resf,0(R(x, y) dx) =
r∑

i=1

res0
(
R (tni

i , yi(ti))nit
ni−1
i dti

)
=(12)

=
r∑

i=1

∑
ϵi∈U(ni)

res0
(
R (tni

i , yi(ϵiti)) t
ni−1
i dti

)
=

=
r∑

i=1

∑
ϵi∈U(ni)

res0

(
R
(
tN , yi

(
ϵit

N
ni

))
tN−1 dt

)

przy czym ostatni ↪a formu l ↪e otrzymujemy przez podstawienie ti = t
N
ni .

Porównuj ↪ac (11) i (12) otrzymujemy równość

resf,0(R(x, y) dx) = res0((TrR)(x) dx),

co dowodzi lematu.
Dowód twierdzenia o lokalnej dwoistości.

Na mocy w lasności 3.3 możemy za lożyć, że f jest szeregiem y-regularnym.
Możemy wi ↪ec stosować udowodniony wyżej lemat. Za lóżmy najpierw, że h ∈
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(f, g)C[[x, y]]. Zatem na podstawie pierwszej wersji twierdzenia o lokalnej dwo-

istości Tr

(
h

gf ′
y

)
∈ C[[x]] a wi ↪ec res0

(
Tr
(

h
gf ′

y

)
(x) dx

)
= 0 i na mocy udowodnio-

nego lematu resf,0

(
h

g

dx

f ′
y

)
= 0. To dowodzi implikacji (α) ⇒ (β).

Dla dowodu implikacji przeciwnej za lóżmy, że resf,0

(
hh̃

gf ′
y

dx

)
= 0 dla wszyst-

kich h̃ ∈ C[[x, y]]. Wnioskujemy st ↪ad, że res0

(
Tr

(
hh̃

gf ′
y

)
dx

)
= 0 dla h̃ ∈

C[[x, y]] a wi ↪ec także res0

(
xqTr

(
hh̃

gf ′
y

)
dx

)
= 0 dla q = 0, 1, 2, . . . oraz dowol-

nego h̃ = h̃(x, y). Stosuj ↪ac twierdzenie o dualności na prostej wnioskujemy st ↪ad,

że Tr

(
hh̃

gf ′
y

)
∈ C[[x]] dla h̃ ∈ C[[x, y]]. Na mocy pierwszej wersji twierdzenia

o lokalnej dwoistości otrzymujemy st ↪ad, że h ∈ C[[x, y]]. To dowodzi implikacji
(β) ⇒ (α).

Wniosek 4.3 Jeżeli J jest jakobianem wzgl ↪ednie pierwszych szeregów f , g to

(i) J ̸∈ (f, g)C[[x, y]],

(ii) hJ ∈ (f, g)C[[x, y]] jeśli h(0, 0) = 0.

Dowód. Stosuj ↪ac twierdzenie Bertiniego (por. [5]) możemy ograniczyć si ↪e do przy-
padku gdy f jest zredukowany. W lasności (i) oraz (ii) otrzymujemy stosuj ↪ac twier-
dzenie o lokalnej dualności i w lasności 3.4.
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LOCAL DUALITY THEOREM ON PLANE ALGEBRAIC CURVES

Summary. Let ωf = dx�(
∂f
∂y

) be the canonical form associated with the algebroid

curve f = 0 given by a reduced formal power series f = f(x, y) ∈ C[[x, y]]. Using
the classical Lagrange interpolation formula we check the following version of the
local duality theorem:
a formal power series h = h(x, y) is in the ideal (f, g)C[[x, y]] generated by coprime

formal power series f and g if and only if resf,0

(
hh̃
g ωf

)
= 0 for every h̃ ∈ C[[x, y]].
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