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Teoria kontaktu maksymalnego Hironaki stanowi podstawe techniki rozwiazywania
osobliwosci i teorii punktéw nieskonczenie bliskich [H]. Szczegélowe przedstawienie
teorii w przypadku krzywych Czytelnik znajdzie w ksiazce Brieskorna i Knorera
[BK] lub w artykule Teissiera [T]. Celem tego wykladu jest dowéd twierdzenia
Hironaki o stabilnosci kontaktu maksymalnego w oparciu o prace [GB-P|. Zamiast
techniki diagramu Newtona (por. [H], [BK] i [T]) stosujemy efektywna formule dla
wyktadnika kontaktu (Twierdzenie 2.2). Unikamy powtarzania rzeczy, ktére juz
byly szczegdlowo omawiane na konferencjach szkoleniowych z analizy i geometrii
zespolonej odsylajac Czytelnika do artykuléw [L] i [K]. Stosujemy standardowe
oznaczenia. Powierzchnia zespolona nazywamy spdjna rozmaito$é holomorficzna
zespolonego wymiaru 2. Kietki krzywych analitycznych oznaczamy matymi literami
greckimi. Krotnosé przeciecia kietkow ~,§ w punkcie 0 € M powierzchni M ozna-
czamy (,0)o. Krotnosé kietka v oznaczamy m(vy). Kietki krzywych gladkich maja
krotnos¢ 1. Nierozkladalne kielki krzywych nazywamy réwniez galeziami. Stosu-
jemy zwykle konwencje dotyczace symbolu +o0o, w szczegdlnosci przyjmujemy, ze
inf ) = +oo.
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1 Rzad stycznosci

Niech «,6, ... beda galeziami w punkcie 0 € M zespolonej powierzchni M. De-
finiujemy d (v,9) = % i liczbe d (7, d) nazywamy rzedem stycznosci galezi

7, 0.
Twierdzenie 1.1 Dla dowolnych galezi v, 6, . ..

(i) 1 <d(y,0) < 400 przy czym d(v,9) = 1 doktadnie wtedy, gdy ~v,d sa trans-
wersalne, d (v,d) = +oo gdy v =4,

(i) d(y,6) = d(8,7),
(iii) d(v,96) > inf{d (v,£),d (6,€)} przy czym dla d (v,£) # d(6,&) zachodzi réw-

nosc.

Dowdd: Whasnosci (i) wynikaja z dobrze znanych whasnosci krotnosci, wlasnosé (ii)
jest banalna. Wlasnosé (iii) jest udowodniona w [Ch-P].

Uwaga 1. Niech v, beda kietkami krzywych w 0 € S. Obierzmy uktad wspol-
rzednych (z,y) i niech f(x,y) = 0 i odpowiednio g(z,y) = 0 beda holomorficz-
nymi rownaniami lokalnymi kietkéw ~,d. Méwimy, ze v 1 § sa transwersalne gdy
uklad réwnan jednorodnych in f(z,y) = 0, ing(x,y) = 0 utworzonych przez formy
wiodace ma jedyne rozwiazanie x = y = 0. Okreslenie powyzsze nie zalezy od
wyboru uktadu wspotrzednych.

Uwaga 2. Gdy 7,0 sa kietkami krzywych gladkich to d (v,d) = rzad stycznosci
v,6 w sensie definicji podanej w [L, str. 43].

Definicje rzedu stycznosci rozszerzamy na przypadek gdy v = Ji_; 7 jest
kietkiem o r > 1 sktadowych nierozkladalnych przyjmujac d (v, ) = inf{d (v;,9) :
i=1,...,r}. Stosujac wlasnosé (iii) rzedu stycznosci sprawdzamy tatwo

Lemat 1.2 Jezeli v > 1 to d(v,0) < inf,2;d (vi,7;). Jest zawsze d(v,d) > 1.
Gdy v ma t > 1 stycznych, to d(v,§) = 1.

2 Wykladnik stycznosci
Dla kazdego kietka krzywej v definiujemy wyktadnik stycznosci
d (v) = sup{d (v, A) : A jest kielkiem krzywej gladkiej}.

Wprost z okrelenia wynika, ze 1 < d(y) < +oo. Jezeli kielek v ma wiecej niz
jedna styczna, to d (y) = 1. Jezeli kielek ~ jest gladki, to d (y) = +o00. Méwimy, ze
kielek gtadki A ma kontakt maksymalny z kietkiem ~y, gdy d (A,v) = d (7). Istnienie
takich kietkéw dla dowolnego kietka v nie jest oczywiste. Zajmiemy sig najpierw
przypadkiem, gdy v jest galezia.
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Twierdzenie 2.1 Niech v bedzie galeziq. Wtedy istnieje kielek gtadki \g taki, Ze
d(Xo,y) =d(y). Jezeli A jest kietkiem gladkim, to d (X, ~y) # d () doktadnie wtedy,
gdy d()\,7) € N.

Dowdd. Jezeli v jest kielkiem gladkim to przyjmujemy A9 = ~ i twierdzenie jest
oczywiste. Zalézmy wiec, ze v jest galezia osobliwa krotnosci m(y) = m. Ist-
nieje uklad wspoétrzednych z,y oraz parametryzacja injektywna galezi v postaci
t — (t™,y(t)) gdzie y(t) = ct™ + ..., ¢ # 0, m < n oraz n # 0(mod m),
por. [L, str. 42]. Niech A\g bedzie galezia gladka o réwnaniu y = 0. Za-
tem (v,A0)o = ordy(t) = n a wiec d(y,Ag) = 7. Niech teraz A bedzie do-
wolna galezia gladka o réwnaniu I(z,y) = 0. Stosujac twierdzenie o funkcjach
uwiklanych mozemy przyjaé, ze l(z,y) = = — ¢(y) lub I(z,y) = y — ¥(x) gdzie
¢, sa analityczne w 0 € C oraz ¢(0) = ¥(0) = 0. W pierwszym przypadku
(7,A)o = ord (t™ — ¢(y(t))) = m bo ord (¢(y(t)) > n > m. W drugim przy-
padku (v, \)o = ord (y(t) — ¥(t™)) = inf{n, mord ¥} bo n nie jest wielokrotnoscia
m. Jezeli wiec (7,A)o # n (co réwnowazne jest stwierdzeniu, ze (y,A)o < n
id(y,\) <d(v,X)) to (7, A)o jest wielokrotnoscia m = m(y) a wiec d (v, \) € N.

Twierdzenie podane nizej jest szczegdlnym przypadkiem ogdlnego rezultatu
otrzymanego ostatnio przez Ewelie Garcia Barroso i autora w pracy [GB-P]:

Twierdzenie 2.2 Niech v = U;=1 v; bedzie kietkiem krzywej o r > 1 galeziach.
Wtedy

(i) d(v) = inf{inf; d (), infiz; d (7i,75)},

(i) istnieje wskaznik io € {1,...,r} taki, Ze jeieli galaZ gtadka A ma kontakt
maksymalny z gateziq v;, to ma kontakt maksymalny z kietkiem ~.

Dowdd. Oznaczmy d*(y) = inf{inf; d (7;),inf;2; d (vs,7;)}. Nieréwnosé d (y) <
d*(y) wynika z lematu 1.2 oraz z definicji wykladnika stycznodci. Dla dowodu
twierdzenia wystarczy wskazaé¢ wskaznik ig € {1,...,7} taki, ze jezeli A jest galezia
gladka taka, ze d (’Yio?)‘) =d (71'0)7 to d(y,A) =d*(7).
Przypadek 1: inf; d (v;) < infiz; d (74, 75)-

Niech iy € {1,...,7} bedzie wskaznikiem takim, ze inf; d (y;) = d (v4,). Zatem
d*(y) = d(v4)- Niech X bedzie galezia gladka taka, ze d(y;,) = d (v, ). Na
mocy definicji

d(77>‘) - lnf{d (’)/im)‘)a Zglzf;)d(PszA)} (1)
Wystarczy sprawdzi¢, ze
d (Vig, A) <d (i, A)dlai =1,...,r (2)

bo wtedy na mocy (1): d(y,A) = d (v, ) = d(74,) = d*(7). Przypusémy dla
dowodu niewprost, ze warunek (2) nie jest speliony. Istnieje wiec wskaznik i; €
{1,...,r} taki, ze

d(Pyiw)‘) < d(’yim)‘) = d(’yio)' (3)
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Stosujac wlasnoéé (iii) rzedu stycznosci do kietkéw v;,,vi,, A otrzymujemy

d(’yiu)‘) - d(VﬁaVio) 2 d(fylo) (4)

bo w rozwazanym przypadku d (vy;, ;) > d (v;,) dla dowolnych ¢,j. Relacje (3) i
(4) sa sprzeczne a wie warunek (2) jest spelniony.
Przypadek 2: inf;2; d (v;,7;) < inf; d (vi).

Niech 49, jo beda wskaznikami dla ktérych d (s, vj,) = infiz; d (vi,7;). Jest
wiec d (Vig,7j,) = d *(7). Niech A bedzie galezig gladka taka, ze d (70, A) = d (7i,)-
Z zalozenia wynika, ze w rozwazanym przypadku d (vi,,7;,) < d (7iy, A) a zatem
d (Yig» Vo) = d (7jy> A) 1 z definicji d (77, A) otrzymujemy

d (77 )‘) = lnf{d (Pyi(n )‘)7 d (Pyioa 7j0)7 i;gfjo d (’717 >\)} (5)

Wystarczy sprawdzi¢, ze

d(’yim’yjo) Sd(%7)\)}dlal7’éloajo (6)

Rzeczywiscie z (5) i (6) wynika, ze d(v,A) = d(7i,7j,) = d*(y). Ustalmy
i # ig,jo. Aby sprawdzi¢ (6) zauwazmy najpierw, ze jesli d (y;,A) > d (955, A)
to warunek ten jest oczywiscie speliony. Gdy d (75, A) < d (75, A) = d(74,) to
d (v, A) = d (94, i) = infiz; d (4, 7v) = d (Vi Vj,) 1 warunek (6) jest speliony.

Przyklad. Niech v bedzie kietkiem o réwnaniu lokalnym (2™ +y™)(z™2 +3y"2) =0
gdzie 1 < my < nj oraz 1 < mo < mg oraz pary mi,ny 1 meo,no sa wzglednie
pierwsze. Wtedy d () = inf{2t, "2} bod (v1) = X, d (72) = ;2 oraz d (71,72) =

: 1 no
lnf{mil, mae

3 Wykladnik stycznosci, kontakt maksymalny
i rozdmuchania.

Niech m : M — M bedzie rozdmuchaniem powierzchni M w punkcie 0 € M i
niech E bedzie dywizorem wyjatkowym rozdmuchania. Kazdemu kietkowi krzy-
wej v w punkcie 0 odpowiada przeciwobraz wiasciwy 7: jest to skonczony zbiér
kietkow 1, ..., ¥ w punktach o1, ..., 0; dywizora wyjatkowego E. Liczba t kietkéw
jest rowna liczbie stycznych do kietka . Przypomnijmy, ze gdy ~ jest kietkiem
nierozkladalnym, to v ma dokladnie jedna styczna. Przeciwobraz wlasciwy ma
nastepujace wlasnosci:

(i) jezeli (E,*;) jest krotnoscia przeciecia kietkéw (E, 6;) oraz +;
t ~
to Zi:l(Ea 77,) = m(’Y)v

(il) mg, (7;) < mo(y) dlai =1,...,t. Réwnosé zachodzi dla pewnego wskaznika
1 € {1,...,t} dokladnie wtedy, gdy kielek v ma jedna styczna i jego prze-
ciwobraz wlasciwy 4 przecina sie transwersalnie z dywizorem wyjatkowym
E.
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(iii) jezeli v jest nierozkladalny to 4 réwniez. Obrazy wilasciwe skladowych nie-
rozkladalnych kietka ~ sa skladowymi kietkow #4. Kazda skladowa 7 jest
obrazem wiasciwym skladowej 7.

Przypomnijmy jeszcze

Twierdzenie Noethera. Jezelivy,§ sq kiethamiw 0 € M to (7,6)o = m(y)m(d)+

(ﬁ,g) gdzie (7,0) jest suma krotnosci przeciecia kietkéw +; i §; rozciagnieta na
punkty dywizora wyjatkowego E odpowiadajgce wspdlnym stycznym vy i 6.

7 twierdzenia Noethera otrzymujemy

Lemat 3.1 Jezeli v i & sa galeziami w 0 € M o wspdinej stycznej i m(y) =

m(3), m(s) = m(8) to d (7,6) = d(7,0) + 1
Mozemy teraz udowodnié

Twierdzenie 3.2 (Hironaki). Niech 7 : M — M bedzie rozdmuchaniem w punk-
cie 0 € M powierzchni M i niech vy bedzie kielkiem krzywej o jednej stycznej w punk-
cie 0 € M. Wtedy

(i) d(v) <2 wtedy i tylko wtedy, gdy m(y) < m(7),

(i) jezelid(y) =2 tod(y) =d(7) +1,

(iii) jezeli d (v) > 2 i X jest kietkiem gladkim, to d (v, A) = d (7, A) + 1.
Dowoad.

(i) Najpierw rozwazmy przypadek, gdy v jest galezia osobliwa o krotnosci m =
m(7y). Tak jak w dowodzie twierdzenia 2.1 istnieje uklad wspéhrzednych z,y
oraz parametryzacja injektywna galezi v postaci t — (¢, y(t)) gdzie y(t) =
ct" +...,c#0, m <norazn# 0(modm). Jest d(y) = = a wiec warunek
d (7) < 2 zachodzi dokladnie wtedy, gdy n —m < n. Z drugiej strony galaz 5
ma w stosownej mapie parametryzacje t — (¢, §(t)) gdzie g(t) = y(t)/t™ a
wiec m(¥) = min(m,n —m). Zatem m () < m(vy) dokladnie wtedy, gdy n —
m < m. Zalézmy, ze v = |J;_, v; ma r > 1 galezi. Poniewaz m(y) — m(y) =
Soi_i(m(y;) — m(%)) oraz (na mocy rozwazanego juz przypadku) m(7y;) <
m(v;) dokladnie wtedy, gdy d (y;) < 2 wystarczy udowodnié, ze nieréwnosé
d (y) < 2 ma miejsce, gdy d (v;) < 2 dla pewnego i € {1,...,r}. Zalézmy,
ze d(y) < 2. Jezeli d(y) = d(vy;,) pewnego ip € {1,...,r} to oczywiscie
d (vi,) < 2. Przypusémy, ze d () #d(v;) dlai=1,...,7. Wéwczas d () =
d (749, 7j,) dla pewnych ig # jo, na mocy twierdzenia 2.2. Musi by¢ d (v;,) <
21lub d (j,) < 2 bow przeciwnym wypadku mieliby$my m(v;,) = m(%;,) oraz
m(v;,) = m(¥j,) co implikuje na mocy twierdzenia Noethera d (vi,,7j,) =
d (%3, Vjo) + 1 astad d (Fiy, ¥j,) < 1 bo d(Vig,74,) = d(7) < 2. Sprzecznosé,
bo rzad stycznosci dwdch galezi jest zawsze > 1. Z drugiej strony, jeslid (y;) <
2 dla pewnego i € {1,...,r} to d (y) < inf{d (;)}) < 2.
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(i)

(iii)

Niech v bedzie galezia osobliwa taka, d(y) > 2. Na mocy twierdzenia 2.1
istnieje gataz gladka A taka, ze d (y) = d (v, A). Warunek d(v) > 2 implikuje
m(vy) = m(¥) a wiec na mocy lematu 3.1, d(v,\) = d (¥, A) + 1. Poniewaz
A ma kontakt maksymalny z v wiec d (3,A) = d()\) ¢ N a stad d (3, ) ¢ N
a wiec d (%, 5\) = d (). Skorzystalidmy tutaj z drugiej czesci twierdzenia 2.1.
Rozwazmy teraz przypadek kietka v = |J;_, 75 o r > 1 galeziach. Poniewaz
d(y) > 2 zatem d (y;) > 2 poniewaz d (y) = inf{d (y;)}. Jest wiec m(y;) =
m(¥;) oraz d (;) = d(7;) + 1. Stosujac lemat 3.1 otrzymujemy d (v;,7;) =
d (9, 7;) + 1. Dla zakonczenia dowodu stosujemy formule z twierdzenia 2.2.

Jezeli d () > 2 to na mocy (i) jest m(y) = m(y) a wiec formuta d (y,)) =
d (¥, A) + 1 wynika z lematu 3.1.

Whiosek 3.3 Niech vy bedzie kietkiem krzywej takim, ze d(y) > 2. Jezeli gataZ
gtadka A ma kontakt maksymalny z kietkiem ~ to jej przeciwobraz wtasciwy A\ ma
kontakt maksymalny z kietkiem 7

Oznaczmy symbolem [t] cze$é calkowita liczby rzeczywistej t.

Whniosek 3.4 Niech v bedzie kietkiem krzywej w punkcie O powierzchni M. Wow-
czas [d (7)] = liczba rozdmuchari niezbednych do zmniejszenia krotnosci m(7y).
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ON THE MAXIMAL CONTACT

Summary. We give a new proof of the stability of maximal contact. Our main
tool is an explicit formula for the contact exponent.
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