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A PROPOS WYKLADNIKA LOJASIEWICZA
W NIESKONCZONOSCI

Arkadiusz Ploski (Kielce)

Przypomnijmy, ze wyktadnikiem Lojasiewicza w nieskonficzonosci Lo (f) wielo-
mianu f : C* — C nazywamy najwigkszg, liczbg rzeczywista, 6, dla ktérej zachodzi
nieréwnosé

lgrad f(z)| > c|z|? dla |z| — +oo .

Kazdy wielomian f : C? — C dodatniego stopnia wyznacza pek krzywych rzu-
towych (C% t € C), gdzie C! jest domknigciem rzutowym krzywej afinicznej
f(X,Y) =t = 0. Zbiér A(f) liczb t € C, dla ktérych liczby Milnora krzywych
C* obliczone w punktach prostej w nieskoriczonosci Lo, doznaja skoku, nazywamy
zbiorem wartosci krytycznych w nieskoniczonosci wielomianu f. Gdy A(f) # 0,
to méwimy, ze wielomian f ma wartosci krytyczne w nieskoriczonosci. Ostatnio
J. Gwozdziewicz i St. Spodzieja udowodnili fakt nastepujacy.

Twierdzenie ([GS], Theorem 5.1). JeZeli wielomian f : C*> — C stopnia d > 2
ma wartosci krytyczne w nieskoriczonosci, to Loo(f) < —1—1/(d — 2).

Celem tej noty jest udowodnienie powyzszego rezultatu w oparciu o wtasnosci ilo-
razéw polarnych przedstawione w artykule [P].

Przypomnijmy, ze symbolem ¢(C,L) oznaczamy maksymalny iloraz polarny
zredukowanej krzywej rzutowej C wzgledem prostej L ¢ C (por. [P], str. 14).
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Lemat 1. Niech C bedzie krzywq rzutowq stopnia d > 2. Jezeli ¢(C,L) > d
oraz q(C,L) = b/a, gdzie a,b sq wzglednie pierwszymi liczbami calkowitymi, to
a<d-2.

Dowéd. Jest ¢(C,L) = ord,C/ord,L dla pewej galezi v krzywej polarnej V,C.
Niech o bedzie centrum . Z twierdzenia Bezouta mamy ord,C < (C,V,C), <
d(d — 1) bo krzywa polarna ma stopieri d — 1. Poniewaz a, b sa wzglednie pierwsze,
wige b < ord,C' < d(d — 1). Z drugiej strony b/a > d, wigc ad < b < d(d — 1), co
daje a < d — 11w konsekwencji a < d — 2.

Lemat 2. Jezeli a # 0, b, ¢ sg liczbami catkowitymi takimi, ze b/a # ¢, to |c—b/a| >
1/l]al.
Lemat 2 jest oczywisty. Mozemy teraz podac

Dowéd twierdzenia. Jest Loo(f) = d — 1 — ¢(C*, K,) dla pewnego to € C
([P], Twierdzenie 3). Z drugiej strony z zalozenia, ze f ma wartosci krytyczne w
nieskoriczonosci wynika, ze Loo(f) < —1 ([P], Wniosek 1 na str. 18). Stad otrzy-
mujemy oszacowanie q(C?% L.,) > d. Stosujac Lemat 1 widzimy, ze maksymalny
iloraz polarny ¢(C",Ly,) a wraz z nim wykladnik Lo (f) = d — 1 — ¢(C', L)
jest utamkiem postaci b/a, gdzie 0 < a < d — 2 dla pewnych liczb catkowitych a, b.
Stosujemy Lemat 2 do a,bic= —1.
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APROPOS OF THE LOJASIEWICZ EXPONENT AT INFINITY

Summary. We use polar quotients to prove the following result due to Gwozdzie-
wicz and Spodzieja: if f is a polynomial of two complex variables with critical points
at infinity then the Lojasiewicz exponent L. (f) = sup {6 : |grad f(z)| > ¢|z|? for
|z| = 400} is less than or equal to —1 — 1/(deg f — 2).
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