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Wstep

Wraz z rozwojem teorii osobliwosci na przetomie lat 60-tych i 70-tych mijajacego
stulecia wprowadzono rozmaite niezmienniki topologiczne. Obok liczby Milnora
pojawily sie niezmienniki polarne, ktérych badanie zapoczatkowali L.é Dung Trang
(metodami topologicznymi) i Teissier (metodami teorii przecigé). Pojecie niezmie-
nnika (ilorazu) polarnego zwigzane jest Scisle z pojeciem wyktadnika Lojasiewicza
(formuta Teissiera); wiaze zatem teorie krotnosci przecigé i separacji regularnej w
geometrii analitycznej zespolonej. Celem niniejszego artykutu jest opisanie zwigzku
miedzy liczba Milnora i ilorazami polarnymi “w nieskonczonosci” pekéw krzywych
afinicznych f(X,Y) —t¢t =0, t € C. Problematyka ta wigze sie Scile z zagadnie-
niami geometrii afinicznej plaszczyzny C? (automorfizmy wielomianowe, hipoteza
jakobianowa). Pominigte dowody czytelnik znajdzie w artykule autora [P2].

1 Ilorazy polarne

Bedziemy stosowali jezyk klasycznej teorii krzywych algebraicznych (por. [S]).
Galezia v na plaszczyznie rzutowej P?(C) nazywamy kielek analityczny nieroz-
ktadalny, 1-wymiarowy w danym punkcie p € P?(C) nazywanym takze centrum
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gatezi. Jezeli F' jest forma jednorodng trzech zmiennych, to symbolem ord.,F
oznaczamy rzad F' na galezi v, jest on identyczny z krotnoscig przecigcia (F - 7),,
gdzie p jest centrum y. Mamy wtedy 0 < ord,F < +oo przy czym ord,F = 0,
gdy p nie lezy na krzywej F' = 0. Jezeli C : F = 0 jest krzywa zredukowana
(tzn. F nie ma wielokrotnych komponent), to zamiast ord. F' piszemy takze ord.C.
Dla takiej krzywej mamy wazne pojecie krzywej polarnej ze wzgledu na punkt
p=(ao:ar:az) & C: jest to krzywa V,C o réwnaniu ag(0F/0Xy)+a1(0F/0X1)+
a2(0F/0X5) = 0. Oczywiscie V,C moze mie¢ komponenty wielokrotne.

Definicja. Niech C bedzie krzywa zredukowang, L prostg nie bedaca komponenta,
C. Ustalmy p € L\ C i rozwazmy o € C' N L. Tlorazami polarnymi krzywej C
wzgledem prostej L w punkcie o nazywamy liczby postaci

ord,C
ord,L ’

gdzie v przebiega galgzie krzywej polarnej V,C scentrowane w o.

Gdy o € C jest punktem regularnym krzywej C' a prosta L nie jest styczna do C,
zbior ilorazéw polarnych jest pusty. Poza tym przypadkiem ilorazy polarne istnieja
i nie zalezg od wyboru punktu pomocniczego p € L\ C. Przyjmujemy

4o(C, L) = sup{q : q jest ilorazem polarnym C wzgledem L w punkcie o} .

Jest wigc ¢,(C, L) = —o0, gdy o jest regularny i L nie jest styczna do C (przyj-
mujemy konwencje sup ) = —o0). Jezeli ¢,(C, L) # —oo, to q,(C, L) jest liczba
wymierng (ktéra mozna zapisaé¢ jako utamek o mianowniku< degC), nazywamy
ja maksymalnym ilorazem polarnym krzywej C' wzgledem L w punkcie o. Jest to
niezmiennik topologiczny kietka (C'U L,0) (por. [P1]). Jezeli ¢,(C, L) # —o0, to

1<¢(C,L) < po(C)+1,

gdzie p,(C) jest liczbg Milnora. Réwnosé ¢,(C, L) = 1 ma miejsce, gdy o jest punk-
tem regularnym C' oraz L jest styczng do C w o. Natomiast réwnosé ¢,(C, L) =
1o(C) + 1 zachodzi, gdy (C'- L), = 2.

Aby scharakteryzowaé polozenie C' wzgledem prostej L ¢ C oznaczmy

q(C,L) =sup{g,(C,L): o€ CNL}.

Zatem ¢(C,L) = —oo, gdy C' i L przecinajg si¢ transwersalnie. Poza tym wyja-
tkowym przypadkiem ¢(C, L) jest liczba wymierng> 1. Jezeli C' nie jest krzywa
zredukowang, to przyjmujemy konwencje q(C,L) = +oco. Mozna sprawdzié sto-
sujac standardowe oszacowania dla liczby Milnora, ze jesli C' jest zredukowana
stopnia d > 1, to

q(C,L) < (d—1)2+1.

Dalej bedziemy rozwazaé krzywe afiniczne I' ¢ C2. Traktujac plaszczyzng rzutows,
P?2(C) jako ptaszczyzne afiniczng z dotgczong prosta w nieskoriczonosci: P?(C) =
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C? U Ly, z krzywa afiniczng I’ kojarzymy jej domknigcie rzutowe C. Liczbe
q(C, Ly ) nazywamy maksymalnym ilorazem polarnym krzywej C' (lub krzywej T')
w nieskoniczonosci. Naturalnie ¢(C, Lo, ) nie zalezy od wspdhzednych afinicznych,
ale podobnie jak stopien degl’ zmienia sig na ogét jesli zastapimy krzywa I' przez
jej obraz poprzez automorfizm wielomianowy.

2 Ekwisingularnosé¢ w nieskonczonosci

Rozwazmy wielomian f = f(X,Y) € C[X,Y] stopnia d > 1, zredukowany (bez
czynnikéw wielokrotnych) i niech F' = F(X,Y, Z) € C[X,Y, Z] bedzie odpowiada-
jaca mu forma jednorodng. Rozwazmy pek krzywych rzutowych C': F(X,Y, Z)—
tZ% = 0 przechodzacych przez zbiér Co, = {(x : y : 0) € P?(C) : F(z,y,0) = 0}.
Oznaczmy pl, =liczba Milnora krzywej C* w punkcie p. Krzywa C* nie zawsze jest
zredukowana; jezeli przez punkt p przechodzi sktadowa wielokrotna krzywej C?, to
,u; = 400. Oznaczmy
,u;"m =inf{y,: t e C}.

Sa to liczby skonczone bo krzywa C° = C jako zredukowana ma skoriczong, liczbe
Milnora. Definiujemy

A(f) = {t € C: istnieje p € Cw, taki, ze M; > M;nin} .

Dowodzi sig, ze zbidr A(f) jest skoriczony i ma mniej niz d elementéw (por. [K]).
Jezeli t € C jest takg liczba, ze krzywa C? nie jest zredukowana, to t € A(f). Dla
dowolnego t € C przyjmujemy

N = D0 Gy = ™)
P€C

jezeli O jest zredukowana, \!(f) = 400 jezeli C! nie jest zredukowana.

Zauwazmy, ze jezeli C' i Lo, sg transwersalne (ma to miejsce, gdy przecinajg sie
doktadnie w d punktach, a wiec gdy forma wiodaca wielomianu f nie ma czynnikow
wielokrotnych), to A(f) = 0 oraz q(C* Ls) = —co. W dalszym ciggu bedziemy
przyjmowaé nastepujace zalozenia:

* f jest zredukowanym wielomianem stopnia d > 0,

** domknigcie rzutowe C krzywej afinicznej f(X,Y) = 0 i prosta w nieskoriczo-
nosci Lo, nie sa transwersalne.

Przyjmijmy teraz dodatkowo, ze degy- f = deg f = diniech T bedzie nowa zmienng.
Rozwazmy Y —wyréznik wielomianu f(X,Y) — T € C[X, T][Y]:

A(X,T) = disey (F(X,Y) —T) .

Oczywiscie A(X,t) # 0 w C[X] doktadnie wtedy, gdy wielomian f(X,Y) — ¢ jest
zredukowany. Zapiszmy

AX,T) = Ao(TXN + ...+ AN(T)
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gdzie Ao(T) # 0. Mamy nastepujace dobrze znane

Twierdzenie 1.

A(f)={t € C: Ao(t) =0},
M(f)=N —deg A(X,1) .
Powyzsze twierdzenie jest bezposrednim wnioskiem z formuly Krasinskiego (por.

(K], [GP2]).
Mozemy teraz przedstawié¢ gléwny wynik pracy [P2].

Twierdzenie 2. Przy wprowadzonych oznaczeniach i zaloZeniach mamy:

-1
N .
d— (max degA1> jezeli A(f) =10,

=1 /)
¢(C", L) = d jezeli A(f) £0 it ¢ A(f),
AH-1 ord Ay \
d+ ( m_i)g )\(tn(r;lt)_z) jezeli t € A(f) i C* zredukowama .

Dowdd twierdzenia 2 Czytelnik znajdzie w pracy [P2]. Tutaj podamy kilka zas-
tosowan.

Whniosek 1. Niech f: C? — C spelnia zatozenia * oraz x. Wowczas:
(i) jezeli A(f) =0, to q(C*,Lo) = q(C, Loo) < d dla wszystkich t € C,

(i) jezeli A(f) # 0, to q(C*,Lo) =d dlat € C\ A(f) oraz q(C*, L) > d dla
te A(f).

Powyzszy wniosek pokazuje, ze q(C?, Lo) podobnie jak Af(f) jest gérnie pot-
ciggla funkcjg zmiennej t. Odnotujmy réowniez, ze z twierdzenia 2 wynika ocena:

jezeli A(f) #£ 0, to
d<q(C" Loo) <d+ N(f)dlateC.

Przypomnijmy, ze elementy zbioru A(f) nazywamy wartosciami krytycznymi w
nieskoriczono$ci wielomianu f, natomiast elementy C \ A(f) wartosciami regu-
larnymi w nieskoriczonosci.

Whiosek 2 (Charakteryzacja wartosci regularnych w nieskoniczonos$ci Neumanna—
Ha-Thanha). Liczba tg jest wartoscig regularng w nieskoriczonosci wielomianu f
doktadnie wtedy, gdy q(C%, Ly) < d.

Cytowani wyzej autorzy podali powyzsza charakteryzacje stosujac metody topo-
logiczne.

Rodzina krzywych afinicznych f(X,Y) —t = 0 jest ekwisingularna w nieskon-
czonosci, gdy A(f) = 0. W tym przypadku wszystkie wielomiany f(X,Y) — ¢
sg zredukowane. Twierdzenie 2 dostarcza nastepujacej charakteryzacji rodzin ek-
wisingularnych.
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Whniosek 3 (Charakteryzacja ekwisingularnosci w nieskoriczonosci). Niech [ =
f(X,Y) bedzie wielomianem zredukowanym stopnia d > 1. Wdowczas nastgpujgce
warunki sq rownowazne:

(i) rodzina f(X,Y) —t =0 jest ekwisingularna,
(i) 4(C,Loc) < d.

Aby podaé zastosowanie wniosku 3 przypomnijmy

Nier6wnosé¢ Abhynkara i Moha. Niech C bedzie zredukowang krzywg rzutowq
stopnia d > 1. Przypu$émy, Ze istnieje punkt o € C' taki, Ze istnieje doktadnie jedna
gatez C o centrum w o a jedyna styczna L do C' w o nie przecina C w punktach
réznych od o. Wtedy g,(C, L) < d.

Oryginalne sformutowanie nieréwnosci Abhyankara-Moha bylo wypowiedziane w
terminach rozwinigé Puiseux. Wersja podana wyzej zostala podana w [GP1].
Laczac nieréwnos¢ Abhyankara-Moha z podang charakteryzacja ekwisingularnosci
(wniosek 3) otrzymamy:

Twierdzenie Ephraima o ekwisingularnosci. Niech f = f(X,Y) bedzie
zredukowanym wielomianem takim, zZe domkniecie rzutowe C krzywej afinicznej
Ff(X,Y) = 0 ma doktadnie jedng gatqZ w nieskoriczonodci. Wtedy rodzina f(X,Y)—
t = 0 jest ekwisingularna w nieskoriczonosci.

Oto jeszcze jedno zastosowanie charakteryzacji ekwisingularnosci:

Whiosek 4. Niech f = f(X,Y) bedzie wielomianem stopniad > 1 o d—1 punktach
w nieskoriczonosci. Niech o bedzie jedynym punktem w nieskoniczonoséci krzywej C
takim, ze (C - L), = 2. Woéweczas rodzina f(X,Y) —t = 0 jest ekwisingularna
doktadnie wtedy, gdy po,(C) < d— 1.

Dowdd. Gdy (C- L), =2, to go(C, L) = po(C) + 1. Oczywiscie q(C, L) = ¢o(C, L).
Stosujemy wniosek 3.

Niektérzy autorzy nazywajg wielomian f = f(X,Y) € C[X,Y] wielomianem
dobrym, gdy rodzina f(X,Y) —t = 0 jest ekwisingularna. Mozna tez powiedzieé,
ze f jest dobry, gdy odwzorowanie f : C? — C nie ma wartosci krytycznych w
nieskoniczonosci. Wniosek 3 mozemy wypowiedzie¢ nastepujgco: wielomian f jest
dobry wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(C, L) < d.

3 Wykladnik Lojasiewicza w nieskonczonosci

Niech f : C? — C bedzie wielomianem stopnia d > 0. Przypomnijmy, ze wykltadnik
Lojasiewicza Lo (f) jest na mocy definicji réwny kresowi gérnemu zbioru:

{0cR:IC,R>0V2€ C?|z| > R= |grad f(2)| > C|2|°},

gdzie |z| = max (|z|,|y|) dla z = (x,y) € C?. Latwo sprawdzamy, ze L. (f) > —oc
doktadnie wtedy, gdy wielomian f ma skonczong liczbe punktow krytycznych tzn.
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wtedy, gdy zbior

{(z,y) € C*+ (0f/0X)(x,y) = (0f/9Y)(x,y) = 0}

jest skoniczony.

W pracy [CN-H] autorzy podali formute dla L..(f) w terminach osobliwo-
$ci w nieskonczonosci uzywajac w tym celu diagraméw Eisenbuda i Neumanna.
Wprowadzone wyzej pojecie ilorazu polarnego w nieskoniczonosci pozwala udowo-
dnié
Twierdzenie 3. Zaldimy, e f : C> — C jest wielomianem stopnia d > 1
o skonczonym zbiorze punktow krytycznych. Wtedy

(i) Loo(f) =d—1—q(C,Loo) jezeli A(f) =0,

(i) Loo(f) =d—1— max q(C* Ly) jezeli A(f) # 0.
teA(f)

Dowdd powyzszego twierdzenia Czytelnik znajdzie w [P2]. Oto bezposrednie
zastosowania:

Whniosek 1 (Ha, Chadzyniski-Krasiriski).

Loo(f) > —1 jezeli A(f) =0,
Loo(f) < =1 jezeli A(f) #0

Dowéd wynika bezposrednio z twierdzenia 2 i 3.

W pracy [T] Teissier podal formute dla lokalnego wykladnika Lojasiewicza gra-
dientu kietka nierozktadalnego. Oto odpowiednik globalny rezultatu Teissiera.

Whniosek 2. Zakladamy, ze f jest zredukowanym wielomianem stopnia d > 1
takim, ze domknigcie rzutowe C krzywej f(X,Y) = 0 ma jedng gateZ w nieskon-
czonosci. Niech (o, . .. ,Bg bedzie minimalnym uktadem generatorow potgrupy tej
gatezi (por. [T]). Wowczas

GCD (Bo, - - -, By—1)By
d

»Coo(f):d_l_

Dowdéd. 7Z twierdzenia Ephraima oraz pierwszej czeéci twierdzenia 3 wynika, zZe
Loo(f) = d—1—q,(C, L), gdzie o € C jest centrum jedynej galezi w nieskoriczono-
$ci krzywej C. Wystarczy zastosowac¢ formute dla maksymalnego ilorazu polarnego
gatezi (por. [P1], Proposition 1.1).

Rozwazmy jeszcze jeden przypadek, w ktérym mozna obliczy¢ Loo(f).

Whniosek 3 (por. [GP2]). Niech f bedzie wielomianem o skoriczonej liczbie
punktow krytycznych stopnia d > 1 o d — 1 punktach w nieskoriczonosci i niech
o bedzie jedynym punktem w nieskoriczonosci takim, Ze (C - L), = 2. Wowczas:

Loo(f) =d—2—sup{ut(C) : teC}.
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Interesujace zadanie powstaje, gdy chcemy oszacowaé Lo (f) z dotu w klasie wielo-
mianéw stopnia d. W tym celu dla kazdej liczby d > 1 oznaczmy

q(d) = sup{q : g jest ilorazem polarnym punktu o krzywej C' stopnia d} .

Tlorazy polarne punktéw osobliwych krzywej stopnia d daja sie zapisa¢ w postaci
utamkéw o mianowniku< d. Zatem zbidr takich ilorazéw jest skoriczony przy
ustalonym d, natomiast ¢(d) jest liczbg wymierng. Z twierdzenia 3 wynika

Whiosek 4. Jezeli wielomian stopnia d > 1 ma skoriczong liczbe punktow kryty-
cznych, to Loo(f) > d—1—q(d).
Obliczanie ¢(d) dla malych d (d < 6) nie przedstawia trudnosci. Ponadto

1 1
- <qgd)<d*—2d+2.
1 4_61()_ +

Oszacowania powyzsze nie sg dokladne. Interesujacy (ale jak sig¢ zdaje trudny)
problem, to obliczenie

lim sup q(d)/d> .
d——+o0
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ON THE SINGULARITIES AT INFINITY
OF A PENCIL OF AFFINE CURVES

Summary. We use polar quotients to characterize the equisingularity at infinity
of the pencil of affine curves f(X,Y) -t =0.

Bedlewo, 8§ — 12 stycznia 2001 7.



