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Wraz z rozwojem teorii osobliwości na prze lomie lat 60-tych i 70-tych mijaj ιacego
stulecia wprowadzono rozmaite niezmienniki topologiczne. Obok liczby Milnora
pojawi ly si ιe niezmienniki polarne, których badanie zapocz ιatkowali Lê Dung Trang
(metodami topologicznymi) i Teissier (metodami teorii przeci ιeć). Poj ιecie niezmie-
nnika (ilorazu) polarnego zwi ιazane jest ścísle z poj ιeciem wyk ladnika  Lojasiewicza
(formu la Teissiera); wi ιaże zatem teorie krotności przeci ιeć i separacji regularnej w
geometrii analitycznej zespolonej. Celem niniejszego artyku lu jest opisanie zwi ιazku
mi ιedzy liczb ιa Milnora i ilorazami polarnymi “w nieskończoności” p ιeków krzywych
afinicznych f(X,Y ) − t = 0, t ∈ C. Problematyka ta wi ιaże si ιe ścísle z zagadnie-
niami geometrii afinicznej p laszczyzny C2 (automorfizmy wielomianowe, hipoteza
jakobianowa). Pomini ιete dowody czytelnik znajdzie w artykule autora [P2].

1 Ilorazy polarne

B ιedziemy stosowali j ιezyk klasycznej teorii krzywych algebraicznych (por. [S]).
Ga l ιezi ιa γ na p laszczyźnie rzutowej P2(C) nazywamy kie lek analityczny nieroz-
k ladalny, 1-wymiarowy w danym punkcie p ∈ P2(C) nazywanym także centrum
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ga l ιezi. Jeżeli F jest form ιa jednorodn ιa trzech zmiennych, to symbolem ordγF
oznaczamy rz ιad F na ga l ιezi γ, jest on identyczny z krotności ιa przeci ιecia (F · γ)p,
gdzie p jest centrum γ. Mamy wtedy 0 ≤ ordγF ≤ +∞ przy czym ordγF = 0,
gdy p nie leży na krzywej F = 0. Jeżeli C : F = 0 jest krzyw ιa zredukowan ιa
(tzn. F nie ma wielokrotnych komponent), to zamiast ordγF piszemy także ordγC.
Dla takiej krzywej mamy ważne poj ιecie krzywej polarnej ze wzgl ιedu na punkt
p = (a0 : a1 : a2) ̸∈ C: jest to krzywa ∇pC o równaniu a0(∂F/∂X0)+a1(∂F/∂X1)+
a2(∂F/∂X2) = 0. Oczywíscie ∇pC może mieć komponenty wielokrotne.

Definicja. Niech C b ιedzie krzyw ιa zredukowan ιa, L prost ιa nie b ιed ιac ιa komponent ιa
C. Ustalmy p ∈ L \ C i rozważmy o ∈ C ∩ L. Ilorazami polarnymi krzywej C
wzgl ιedem prostej L w punkcie o nazywamy liczby postaci

ordγC

ordγL
,

gdzie γ przebiega ga l ιezie krzywej polarnej ∇pC scentrowane w o.

Gdy o ∈ C jest punktem regularnym krzywej C a prosta L nie jest styczna do C,
zbiór ilorazów polarnych jest pusty. Poza tym przypadkiem ilorazy polarne istniej ιa
i nie zależ ιa od wyboru punktu pomocniczego p ∈ L \ C. Przyjmujemy

qo(C,L) = sup{q : q jest ilorazem polarnym C wzgl ιedem L w punkcie o} .

Jest wi ιec qo(C,L) = −∞, gdy o jest regularny i L nie jest styczna do C (przyj-
mujemy konwencj ιe sup ∅ = −∞). Jeżeli qo(C,L) ̸= −∞, to qo(C,L) jest liczb ιa
wymiern ιa (któr ιa można zapisać jako u lamek o mianowniku< degC), nazywamy
j ιa maksymalnym ilorazem polarnym krzywej C wzgl ιedem L w punkcie o. Jest to
niezmiennik topologiczny kie lka (C ∪ L, 0) (por. [P1]). Jeżeli qo(C,L) ̸= −∞, to

1 ≤ qo(C,L) ≤ µo(C) + 1 ,

gdzie µo(C) jest liczb ιa Milnora. Równość qo(C,L) = 1 ma miejsce, gdy o jest punk-
tem regularnym C oraz L jest styczn ιa do C w o. Natomiast równość qo(C,L) =
µo(C) + 1 zachodzi, gdy (C · L)o = 2.

Aby scharakteryzować po lożenie C wzgl ιedem prostej L ̸⊂ C oznaczmy

q(C,L) = sup{qo(C,L) : o ∈ C ∩ L} .

Zatem q(C,L) = −∞, gdy C i L przecinaj ιa si ιe transwersalnie. Poza tym wyj ιa-
tkowym przypadkiem q(C,L) jest liczb ιa wymiern ιa≥ 1. Jeżeli C nie jest krzyw ιa
zredukowan ιa, to przyjmujemy konwencj ιe q(C,L) = +∞. Można sprawdzić sto-
suj ιac standardowe oszacowania dla liczby Milnora, że jeśli C jest zredukowana
stopnia d > 1, to

q(C,L) ≤ (d− 1)2 + 1 .

Dalej b ιedziemy rozważać krzywe afiniczne Γ ⊂ C2. Traktuj ιac p laszczyzn ιe rzutow ιa
P2(C) jako p laszczyzn ιe afiniczn ιa z do l ιaczon ιa prost ιa w nieskończoności: P2(C) =
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C2 ∪ L∞, z krzyw ιa afiniczn ιa Γ kojarzymy jej domkni ιecie rzutowe C. Liczb ιe
q(C,L∞) nazywamy maksymalnym ilorazem polarnym krzywej C (lub krzywej Γ)
w nieskończoności. Naturalnie q(C,L∞) nie zależy od wspó lrz ιednych afinicznych,
ale podobnie jak stopień degΓ zmienia si ιe na ogó l jeśli zast ιapimy krzyw ιa Γ przez
jej obraz poprzez automorfizm wielomianowy.

2 Ekwisingularność w nieskończoności

Rozważmy wielomian f = f(X,Y ) ∈ C[X,Y ] stopnia d > 1, zredukowany (bez
czynników wielokrotnych) i niech F = F (X,Y, Z) ∈ C[X,Y, Z] b ιedzie odpowiada-
j ιac ιa mu form ιa jednorodn ιa. Rozważmy p ιek krzywych rzutowych Ct : F (X,Y, Z)−
tZd = 0 przechodz ιacych przez zbiór C∞ = {(x : y : 0) ∈ P2(C) : F (x, y, 0) = 0}.
Oznaczmy µt

p =liczba Milnora krzywej Ct w punkcie p. Krzywa Ct nie zawsze jest
zredukowana; jeżeli przez punkt p przechodzi sk ladowa wielokrotna krzywej Ct, to
µt
p = +∞. Oznaczmy

µmin
p = inf{µt

p : t ∈ C} .

S ιa to liczby skończone bo krzywa C0 = C jako zredukowana ma skończon ιa liczb ιe
Milnora. Definiujemy

Λ(f) = {t ∈ C : istnieje p ∈ C∞ taki, że µt
p > µmin

p } .

Dowodzi si ιe, że zbiór Λ(f) jest skończony i ma mniej niż d elementów (por. [K]).
Jeżeli t ∈ C jest tak ιa liczb ιa, że krzywa Ct nie jest zredukowana, to t ∈ Λ(f). Dla
dowolnego t ∈ C przyjmujemy

λt(f) =
∑

p∈C∞

(µt
p − µmin

p ) ,

jeżeli Ct jest zredukowana, λt(f) = +∞ jeżeli Ct nie jest zredukowana.
Zauważmy, że jeżeli C i L∞ s ιa transwersalne (ma to miejsce, gdy przecinaj ιa si ιe

dok ladnie w d punktach, a wi ιec gdy forma wiod ιaca wielomianu f nie ma czynników
wielokrotnych), to Λ(f) = ∅ oraz q(Ct,L∞) ≡ −∞. W dalszym ci ιagu b ιedziemy
przyjmować nast ιepuj ιace za lożenia:

⋆ f jest zredukowanym wielomianem stopnia d > 0,

⋆⋆ domkni ιecie rzutowe C krzywej afinicznej f(X,Y ) = 0 i prosta w nieskończo-
ności L∞ nie s ιa transwersalne.

Przyjmijmy teraz dodatkowo, że degY f = deg f = d i niech T b ιedzie now ιa zmienn ιa.
Rozważmy Y−wyróżnik wielomianu f(X,Y ) − T ∈ C[X,T ][Y ]:

∆(X,T ) = discY (f(X,Y ) − T ) .

Oczywíscie ∆(X, t) ̸= 0 w C[X] dok ladnie wtedy, gdy wielomian f(X,Y ) − t jest
zredukowany. Zapiszmy

∆(X,T ) = ∆0(T )XN + . . . + ∆N (T ) ,
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gdzie ∆0(T ) ̸= 0. Mamy nast ιepuj ιace dobrze znane

Twierdzenie 1.

Λ(f)={t ∈ C : ∆0(t) = 0} ,

λt(f)=N − deg ∆(X, t) .

Powyższe twierdzenie jest bezpośrednim wnioskiem z formu ly Krasińskiego (por.
[K], [GP2]).

Możemy teraz przedstawić g lówny wynik pracy [P2].

Twierdzenie 2. Przy wprowadzonych oznaczeniach i za lożeniach mamy:

q(Ct,L∞) =


d−

(
N

max
i=1

deg ∆i

i

)−1

jeżeli Λ(f) = ∅ ,

d jeżeli Λ(f) ̸= ∅ i t ̸∈ Λ(f) ,

d +

(
λt(f)−1

min
i=0

ordt∆i

λt(f) − i

)−1

jeżeli t ∈ Λ(f) i Ct zredukowama .

Dowód twierdzenia 2 Czytelnik znajdzie w pracy [P2]. Tutaj podamy kilka zas-
tosowań.

Wniosek 1. Niech f : C2 → C spe lnia za lożenia ⋆ oraz ⋆⋆. Wówczas:

(i) jeżeli Λ(f) = ∅, to q(Ct,L∞) ≡ q(C,L∞) < d dla wszystkich t ∈ C,

(ii) jeżeli Λ(f) ̸= ∅, to q(Ct,L∞) = d dla t ∈ C \ Λ(f) oraz q(Ct,L∞) > d dla
t ∈ Λ(f).

Powyższy wniosek pokazuje, że q(Ct,L∞) podobnie jak λt(f) jest górnie pó l-
ci ιag l ιa funkcj ιa zmiennej t. Odnotujmy również, że z twierdzenia 2 wynika ocena:
jeżeli Λ(f) ̸= ∅, to

d ≤ q(Ct,L∞) ≤ d + λt(f) dla t ∈ C .

Przypomnijmy, że elementy zbioru Λ(f) nazywamy wartościami krytycznymi w
nieskończoności wielomianu f , natomiast elementy C \ Λ(f) wartościami regu-
larnymi w nieskończoności.

Wniosek 2 (Charakteryzacja wartości regularnych w nieskończoności Neumanna–
Hà–Thanha). Liczba t0 jest wartości ιa regularn ιa w nieskończoności wielomianu f
dok ladnie wtedy, gdy q(Ct0 ,L∞) ≤ d.

Cytowani wyżej autorzy podali powyższ ιa charakteryzacj ιe stosuj ιac metody topo-
logiczne.

Rodzina krzywych afinicznych f(X,Y ) − t = 0 jest ekwisingularna w nieskoń-
czoności, gdy Λ(f) = ∅. W tym przypadku wszystkie wielomiany f(X,Y ) − t
s ιa zredukowane. Twierdzenie 2 dostarcza nast ιepuj ιacej charakteryzacji rodzin ek-
wisingularnych.
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Wniosek 3 (Charakteryzacja ekwisingularności w nieskończoności). Niech f =
f(X,Y ) b ιedzie wielomianem zredukowanym stopnia d > 1. Wówczas nast ιepuj ιace
warunki s ιa równoważne:

(i) rodzina f(X,Y ) − t = 0 jest ekwisingularna,

(ii) q(C,L∞) < d.

Aby podać zastosowanie wniosku 3 przypomnijmy

Nierówność Abhynkara i Moha. Niech C b ιedzie zredukowan ιa krzyw ιa rzutow ιa
stopnia d > 1. Przypuśćmy, że istnieje punkt o ∈ C taki, że istnieje dok ladnie jedna
ga l ιaź C o centrum w o a jedyna styczna L do C w o nie przecina C w punktach
różnych od o. Wtedy qo(C,L) < d.

Oryginalne sformu lowanie nierówności Abhyankara-Moha by lo wypowiedziane w
terminach rozwini ιeć Puiseux. Wersja podana wyżej zosta la podana w [GP1].
 L ιacz ιac nierówność Abhyankara-Moha z podan ιa charakteryzacj ιa ekwisingularności
(wniosek 3) otrzymamy:

Twierdzenie Ephraima o ekwisingularności. Niech f = f(X,Y ) b ιedzie
zredukowanym wielomianem takim, że domkni ιecie rzutowe C krzywej afinicznej
f(X,Y ) = 0 ma dok ladnie jedn ιa ga l ιaź w nieskończoności. Wtedy rodzina f(X,Y )−
t = 0 jest ekwisingularna w nieskończoności.

Oto jeszcze jedno zastosowanie charakteryzacji ekwisingularności:

Wniosek 4. Niech f = f(X,Y ) b ιedzie wielomianem stopnia d > 1 o d−1 punktach
w nieskończoności. Niech o b ιedzie jedynym punktem w nieskończoności krzywej C
takim, że (C · L)o = 2. Wówczas rodzina f(X,Y ) − t = 0 jest ekwisingularna
dok ladnie wtedy, gdy µo(C) < d− 1.

Dowód. Gdy (C ·L)o = 2, to qo(C,L) = µo(C) + 1. Oczywíscie q(C,L) = qo(C,L).
Stosujemy wniosek 3.

Niektórzy autorzy nazywaj ιa wielomian f = f(X,Y ) ∈ C[X,Y ] wielomianem
dobrym, gdy rodzina f(X,Y ) − t = 0 jest ekwisingularna. Można też powiedzieć,
że f jest dobry, gdy odwzorowanie f : C2 → C nie ma wartości krytycznych w
nieskończoności. Wniosek 3 możemy wypowiedzieć nast ιepuj ιaco: wielomian f jest
dobry wtedy i tylko wtedy, gdy q(C,L∞) < d.

3 Wyk ladnik  Lojasiewicza w nieskończoności

Niech f : C2 → C b ιedzie wielomianem stopnia d > 0. Przypomnijmy, że wyk ladnik
 Lojasiewicza L∞(f) jest na mocy definicji równy kresowi górnemu zbioru:

{Θ ∈ R : ∃C,R > 0 ∀ z ∈ C2 |z| ≥ R ⇒ |grad f(z)| ≥ C|z|Θ} ,

gdzie |z| = max (|x|, |y|) dla z = (x, y) ∈ C2.  Latwo sprawdzamy, że L∞(f) > −∞
dok ladnie wtedy, gdy wielomian f ma skończon ιa liczb ιe punktów krytycznych tzn.
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wtedy, gdy zbiór

{(x, y) ∈ C2 : (∂f/∂X)(x, y) = (∂f/∂Y )(x, y) = 0}

jest skończony.
W pracy [CN-H] autorzy podali formu l ιe dla L∞(f) w terminach osobliwo-

ści w nieskończoności używaj ιac w tym celu diagramów Eisenbuda i Neumanna.
Wprowadzone wyżej poj ιecie ilorazu polarnego w nieskończoności pozwala udowo-
dnić

Twierdzenie 3. Za lóżmy, że f : C2 → C jest wielomianem stopnia d > 1
o skończonym zbiorze punktów krytycznych. Wtedy

(i) L∞(f) = d− 1 − q(C,L∞) jeżeli Λ(f) = ∅,

(ii) L∞(f) = d− 1 − max
t∈Λ(f)

q(Ct,L∞) jeżeli Λ(f) ̸= ∅.

Dowód powyższego twierdzenia Czytelnik znajdzie w [P2]. Oto bezpośrednie
zastosowania:

Wniosek 1 (Ha, Ch ιadzyński–Krasiński).

L∞(f) > −1 jeżeli Λ(f) = ∅ ,

L∞(f) < −1 jeżeli Λ(f) ̸= ∅ .

Dowód wynika bezpośrednio z twierdzenia 2 i 3.

W pracy [T] Teissier poda l formu l ιe dla lokalnego wyk ladnika  Lojasiewicza gra-
dientu kie lka nierozk ladalnego. Oto odpowiednik globalny rezultatu Teissiera.

Wniosek 2. Zak ladamy, że f jest zredukowanym wielomianem stopnia d > 1
takim, że domkni ιecie rzutowe C krzywej f(X,Y ) = 0 ma jedn ιa ga l ιaź w nieskoń-
czoności. Niech β̄0, . . . , β̄g b ιedzie minimalnym uk ladem generatorów pó lgrupy tej
ga l ιezi (por. [T]). Wówczas

L∞(f) = d− 1 − GCD (β̄0, . . . , β̄g−1)β̄g

d
.

Dowód. Z twierdzenia Ephraima oraz pierwszej cz ιeści twierdzenia 3 wynika, że
L∞(f) = d−1−qo(C,L∞), gdzie o ∈ C jest centrum jedynej ga l ιezi w nieskończono-
ści krzywej C. Wystarczy zastosować formu l ιe dla maksymalnego ilorazu polarnego
ga l ιezi (por. [P1], Proposition 1.1).

Rozważmy jeszcze jeden przypadek, w którym można obliczyć L∞(f).

Wniosek 3 (por. [GP2]). Niech f b ιedzie wielomianem o skończonej liczbie
punktów krytycznych stopnia d > 1 o d − 1 punktach w nieskończoności i niech
o b ιedzie jedynym punktem w nieskończoności takim, że (C · L∞)o = 2. Wówczas:

L∞(f) = d− 2 − sup{µt
o(C) : t ∈ C} .
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Interesuj ιace zadanie powstaje, gdy chcemy oszacować L∞(f) z do lu w klasie wielo-
mianów stopnia d. W tym celu dla każdej liczby d > 1 oznaczmy

q(d) = sup{q : q jest ilorazem polarnym punktu o krzywej C stopnia d} .

Ilorazy polarne punktów osobliwych krzywej stopnia d daj ιa si ιe zapisać w postaci
u lamków o mianowniku< d. Zatem zbiór takich ilorazów jest skończony przy
ustalonym d, natomiast q(d) jest liczb ιa wymiern ιa. Z twierdzenia 3 wynika

Wniosek 4. Jeżeli wielomian stopnia d > 1 ma skończon ιa liczb ιe punktów kryty-
cznych, to L∞(f) ≥ d− 1 − q(d).

Obliczanie q(d) dla ma lych d (d ≤ 6) nie przedstawia trudności. Ponadto

1

4
d2 − 1

4
≤ q(d) ≤ d2 − 2d + 2 .

Oszacowania powyższe nie s ιa dok ladne. Interesuj ιacy (ale jak si ιe zdaje trudny)
problem, to obliczenie

lim sup
d→+∞

q(d)/d2 .
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