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Bedziemy rozwazali wielomiany dwéch zmiennych f = f(X,Y) € C[X,Y] nie
posiadajace na plaszczyznie zespolonej punktow krytycznych to znaczy takie, ze
uklad réwnan g—}; = g—{i = 0 nie ma rozwigzan w C2.

Najprostszych przykladow takich wielomianéw dostarczaja automorfizmy wielo-
mianowe plaszczyzny C2; skladowe takiego automorfizmu nie majg punktéw kryty-
cznych gdyz jakobian automorfizmu jest stala rézng od zera. Wielomian f(X,Y) =
Y (XY — 1) pojawiajacy sie w wielu pracach jest najprostszym przykladem wielo-
mianu bez punktéw krytycznych ktéry nie jest sktadows automorfizmu wielomia-
nowego (bo jest rozkladalny). Znacznie trudniej podaé przyktad wielomianu bez
punktéw krytycznych o nierozktadalnych widknach f=1(¢) (¢t € C) ktéry nie byltby
sktadowa automorfizmu. Stynny jest tu przyktad Briancona z 1985 roku: wielomian
f(X,Y)=Y2(1+XY) +3Y(1+ XY )3+ (3-8/3Y)(1+ XY )2 —4(1+ XY)+ X +1
ma wszystkie trzy wymagane wlasnosci. Nie wiemy czy istniejg przyklady tego typu
stopnia nizszego niz 10.



WARTOSCI KRYTYCZNE W NIESKONCZONOSCI

Przypomnimy tu dobrze znang konstrukcje pochodzgca od Broughtona. Niech
f : C? = C bedzie wiclomianem stopnia d > 0. Dla kazdego ¢t € C rozwazmy
krzywa rzutows Cy: F(X,Y,Z)—tZ% = 0 gdzie forma jednorodna F jest ujednorod-
nieniem wielomianu f. Krzywa ta przecina prosta w nieskoriczonosci w skoriczonym
zbiorze punktéw (C})eo = Coo niezaleznym od t¢. Dla kazdego p € Co rozwazmy
u; = liczba Milnora Cy w punkcie p. Przyjmijmy p2" = inf{ p; :t € C}. Dowodzi
sig, ze zbiér A(f) = {t € C: pl, > p&™ dla pewnego p € Cx, } jest skonczony.
Nazywamy go zbiorem wartosci krytycznych w nieskonczonoéci wielomianu f.

Ponadto oznaczamy A, = puj, — 5", AN(f) = X co A M) = 2Ziec A
Obie sumy sa skonczone.

Dowody nastepujacych dwéch faktow Czytelnik znajdzie w rozprawie Krasin-
skiego [Kr]:

Twierdzenie 1. Niech f : C?> — C bedzie wielomianem bez punktow krytycznych.
Wéwezas A(f) jest nagmniejszym skoriczonym zbiorem A takim, ze odwzorowanie
C2\ f~1(A) — C\ A indukowane przez f jest C*-wiqzkq lokalnie trywialng.

Twierdzenie 2. Niech f : C? — C bedzie wielomianem bez punktow krytycznych.
Wéwezas f jest sktadowq automorfizmu wielomianowego doktadnie wtedy, gdy A(f) =

0.

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze stynna hipoteze jakobianowsa mozna sformu-
lowa¢ w nastepujacy sposob:

(JC). Niech f: C? — C bedzie wiclomianem bez punktéw krytycznych. takim, Ze
A(f) # 0. Wtedy dla kazdego wielomianu g : C> — C jakobian J(f,g) nie jest
niezerowq statq.

W tej wlasnie formie probowali udowodni¢ hipotezg jakobianowsa Lé Ding Trang
i Weber [LW].

Dalej obok stopnia d wielomianu f rozwazamy takze liczbe ¢ punktéw w nieskon-
czonosci krzywej f = 0. Zatem ¢ = #C. Nastepujace oszacowanie nalezy do Le
Van Thana i Oki [LOJ:

Twierdzenie 3. Jezeli f : C> — C jest wiclomianem stopnia d > 0 o ¢ punktach
w nieskoriczonosci, to #A(f) < d—c.

Alternatywny dowéd twierdzenia 3 Czytelnik znajdzie w [GP2].

WIELOMIANY O JEDNEJ WARTOSCI KRYTYCZNEJ W NIESKONCZONOSCI

Niech f : C?> — C bedzie wiclomianem bez punktéw krytycznych. Wéwezas
dla kazdego t € C sktadowe nierozkladalne wiékna f~1(t) sa nieosobliwe i parami
rozlaczne.

Podanie nizej twierdzenie dostarcza charakteryzacji wielomianéw o dokladnie
jednej wartosci krytycznej w nieskonczonodci.
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Twierdzenie 1. (J.G. i A.P. 1999) Niech f : C?> — C bedzie wielomianem bez
punktow krytycznych. Ustalmy to € C. Wowczas nastgpujgce warunki s¢ réwno-
wazne:

(i) A(f) = {to},

(ii) Widkno f=1(tg) jest krzywq afiniczng rozktadalng. Wszystkie sktadowe tego
wltokna sq krzywymi wymiernymi a co najmniej jedna sktadowa jest izomor-
ficzna z prostq. Gdy doktadnie jedna sktadowa jest izomorficzna z prostq to po-
zostate majq po dwie galezie w nieskoniczonosci. Gdy wiecej niz jedna sktadowa
jest izomorficzna z prostg to istnieje doktadnie jedna sktadowa T ktora nie jest
izomorficzna z prostq. Wtedy: liczba gatezi w nieskoriczonosci I = liczba sktadowych

widkna f~1(tg).
Dowdd twierdzenia podamy dalej. Teraz odnotujmy:

Whiosek 1. (Assi 1996) Jezeli A(f) = {to} to widkno f~1(ty) jest rozktadalne
oraz przynajmniej jedna sktadowa f~'(to) jest izomorficzna z prostq.

Przykiady.

1. Niech f(X,Y) = YP(XY) gdzie P(T) jest wielomianem jednej zmiennej
T o pierwiastkach pojedyrnczych i niezerowych. Latwo sprawdzi¢, ze f nie ma
punktéw krytycznych. Wiékno f~1(0) sklada sig z prostej {Y = 0} oraz prostych
wymiernych {XY —¢ =0} (P(¢) = 0) o dwéch galeziach w nieskoniczonosci. Zatem
A(f) = {0} na podstawie twierdzenia.

2. Niech f(X,Y) = Q(X)?Y + Q(X) gdzie Q(X) jest wielomianem o pier-
wiastkach pojedynczych stopnia ¢ > 0. Podobnie jak poprzednio wielomian f
nie ma punktéw krytycznych. Widkno f~1(0) sklada sig z ¢ prostych {X = z},
Q(z) = 0 oraz z krzywej wymiernej {Q(X)Y + 1 = 0} o ¢ + 1 galeziach w
nieskoriczonosdci. Mozemy wigc stwierdzi¢ na podstawie twierdzenia, ze A(f) = {0}.

3. Rozwazmy wielomian f(X,Y) = Y((XY — 1)2 + X?Y). Mozna sprawdzi¢
bezposrednim rachunkiem, ze f nie ma punktéw krytycznych. Widkno f=1(0)
rozpada si¢ na prosta {Y = 0} oraz krzywa stopnia czwartego {(XY — 1)2 +
X2Y = 0}. Krzywa ta jest nierozkladalna i ma 3 gatezie w nieskoriczonosci. Zatem
A(f) # {0}. Mozna sprawdzié, ze A(f) = {0,1}.

Wielomiany f ze skoriczong liczbg Milnora u(f), stopnia < 4 maja co najwyzej
jedng wartosé krytyczng w nieskonczonosci. Zatem ostatni przyktad jest optymalny
(wielomian stopnia 5 o 2 wartosciach krytycznych w nieskorniczonosei).

Rozwazmy teraz wielomian f stopnia d > 0 i niech f; bedzie forma wiodaca
tego wielomianu. Liczba ¢ parami réznych czynnikéw liniowych formy f,; jest liczba,
punktéw w nieskoriczonosci wielomianu f. Dobrze wiadomo, ze jesli f jest sktadowa,
automorfizmu wielomianowego, to f ma dokladnie jeden punkt w nieskonczonosci.
Stosujac twierdzenie 1 udowodnimy

Twierdzenie 2. Niech f : C? — C bedzie wielomianem bez punktow krytycznych o
jednej wartosci krytycznej w nieskoriczonosci. Jezeli [ jest stopnia d i ma ¢ punktow
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w nieskoriczonosci, to

d+1
< |——].

Dowdd. Poniewaz f ma wartos¢ krytyczna w nieskoriczonosci to d > 3. Mozemy
przyjaé¢ bez zmniejszania ogélnosci, ze A(f) = {0}. Niech f~1(0) = T3 U--- U
Iy bedzie rozkladem wiékna f~!(0) na komponenty nierozkladalne I';. Mamy
nastepujaca,

Wiasnodé. Niech I' C C2? bedzie krzywq afiniczng stopnia d o ¢ punktach w
nieskoriczonosci i niech ro bedzie liczbg gatezi w nieskonczonosci tej krzywej. Wte-
dy

c <71y <d.

Jezeli ¢ = d to domknigcie rzutowe krzywej I' przecina transwersalnie prostq w
nieskoriczonosci (w kazdym punkcie z krotnosciq 1) i wtedy I' nie ma osobliwosci w
nieskoriczonosci.

Rozwazmy dwa przypadki

Przypadek 1. Dokladnie jedna sktadowa f~1(0) jest izomorficzna z prosta. Niech
to bedzie sktadowa I'1, zatem pozostate I'g, ... , 'y majg po dwie galezie w nieskon-
czonosci. Oznaczmy D' zbidr punktéow w nieskoriczonosci krzywej afinicznej I'.
Krzywe T'y1, Ty (i = 2,...,k) sa roztaczne wigc (I'1)oo C (I'i)oo. Poniewaz T'y
jest izomoficzna z C wige (I'1) oo = {p1} 1 mozemy napisaé (I';)oo = {p1,p;} dlai =
2,...,k bo I'; ma jako krzywa o dwéch galeziach w nieskonczonosci ma co najwyzej
dwa punkty w nieskoriczonosci. Moze byé¢ p; = p; dla pewnych i > 1. Mamy teraz
(f7H0)oo = (T1)oc U+ U (Tk)oo € {p1,p2,-- - pi} & wige #(f71(0))oc < k.

Z drugiej strony d = deg f~1(0) = Zle degl'; > 142(k—1) =2k —1 gdyz
T; (i =2,...,k) jako krzywe o dwdch galgziach w nieskoriczonosci sa stopnia co
najmniej 2. Mamy wigc k < %.

Przypadek 2. Wigcej niz jedna skladowa (f~1(0) jest izomorficzna z prosta. Na
mocy twierdzenia 2 mozemy przyjac, ze I'1,...,'y_1 sg izomorficzne z prostg zas
T’y jest krzywa o k galeziach w nieskonczonosci. Jest degI'y > k > 2; nieréwnosé
degl'y, > k jest oczywista, gdyby degl'x = k to na mocy podanej wlasnosci
domkniecie rzutowe krzywej I'y, byloby nieosobliwa krzywa co jest niemozliwe bo
krzywa wymierna stopnia > 2 ma zawsze punkty osobliwe.

Mozemy napisaé (I';)eo = {p1} dlai=1,...,k — 1 gdyz I'; sg parami rozlaczne
oraz (I'x)oo = {P1,P2,-..,0r} bo T} jako krzywa o k galeziach w nieskoriczonosci
ma co najwyzej k punktow w nieskonczonosci. Pozostaje oszacowac liczbe k. Jest
d=deg f71(0) = SF  degTy > k—1+degTy, > (k—1)+ (k+ 1) = 2k. Stad
k < d/2. To dowodzi twierdzenia.

Uwaga. Podany dowdéd pokazuje, ze liczba punktéw w nieskonczonosci ¢ nie prze-
kracza liczby k skladowych nierozkladalnych widkna wyjatkowego. Ponadto k& <
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[%J gdy witokno wyjatkowe ma dokladnie jedng skladowa izomorficzng z prosta
oraz k < [%] gdy takich skladowych jest wigcej.
Udowodnione twierdzenie jest optymalne:

Przyklad. Rozwazmy wielomian f(X,Y) = YHle(XY —1—4Y?) stopnia d =
2k +1. Mozna sprawdzi¢ (por. [GP2]), ze f nie ma punktéw krytycznych. Stosujac
twierdzenie 1 dowodzi sig tatwo, ze A(f) = {0}. Bezposrednio z definicji f widzimy,
ze forma wiodaca tego wielomianu jest YV Hle(XY —iY?) = Yk+! Hle(X —iY)
awigcc=k+1=(d+1)/2.

Stosujac twierdzenie 2 otrzymujemy

Twierdzenie 3. Jezeli wielomian f stopnia d > 3 nie ma punktow krytycznych to
c<d-2.

Dowdéd. Gdy f nie ma wartosci krytycznych w nieskoriczonoéci, to ¢ = 1 bo f jest
sktadowg automorfizmu. Gdy f ma tylko jedna warto$¢ krytyczna w nieskonczono-
$ci, to ¢ < [%} < d—2 na mocy twierdzenia 2. W przypadku gdy f ma wiecej niz
jedng wartos$¢ krytyczng w nieskoriczonosci, to ¢ < d — 2 na podstawie twierdzenia
Le Van Thana i Oki.

DoOwOD TWIERDZENIA O CHARATERYZACJI WIELOMIANOW
O JEDNEJ WARTOSCI KRYTYCZNEJ W NIESKONCZONOSCI

W dowodzie wykorzystamy wlasnosci charakterystyki Eulera x(T') krzywej afi-
nicznej I' C C? opisane w [GP1].

Lemat 1. Niech I' ¢ C? bedzie krzywq afiniczng nieosobliwg i nierozkladalng.
Niech v bedzie rodzajem domknigcia rzutowego tej krzywej a roo jej liczbq galezi
w nieskoriczonodci. Wtedy x(T') = 2 — 2y — roo. W szezegdinosdei x(T') < 1 oraz
x(T) =1 wtedy i tylko wtedy gdy T jest izomorficzna z prostq C.

Lemat 2. Niech f : C?> — C bedzie wielomianem bez punktéw krytycznych. Ustalmy
to € Ciniech f~1(ty) = Ule I; bedzie rozkltadem widkna na komponenty nierozkladalne.
Wtedy nastepujgce warunki s¢ réownowazne.

(i) A(f) € {to}.
(ii) S8 x(Ty) = 1.

Dowéd. Charakterystyka Eulera x(f~1(to)) widkna f~1(to) jest dana wzorem
X(f7H(t0)) =1 = A(f) + A" ().
Warunek A(f) C {to} jest réwnowazny réwnosci A\ (f) = A(f) ktéra ma miejsce

doktadnie wtedy, gdy x(f~(to)) = 1. Z drugiej strony x(f~'(to)) = 325, x(T%)
co dowodzi lematu.
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Lemat 3. Niech I' C C? bedzie krzywq afiniczng nierozkladalng stopnia > 1.
Zalozmy, zZe istnieje pek L ztozony z | rownoleglych prostych nie przecinajgcych
I'. Wowczas I' ma co nagmniej l + 1 gatezi w nieskonczonosci.

Dowdéd. Niech p bedzie wspélnym punktem w nieskonczonosci prostych peku L.
Zatem p jest punktem w nieskonczonosci krzywej I' i kazda prosta peku L jest
styczna do I' w p. Jezeli p jest jedynym punktem w nieskoniczonosci krzywej T,
to prosta w nieskonczonosci jest takze styczna do I' w p. Wowcezas przez punkt
p przechodzi [ 4+ 1 stycznych do I' a wigc co najmniej I + 1 galezi. Jezeli I' ma
punkt w nieskonczonosci ¢ # p to przez punkt p przechodzi co najmniej | gatezi a
co najmniej jedna gataz w nieskonczonosci przechodzi przez punkt ¢q. To dowodzi
lematu.

Dowdd twierdzenia. Mamy Zle x(T';) = 1 na podstawie lematu 2. Poniewaz z
lematu 1 wynika ze wszystkie skladniki sumy sg < 1 wiec dla pewnego iy jest
x(Ti,) = 1. Z lematu 1 wynika, ze krzywa I';, jest izomorficzna z prostg C.
Jesdli jest tylko jedna taka krzywa to dla i # ig jest x(I';) = 0. Zatem ze wzoru
0 = x(T) = 2— 2y — ro, wynika ze krzywe T'; (i # ip) sa wymierne o dwéch
gateziach w nieskoriczonosci. Jesli dokladnie I (I > 2) krzywych Ty, ..., Iy jest
izomorficznych z prosta C, to mozna te krzywe “wyprostowacé” stosujgc automor-
fizm wielomianowy C2. Zachowuje on liczbe galezi w nieskoriczonosci kazdej krzywej
afinicznej. Stosujac lemat 3 do krzywej I'; (I < j < k) i do pgku zlozonego z I'y,
..., I'| stwierdzamy, ze I'; ma co najmniej [ 4+ 1 galezi w nieskonczonosci. Zatem
x(T;) <1-idlal < j < k. Dostajemy 1 = Zle X(Ti) = l4+xTrp1)+ - +xTx) <
I+(1-=1)(k—1). Stad k =1+1, x(T'x) = 1 —1 a wigc na podstawie wzoru z lematu 1
krzywa I'j jest wymierna o k galgziach w nieskonczonosci.
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ON POLYNOMIALS WITH ONE CRITICAL VALUE AT INFINITY
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Summary. We characterize polynomials in two complex variables with no critical

points and one critical value at infinity. We also estimate number of points at
infinity for such polynomials.
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