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EFEKTYWNE TWIERDZENIE O ZERACH

A. Ploski (Kielce)

0. WsTgp

Niech F' = (F,...,F,) : C* — C™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym.
Jezeli uktad rownan F; = ... = F,,, = 0 nie ma rozwigzan w C", to na mocy
klasycznego twierdzenia Hilberta o zerach istnieje odwzorowanie wielomianowe A =
(Ay,...,Ap) : C* — C™ takie, ze zachodzi ”tozsamos$é Bezouta”:

AFy 4+ -+ A, Fyy = 1.

Twierdzenie powyzsze nie jest efektywne a jego rozmaite dowody nie dajg wskazdw-
ki jak wyznaczaé wielomiany A1, ..., A,,. Jesli jednak umielibysmy wskazaé efekty-
wne oszacowanie dla deg A = max(deg A;), to "metodg wspdlczynnikéw nieoznaczo-
nych” problem wyznaczania wielomianéw A; zostalby zredukowany do rozwigzania
liniowego ukladu réwnan.

Pierwsze oszacowania dla deg A otrzymala Greta Hermann w pracy [5]; wykazata,
ze jesli deg F = max(deg F;) to wielomiany A; mozna dobra¢ w ten sposéb, ze
deg A < 2(2deg F)anl. Praca G. Hermann opublikowana w 1926 roku i cytowana
w stynnym podreczniku van der Waerdena nie znalazta predko kontynuatoréw.
Dopiero w 1983 roku Masser i Wustholz [7] podali nowy dowéd rezultatu Hermann
i wskazali na jego zastosowanie w teorii liczb. Wezedniej na pewne luki w [5] zwrécit
uwage Seidenberg. Mimo, ze takze inni autorzy poprawiali rezultat Hermann otrzy-
mane oceny dla deg F' mialy charakter podwéjnie wykladniczy ze wzgledu na liczbe
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zmiennych n. Przelomowe znaczenie miata dopiero praca Brownawella [2], ktéry
uzyskal oszacowanie

deg A < nmin(m,n)(deg F)™»(™™) 4 min(m,n) deg F.

Rezultat ten zostal uzyskany przez potaczenie metod analitycznych z konstrukcja-
mi geometrii algebraicznej. Oszacowanie Brownawella zostalo wzmocnione przez
Kolldra [6], ktéry stosujac wyrafinowane srodki wspélezesnej geometrii algebraiczne;
otrzymat niezwykle proste oszacowanie:

degA < (degF)min(m,n)

pod warunkiem, ze deg F; # 2 dla wszystkich ¢ = 1,... ;m. Mimo, ze warunek
ten ma w dowodzie Kollara charakter techniczny do dzisiaj nie roztrzygnigto czy
mozna go pominagé. Obecnie znane sg nieco prostsze dowody twierdzenia Kolldra
(por. artykuly przegladowe [1] i [10] oraz prace cytowane w [4]). Z omawianym
problemem efektywnosci twierdzenia Hilberta o zerach zwigzane sg efektywne wer-
sje nierownosci Lojasiewicza w geometrii analitycznej zespolonej. Na przyklad, z
tozsamosci Bezouta wynika tatwo nieréwnos$é |F(z)| > const. |z|~ 4¢84 dla duzych
|z|. T odwrotnie: nieréwnosé¢ typu |F(z)| > const. |z]? dla duzych |z| z efektywnie
podanym ¢ maja zastosowanie do oszacowan o charakterze czysto algebraicznym.
Nie bedziemy tutaj podejmowali tego watku, chcieliémy tylko zauwazy¢, ze pier-
wszg, efektywng nieréwnos¢ tego typu uzyskal Chadzynski w 1983 roku w pracy
[3].

Celem tego artykutu jest poinformowanie czytelnika o pewnych rezultatach doty-
czacych twierdzenia Hilberta o zerach. Przytoczone dowody nalezg do autora,
wszystkie potrzebne wiadomosci z geometrii analitycznej czytelnik znajdzie w mo-
nografii Profesora Lojasiewicza ”Wstep do geometrii analitycznej zespolonej”.

1. TWIERDZENIE KOLLARA

Niech F' = (F,...,F,) : C* — C™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym.
Zakladamy, ze d; =degF; >0dlat=1,2,... ;morazd; > --- > dp,.

Twierdzenie Kollara. Zalézmy, Ze uktad Fy = ... = F,;, = 0 nie ma rozwigzan
wC"ized;, #2 dlai=1,... ,m. Wtedy istnieje odwzorowanie wielomianowe
A= (A1,...,A,): C" = C™ takie, ze:
(1) AAF+---+A,F, =1
oraz
(2) Diai=1,... ,m jest: deg(A;F;) <djy---dp, jezelim < mn,
deg(A; F;y) <dy---dp_1d,, jezelim > n.

Oczywiscie z powyzsze] wersji twierdzenia wynika oszacowanie deg A <
(deg F)™in(m:n) podane we wstepie. W pracy [5] Kollar udowodnil, ze oszacowa-
nie dla stopni deg(A;F;) jest dokladne. Tutaj podamy przyklad pokazujacy, ze
dla m = n mozna tak dobraé¢ F, ze max(deg(A;F;)) > dy ---d, dla dowolnych A,
speliajacych warunek (1) twierdzenia Kollara.
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Przyklad. Niech Fy(Z) = Zfl, F(2)=Z, 1Z%1 —1 oraz
F.(Z) = Zk,lfo’c_l—Z,‘f’“ dla1l < k < n. Udowodnimy, ze jesli A; Fy+---+A, F, =
1, to deg(AlFl) > d1 s dn
Przyjmijmy o, (T) = T~ %+ dntl dlak =1,2,... ,n—1oraz ¢, (T) = T. Niech
o(T) = (e1(T), ... ,on(T)). Latwo sprawdzié, ze Fa(p(T)) = ... = Fo(o(T)) =0
a wige A1 (p(1))F1(p(T)) = 1 w C(T) a stad deg A1(p(T)) = —deg Fi(o(T)) =
dy -+ dy, —dy (stopien funkcji wymiernej = stopieni licznika — stopiert mianownika).
Skoro deg A1 (p(T)) = dy---dy — dy, to degA1(Z) > dy---d, — di a wige

Jak wspomnielismy we wstepie, podane dotychczas dowody twierdzenia Kollara
wymagajg zaawansowanych metod algebry. Tutaj udowodnimy jedynie specjalny
przypadek tego twierdzenia.

Twierdzenie Kollara dla pelnych przecieé¢. Zatézmy, ze uktad rownan

Fy = -+ = Fy = 0 nie ma rozwigzan w C" a odpowiedni uklad jednorodny ﬁl =
- = Fy, = 0 definiuje zbidr algebraiczny wymiaru n —m > 0 w P*(C).
Wtedy istnieje odwzorowanie wielomianowe A = (Ay, ..., Ay,) takie, Ze A Fy +

ot A Fr =1 oraz deg(AFy) <dy -+ dp, dlai=1,... ,m.

Dowdd. Z zalozenia o wymiarze zbioru okreslonego ukladem réwnan F; = - =

F,, = 0 wynika istnienie form liniowych ﬁm+1, e 7ﬁn+1 takich, ze zbior okreslony
w P"(C) réwnaniami F; = --- = F,11 = 0 jest pusty. Zatem odwzorowanie
F = (F,... ,Fy,): C"tt — C"*! o sktadowych jednorodnych spetia warunek

(F)~1(0) = {0}. Wynika stad, ze F jest wlasciwe.

Klasyczne twierdzenie Bezouta pozwala stwierdzié, ze stopien geometryczny d
odwzorowania F jest rowny d = dy - - - d,,. Jak wiadomo z teorii nakry¢ anality-
cznych dla kazdego wielomianu G : C"*! — C dodatniego stopnia istnieje wielo-
mian Pg(W,T) zmiennych (W, T) = (Wy,... ,W,41,T) postaci Pg(W,T) = T¢ +
Pg)(W)Td’l +- 4 Péd) (W) jednoznacznie scharakteryzowany réwnoscig

(*) Po(w,T)=[[(T-G(z)™  da wecC"

z

gdzie m. jest krotnoscia F' w punkcie z odwzorowania F a iloczyn w formule (¥)
jest rozciagniety na wszystkie punkty z € (F)~1(w).

Wielomian Pg nazywamy wielomianem charakterystycznym wielomianu G wzgle-
dem odwzorowania F. Rozwazmy teraz wielomian charakterystyczny P(W,T) =
T+ Py (W)TO ! 4 .- + Py(W) wielomianu G = Zg. Jest

(i) 2§+ Pu(F(2)) 2§ + -+ Pa(F(Z)) = 0 w C[Z],
(ii) P,((F(2)) € (F,...,F)ClZ), Z = (%, Z).

Wiasnosé (i) wynika bezposrednio z formuly (*). Aby sprawdzié¢ (ii) wystarczy
zauwazy¢, ze z (*) wynikaja relacje P;(0, Wmi1,... ,wn) =0 (j = 1,...,d) dla
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dowolnych w11, ... ,w, € C gdyz wzystkie rozwigzania ukladu ﬁl =---=F,=0
lezg na hiperplaszczyznie Zy = 0. Jest zatem P;(W) € (Wy,... ,W,,)C[Z] (j =
1,...,d) a stad wynika (ii). Z wlasnosci (i), (ii) otrzymujemy relacje

Z¢ = A\F) + -+ A, Fy,

dla pewnych wielomianéw jednorodnych /~1j. Mozemy zalozyé, ze g]ﬁ ; jest stopnia
d=d, - ,dn. Podstawiajac 1 na miejsce Z, otrzymujemy teze.

Whniosek. Jesli deg F; = d; > 0 dla i = 1,2 oraz uklad Fy = F» = 0 nie ma
rozwigzarn, w C", to A1 Fy + AxFy = 1 dla pewnych wielomiandw Ay, As takich, Ze
deg(AzFl) S d1d2 dla i = ].,2

Dowdd. Wielomiany Fi, Fo a wraz z nimi F}, Fb sa wzglednie pierwsze, zatem zbidr
rozwigzan ukladu Fy; = F = 0 w P*(C) ma wymiar n — 2 i mozemy zastosowaé
udowodnione twierdzenie.

Uwaga. Twierdzenie Kolldra dla petnych przecig¢ mozna dowies¢ przy zatozeniu,
ze uktad F} = -+ = F,,_1 = 0 definiuje pele przecigcie w P*(C). Wymaga to
pewnej modyfikacji przedstawionego dowodu. Z drugiej strony twierdzenie Kollara
(dla m < n) latwo sprowadzi¢ do przypadku ”afinicznego pelnego przecigcia”, tzn.
wystarczy je dowie$¢ przy zalozeniu, ze uktad F} = --- = F,,_1 = 0 definiuje zbidr
wymiarun —m + 1 w C™.

2. TWIERDZENIE HERMANN

Tytulowe twierdzenie udowodnimy stosujac metode eliminacji Kroneckera.
Niech X = (Xy,...,X,) bedzie ciggiem zmiennych a Y jedng zmienng. Roz-
pocznijmy od lematu o rugowniku zaobserwowanym przez J.Chadzyniskiego (por.
dowdd twierdzenia w [3]).

Lemat. Jesli Fi(X,Y)=Y% 4+ a;;(X)Y% 1+ 4+ a;q,(X) (i = 1,2) jest wielo-
mianem stopnia d; wzgledem zespolu zmiennych (X,Y) oraz jesli R(X) jest Y-
rugownikiem wielomiandw F1(X,Y), F»(X,Y) to

R(X) - Al(Xa Y)Fl(va) + AQ(Xay)FQ(X7 Y)
w C[X,Y] przy czym deg(A;F;) < dyds dlai =1,2.
Dowdd lematu. Rozwazmy wielomiany F;(A4;,Y) = Ydi 4 A V- 44 Aia,
o og6lnych wspélezynnikach A; = (A1, ..., Aiq,) (i = 1,2) oraz ich Y-rugownik
R(A1, As). Jezeli przyjmiemy waga A;; = j, waga ¥ = 1 to F;(4;,Y) sg izo-
baryczne wagi d;. Co wigcej wiadomo, ze rugownik R(Aj, As) jest izobaryczny
wagi dyds 1 nalezy do idealu generowanego przez F;(A4;,Y) w Z[A1, A2, Y]. Z tych
dwoch faktow wynika tatwo, ze

R(Ay,A5) = Z Ai(Ar, A2, Y)Fi(AiY)

gdzie A; sg izobaryczne i waga A; = dids — d;. Podstawiajac na miejsce zmiennych
A;; wielomiany a,;(X) otrzymujemy poszukiwana relacje.
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Twierdzenie Kroneckera o eliminacji. Niech F;(X,Y) = Y% +a;;(X)Y4~1+
ctaig, (X), i =1,...,m bedzie ciggiem wielomiandw unormowanych wzgledem'Y
stopni d; > 0. Zaktadamy, ze F;(X,Y) jest stopnia d; wzgledem zespotu zmiennych
(X,Y). Przyjmijmy, ze dy > do > -+ > d,,. Wdwczas istnieje cigg wielomiandw
Ri(X),j=1,...,l=(m—2)dy +1 taki, ze

oraz

(ii) dla kazdego o € C": Ry(xg) = --- = Ri(xo) = 0 wtedy i tylko witedy, gdy
uktad réwnan Fy(xo,Y) =+ = Fp(20,Y) = 0 ma rozwigzanie w C.

Dowdd. Niech T bedzie nowg zmienng i rozwazmy R(X,T) = Y-rugownik wielo-
mianéw Z?:ll F(X, V)T F.(X,Y). Zatem R(X,T) jest wzgledem zmiennej
T wielomianem stopnia co najwyzej (m — 2)d,,, oznaczmy | = (m — 2)d,, + 1
i obierzmy t1,...,t; € C parami rézne i takie, ze >, F;(X,Y)ti ' jest stop-
nia dy wzgledem Y dla k = 1,...,l. Niech Ri(X) = R(X,tr). Wlasnosé¢ (i)
wynika latwo z udowodnionego wyzej lematu. Niech zg € C™ bedzie taki, ze uktad

Fi(z0,Y) = -+ = F(z0,Y) = 0 ma rozwigzanie yo € C. Podstawiajac (zo, yo)
na miejsce X,Y w tozsamosci (i) stwierdzamy, ze Rj(zo) = 0 dla j = 1,... L.
Zalézmy, ze Ry(zo) = --- = Ry(xo) = 0 dla pewnego xy € C". Zatem R(xq,t;) =0

dla k =1,...,1 a wigc R(xo,T) = 0 w C[T] bo R(x,T) jest wielomianem stop-
nia < [. Na mocy podstawowej wlasnosci rugownika wielomiany > F;(zo, Y )T* !
oraz Fp,(z9,Y) majg wspdlny podzielnik w C[T][Y] stopnia > 0. Nie zalezy on od
T bo dzieli Fy,(x0,Y) € C[Y]. Jego pierwiastek yo jest wspSlnym rozwigzaniem
réwnan Fy(zg,Y) =+ = Fp(20,Y) = 0.

7 podanego wyzej twierdzenia o eliminacji wyprowadzimy tatwo

Twierdzenie Hermann. Niech cigg wielomianéw F' = (Fy,. .., F,,) nie ma wspdl-
nego zera w C".
Wtedy istnieje cigg wielomiandw A = (Ay, ..., Ay) taki, Ze

ZA,»Fi =1 oraz degA < (n+1)(deg F)QW1

i=1

Dowdd (indukcyjny wzgledem liczby n zmiennych). Dla n = 1 sprawdzenie po-
zostawiamy czytelnikowi. Niech wigc n > 11 zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe
dla n — 1 zmiennych. Ewentualnie zmieniajac liniowo zmienne od ktérych zalezg,
wielomiany F; oraz opuszczajac wielomiany stale mozemy zalozyé, ze F; zaleza
od zmiennych (X,Y) = (Xy,...,X,-1,Y) 1 sg unormowane stopnia d; = deg F;
wzgledem zmiennej Y. Rozwazmy uklad wielomianéw R;(X) takich jak w twierdze-

niu Kroneckera o eliminacji. Z whasnosci (ii) wynika, ze do uktadu Ry = -+ = R; =
0 w C"! stosuje si¢ zalozenie indukcyjne. Istnieja wigc wielomiany Si,...,S;
takie, ze

27172

ZSj(X)Rj(X) =1 oraz degS; < n(degR)
J
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gdzie deg R = max(deg Ry,). Oznaczmy D = deg F. Jest wigc deg R < D? na mocy
(i) a wigc

27172

deg S = max(deg S;) < n(D?) =nD?"

Z tozsamosci (i) wynika, ze > A F; = 1 gdzie 4; = > S;A;; a wigc deg A =
max(deg 4;) < max(deg S;A4;;) < nD?" 4+ D2 <nD? ' + D" = (n+1)D¥" .

3. PEWNA WLASNOSC WIELOMIANOW NA ZBIORACH ALGEBRAICZNYCH

Gdy V C C" jest niepustym zbiorem algebraicznym, V = U;_, V; jego rozkladem
na komponenty nierozkladalne, to przyjmujemy z definicji degV = >"7_, deg V;.
Naszym celem jest

Twierdzenie. Niech V. C C™ bedzie niepustym zbiorem algebraicznym, a P :
C™ — C niezerowym wielomianem takim, ze P(z) # 0 dla z € V. Wtedy istnie-
je wielomian @ : C* — C taki, ze P(2)Q(2) = 1 dla z € V oraz deg(PQ) <
(deg P)(degV).

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze V jest nierozkladalny. Gdy V jest jednopunktowy
lub = C”, to twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy wiec, ze £k = dimV > 0 oraz
k < n. Oznaczmy d = deg V. Istnieje rozklad C™ na sume prosta = C* = CExC»~*
taki, ze

(i) rzut w: V — CF dany wzorem 7(x,y) = x jest stopnia d,

(ii) jesli (z,y) € V, (z,y) = oo to |y| < c|z| dla pewnej stalej ¢ > 0 (?warunek

Sadulajewa”).
Niech W(X,T) = T? + W1 (X)T9 1 + ... + Wy(X) bedzie wielomianem charak-
terystycznym wielomianu P wzgledem rzutu 7. Jest on scharakteryzowany réwno-
$cig
Wz, T) = [] (T-Py)™" "

w(z,y)=w

Poniewaz |P(x,y)| < const.max(|z|,|y[)48F < const.|z|ds dla (x,y) € V,

(x,y) — oo zatem wspélczynniki W;(z) jako wielomiany symetryczne liczb

P(z,yM), ..., P(x,yD) gdzie (x,y™), ..., (z,y?D) jest ciggiem elementéw 7~ ()
spelniaja nieréwnosci |W;(z)| < const.|z|? 48 ¥ dla 2 — oo (por.[8]). Wynika stad,
ze degW; < jdegP dla j = 1,...,d Z relacji Wy(x) =

+P(z,yM) - P(z,y D) # 0 dla = € C* wynika, ze wielomian Wa(x) jest staty.
Mozemy zalozy¢ bez zmniejszania ogdlnosci, ze wielomian —Wy(z) = 1.
Poniewaz W (z, P(z,y)) = 0 dla (z,y) € V zatem

P(z,y) (P(a,y)*™" + Wi(x)P(z, )" %+ + Wai(2)) = 1

jedli (z,y) € V. Polézmy Q = P41 + WiFI2 4 ... 4 Wy_q. Jest wiec
P(z,y)Q(z,y) =1 dla (z,y) € V oraz deg @ < max( (d—1)deg P, degW7 + (d —
2)deg P, ..., deg Wd,l) < (d—1)(deg P), tzn. deg QP < ddeg P = (degV')(deg P).
To koniczy dowdd twierdzenia w przypadku zbioru nierozktadalnego V.
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Jesli teraz V jest dowolnym zbiorem algebraicznym to przedstawiamy go jako
sume komponent nierozkiadalnych V;: V = U;V;. Jezeli P nie zeruje si¢ na V'
to tym bardziej na V; i na mocy udowodnionego juz przypadku istnieje wielomian
Q; taki, ze P(2)Q;(z) = 1 dla z € Vj; deg(PQ;) < (deg P)(degVj). Jest wiec
Hj(l — P(2)Qj(2)) = 0 dla z € V i jak latwo sprawdzi¢ wystarczy przyjaé¢ @ =
Qi+ Q2+ )= P(@QiQ2+--)+ -+ (=1)*TPHQ:1...Q).

7 udowodnionego twierdzenia wynika latwo

Staba wersja twierdzenia Kollara. Niech uktad rownan wielomianowych Fy =

= F, = 0 (m < n) bedzie sprzeczny i zatéimy, Ze kazdy ze zbioréw V;
okreslonych rownaniami Fy = --- = F;_1 = F;11 = --- = F,, = 0 jest niepusty.
Wtedy istnieje cigg wielomiandw Az, ..., Ay, taki, ze > Aj(2)Fi(2) =1 dla z € V;
oraz deg(A; F;) < dy-+-dp,.
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EFFECTIVE ZERO-POINTS THEOREMS

Summary. The paper is a survey of results about Nullstellensatz degree esti-
mates due to Hermann, Brouwnawell and Kollar.
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