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TWIERDZENIA PODSTAWOWE O PIERWIASTKACH
APROKSYMATYWNYCH WIELOMIANOW

A. Ploski (Kielce)

0. WsTgp

Niniejszy artykut jest kontynuacjg pracy [6], w ktérej przedstawitem pod-
stawowe pojecia i twierdzenia teorii Abhyankara i Moha oraz ich zastosowa-
nia do automorfizméw wielomianowych. Jednoczesnie T. Krasinski w arty-
kule [4] podal inne zastosowanie pierwiastkéw aproksymatywnych. Celem
tego opracowania sg dowody podstawowych twierdzen teorii uzyskane ostat-
nio przez J. Gwozdziewicza i autora w pracy [3]. Staralem si¢ uczyni¢ tekst
niezaleznym, jednak aby mie¢ motywacje do studiowania przedstawionych
dowodéw, Czytelnik powinien przejrzeé¢ prace [6] i [4] z poprzedniej konfe-
rencji. Szczegolowe uwagi bibliograficzne znajduja sie na koncu artykutu.
W uzupehieniu do literatury cytowanej w [6] zwrdcimy jeszcze uwage na
prace Ming — Chang Kanga [5], ktéry dowiédl nieréwnosci Abhyankara —
Moha ([6], lemat 3.1) nie odwolujac si¢ do rozwinigé Puiseux.

Milo jest mi skorzystaé¢ z okazji aby podzigkowaé Profesorowi Jackowi
Chadzynskiemu, ktory zachecit mnie po paroletniej przerwie spowodowanej
réoznymi wypadkami zyciowymi do ponownego podjecia studiéw nad teoria,
pierwiastkow aproksymatywnych.

1. ROZWINIECIA g—ADYCZNE, OPERATOR TSCHIRNHAUSENA,
PIERWIASTKI APROKSYMATYWNE WIELOMIANOW.

Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka, bez dzielnikéw zera.
Stopien degy f wielomianu f € A[Y] jednej zmiennej Y oznaczamy krétko
51
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deg f. Przyjmujemy deg0 = —oo ze zwyklymi konwencjami odno$nie symbolu
—o00. Do wielomianéw z A[Y] stosuje sie dzielenie z reszta: jezeli f,g € A[Y]
i g jest unitarny, to istnieje jedyna para q,r € A[Y] taka, ze f = qg+7r i
degr < degg.

Lemat 1.1. Niech g € A[Y] bedzie wielomianem unitarnym dodatniego stop-
nia. Wtedy dla kazdego f € A[Y] istnieje jedyny ciqg co, c1, ..., ¢ € A[Y]
(1>0) taki, ze

(i) f=cg +ag ™+ +a
(ii) co#0, degc; <degg dlai=0,1,...,1

Gdy stopien g dzieli stopien f i f jest unitarny, to | = deg f/degg oraz co = 1.

Dowéd lematu 1.1 oparty na dzieleniu z reszta pozostawiamy Czytel-
nikowi. Relacje (i) nazywamy rozwinieciem g-adycznym wielomianu f.

Uwaga 1.2. W oznaczeniach lematu 1.1: jezeli ¢;,¢; # 0 dla i, takich, ze
1 <i<j<Itodegeg'™ > degejgi=9. W szczegblnosei, jesli ¢; # 0 to
degeirg'™! = deg(f — cog).

Ustalmy wielomian unitarny f € A[Y] stopnia n > 0 i niech d bedzie dziel-
nikiem liczby n. Zakladamy, ze d jest elementem odwracalnym pierécienia
A. Bedziemy rozwazaé rozwiniecia g—adyczne f wzgledem wielomianéw uni-
tarnych g stopnia n/d. Takie rozwinigcie ma postac

(*) f:gd+01gd71+-~-+cd, degc; < degg

Dla danego rozwinigcia (*) wielomian g = g + J¢; jest unitarny stopnia
n/d a wiec rozwiniecie g-adyczne ma postaé

(**) f=g"+eag" " + - +eq degc; < degg = degyg

Lemat 1.3. Jezeli c; # 0, to dege; < dege;.

Dowdd. Zalézmy, ze ¢; # 0. Zatem takze ¢; # 0. Na mocy uwagi 1.2 jest
dege1g?~" = deg(f —g), a wige degey = deg(f —g%) —degg?~" = deg(f —g’) -
deg g?~! poniewaz degg? ! = (d — 1)degg = (d — 1)deg g = deg g?~!. Z drugiej
strony f— g% =f—(g+ ze1)? = (¢ +erg” "+ ) = (¢ gt ) =
wielomian stopnia < dege;g?™! a wige degé; < dege;.

Lemat 1.4. W rozwini¢ciu (*) jest ¢y = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy deg(f
g%) < deg f — degyg.

Dowdd. Jezeli ¢; = 0 to f = g% + c29¥ 2 + -+ + cq a wige deg(f — g%)
< max¢_,(degcrg?*) < deg f — degg poniewaz dla k > 2 jest degcrg?™*
degcr + (d — k)degg < degg + (d — k)degg < (d — 1)degg = degg? — degg =
deg f — degg.

Jezeli ¢; # 0 to na mocy 1.2 mamy degc;g?~! = deg(f — g%) a wige deg(f —
g%) = degcr 4+ degg?™! > deg g’ = (d— 1) degg = deg f — degg.

I IA
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Definicja 1.5. Niech f € A[Y] bedzie unitarny stopnia n > 0 i niech d bedzie
dzielnikiem n odwracalnym w A. Pierwiastkiem aproksymatywnym wielo-
mianu f stopnia d nazywamy jedyny wielomian unitarny &f taki, ze

deg(f — (V/f)*) < deg f — deg {/f

Z definicji wynika, ze deg f = deg(/f)? a wigc deg /f = deg f/d = n/d.
Bezposredni dowdéd istnienia i jednoznacznosci pierwiastka aproksymatyw-
nego podali$my w [6]. Nizej naszkicujemy inny dowdd tych faktéw, nalezacy
do Abhyankara i Moha.

Definicja 1.6. Przy oznaczeniach i zalozeniach definicji 1.5 dla kazdego wie-
lomianu unitarnego g stopnia n/d przyjmujemy 7¢(g) = g + 4c1 gdzie ¢; jest
“wspolczynnikiem Tschirnhausena” g-adycznego rozwiniecia f okreslonego
formuly (*).

Twierdzenie 1.7. Przy wprowadzonych oznaczeniach i zatozeniach istnieje
doktadnie jeden pierwiastek aproksymatywny /f. Zachodzi formuta

w:Tfono"'on@)
| -

n/d razy
dla dowolnego wielomianu unitarnego g stopnia n/d.

Dowdd. Latwy dowdd jedynosci pierwiastka pozostawiamy Czytelnikowi.
Aby wykazaé istnienie pierwiastka a zarazem zapowiedziang formute, ustal-
my wielomian unitarny g stopnia n/d. Z lematu 1.3 bezposrednio wynika, ze
rozwinigcie 77(g)-adyczne wielomianu f ma wspdélczynnik Tschirnhausena
nizszego stopnia niz wspoétczynnik Tschirnhausena rozwiniecia g—adycznego.

Stosujac operator 7y n/d razy otrzymamy rozwiniecie 7y o1p0---075(g)—
adyczne o zerowym wspdtezynniku Tschirnhausena. Stad, na mocy lematu
1.4 wynika istnienie pierwiastka aproksymatywnego, a na mocy jednoz-
nacznosci takze podana wyzej formuta.

Wiasnosé 1.8. Niech liczby catkowite d,e > 0 bedq dzielnikami n odwracal-
nymi w pierscieniu A. Wtedy //f = /T

Dowdd. Oznaczamy h = {//f. Zatem h jest unitarny stopnia 2. Mamy
VF=h®+Rgdzie degR < % — 2 oraz f = ({/f)?+ 5, degS <n—2% <n-— 2.
Laczac obie réwnosci otrzymujemy f = (h¢ + R)4 + S = h¢d + T gdzie T =
S (D(re) R + S. Poniewaz deg((%)(h*)?~R) < (ed — ei) 2 +i(% — 1) =
n—itt <n-— 2 zatem degT < n— 2. Stad i z réwnosci f = h® + T wynika,
ze h = </f.

2. TWIERDZENIA PODSTAWOWE

Oznaczenia i zalozenia opisane ponizej beda obowigzywaly w calym arty-
kule. Bedziemy rozwazali nierozktadalny wielomian wyrdzniony

f(x?y) :yn+a1(x)yn_l+"'+an('r)7 nZL

ktorego wspotczynniki lezg w pierscieniu szeregéw zbieznych C{z} jednej
zmiennej x.
Takie wielomiany maja do$é¢ szczegdlng strukture rozwigzan opisang przez
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Twierdzenie 2.1 (Newtona—Puiseux). Istnieje szereg y(t) € C{t} (t jedna
zmienna) taki, ze
F@&y) = 11 (w—wulet)
en=1
Co wiecej, stopieni n wielomianu f jest najmniejszq liczbq catkowitq n' > 1
takq, Ze rownanie f(t",y) =0 ma rozwigzanie w C{t}.

Twierdzenie Newtona—Puiseux obok twierdzenia przygotowawczego i
twierdzenia o funkcjach uwiktanych nalezy do podstawowych faktow ge-
ometrii analitycznej i posiada kilka dowodéw zardowno algebraicznych jak
analitycznych (por. [1] i literatura cytowana w pracy [6]). Dalej istotna jest
nastepujaca

Uwaga do twierdzenia Newtona—Puiseux. Niech y(t) =3 a;t/ oraz suppy(t) =
{j € N:a; # 0}. Wobwczas liczby zbioru {n} U suppy(t) maja najwiekszy
wspélny dzielnik réwny 1 (gdyby mialy wspélny dzielnik d > 1 to réwnanie
f(t™,y) =0, n’ = n/d mialoby rozwigzanie w C{t}, co jest sprzeczne z druga,
czescig twierdzenia 2.1). Jest oczywiscie suppy(t) = suppy(et) a wiec zbidr
S(f) = suppy(t) nie zalezy od wyboru rozwigzania réwnania f(¢",y) = 0.

W rozwinigciu y(t) = 3" a;t? specjalng role odgrywaja pewne wskazniki j.
Mianowicie charakterystykq wielomianu wyréznionego i nierozktadalnego f
nazywamy ciag liczb catkowitych by, b1, ..., by spelniajacych warunki

(ii) Jezeli 1 <k < h, to by, jest najmniejszym elementem zbioru S(f) = {j €
N:a; # 0} niepodzielnym przez NW P(by, ..., by_1)
(ili) NWP(bg,...,by) =1

Latwo zauwazy¢, ze cigg b1, ..., by jest silnie rosngcy. Gdy n = 1 to
h = 0 i charakterystyka redukuje sie do jednego wyrazu by = 1. Istnie-
nie charakterystyki wynika z uwagi do twierdzenia Newtona—Puiseux. Oz-
naczmy Bp = NWP(by,...,b;) dla k = 0,1,...,h. Zatem By = n, By, ...,
Bp—1, Br, = 1 jest §cisle malejacym, na mocy warunku (ii), ciggiem dziel-
nikéw liczby n. Stad n > 2"

Niech u(n) bedzie zbiorem rozwigzan réwnania € = 1.

Lemat 2.2. JeZeli e € u(Br—1) \uw(Br) (1<k<h), toord(y(t) — y(et)) = by.

Dowdd. Ustalmy wskaznik k 1 napiszmy
y(t) = (suma jednomianéw a;t/ stopnia < by)+ap, t% +--- = Y (tBx1)4-ap, t% +

Ostatnia réwno$¢ wynika z faktu, ze jesli a; # 0 oraz j < by to j jest podzielne
przez NWP(bg, ...,b,_1) = Bj_1. Jezeli teraz e € u(By_1)\u(By), to eBr-1 =1
oraz € # 1 bo By = NWP(By_1,bi) a wiec y(t) — y(et) = ap, (1 — €)% 4 ...
jest rzedu by.

Udowodniony lemat dostarcza pewnej motywacji dla pojecia charaktery-

styki oraz jest punktem wyjscia do otrzymania rozmaitych formut zawiera-
jacych wyktadniki charakterystyczne by, b1, ..., by.

Uwaga o parach charakterystycznych. Wielu autoréw rozwaza pary charak-
terystyczne (mg,n;) (k=1,...,h) okreslone wzorami
B, " B
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Poniewaz NW P(Bj_1,b;) = By, wiec elementy pary charakterystycznej sg
liczbami wzglednie pierwszymi. Pary charakterystyczne i liczba n okreslaja,
charakterystyke:
b= M, p M
ny...ng ny...ng
Dla dowolnego szeregu g = g(z,y) dwoch zmiennych z, y definiujemy
krotno$¢ przeciecia (f, g)o krzywych f =0, g = 0 przyjmujac

(fa g)O = Ordg(tnay(t))

Oczywiscie podana definicja nie zalezy od wyboru rozwigzania y(t) réwnania
f@™ y) =0. Jest (f,9)0 < +oo wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest niepodzielne
przez f.
Odnotujmy dwie witasnoéci krotnosci wynikajace bezposrednio z podanej
definicji:
(*) dla dowolnej skonczonej rodziny szeregdw (gi)ier jest (f,>.;i)o >
min;(f, gi)o. Jezeli minimum jest osiaggniete dla dokltadnie jednego wskaz-
nika, to zachodzi réwnosé.

(**) (vagi)O = Z(fa 9i)o

Zbiér T'(f) wszystkich liczb postaci (f, g)o gdzie g jest szeregiem niepodziel-
nym przez f nazywamy polgrupg krzywej f. Zbidr ten jest istotnie pélgrupa,
bo zawiera 0 i jest zamkniety wzgledem dodawania. Gdy n =1 to T'(f) = N,
gdy n > 1 to I'(f) € N i pélgrupa I'(f) daje informacje o osobliwosci krzywej
f =0. Celowe jest zdefiniowanie ciggu bo, ... , by przez przyjecie

k—1
> (Bioi—Bi)b; dlak=1,... h
i=1

by = by, by =by+
0 0 k k By

Jest wigc by = b;. Latwo sprawdzi¢, ze NWP(by,...,b,) = By dla0 <k < h
oraz

B

-1

_ _ B;_ _
bo = bo, b = b — (31—1)@- dlak=1,... A
i=1
Zatem znajac ciag bo, ..., by mozemy odtworzy¢ charakterystyke by, ..., by.

Twierdzenie 2.3 (o strukturze péigrupy). Jest I'(f) = Nbg + -+ Nb,. Dla
kazdego k, 1 < k < h liczba by, jest najmniejszym elementem polgrupy T'(f)
nie lezgcym w potgrupie Nbg + - - - + Nbj_1.

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze ciag by, ..., by (a wiec takze charak-
terystyka by, ..., bn) jest wyznaczony przez element by = n oraz pdlgrupe
I'(f). Twierdzenie 2.3 odgrywa podstawowa role w teorii osobliwosci krzy-
wych [7], jego dowdd podamy w §4 tej pracy. Niech teraz I' bedzie podpdt-
grupg poétgrupy (N, +) i niech n > 1 bedzie dang liczbg catkowita. Ciag go,

g1, - -, gn Nazywamy n-minimalnym ciggiem generatoréw péigrupy I' gdy
(Oé) go =nmn,
(B) gk €T jest najmniejszym elementem I' nie lezacym w Ngo + - - - + Ngg_;
(1<k<h),

(v) ' =Ngo + - - + Ng.
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Oczywiscie n—minimalny ciag generatorow polgrupy I' jest wynaczony
jednoznacznie przez I' i n. Poélgrupe nazywamy n—planarng gdy ma n—
minimalny cigg generatoréw go, g1, --. , gn spelniajacy warunki

(0) Gx = NWP(go,...,gr) (0<k<h) jestsilnie malejacy i G5 =1,
(6) kalgk <Gkgk+1 dla k=1,....,h—1.

7 twierdzenia 2.3 wynika, ze by, ..., b, jest n—minimalnym ciggiem ge-
neratoréw pétgrupy I'(f). Ponadto spelione sg warunki (§) i (¢) bo ciag By
silnie maleje i By, = 1 oraz by — Bg—;l?)k =bpy1—br >0dlak=0,1,...,h—1.

Zatem mamy

Whniosek z twierdzenia o strukturze potgrupy. Poélgrupa T'(f) nierozktadalne-
go wielomianu wyréznionego f stopnia n jest n—planarna.

Mozna udowodnié¢ twierdzenie odwrotne: jezeli I' C N jest pdélgrupg n—
planarna, to istnieje nierozkladalny wyrézniony wielomian f stopnia n taki,

ze T(f) =T (por. [2]).

Twierdzenie 2.4 (podstawowe o pierwiastkach aproksymatywnych). Przy
zalozeniach i oznaczeniach przyjetych na poczgtku tego paragrafu:

(f, 2/ F)o = by dlak=1,2,... h.

Dowdd powyzszego twierdzenia podajemy w §5 tego artykutu.

Twierdzenie 2.5 (o nierozkladalnosci pierwiastké6w aproksymatywnych).
Wielomiany "+~/f (1 <k < h) sq nierozkladalne w pierscieniu C{x}[y].

Dowdéd twierdzenia 2.5 opiera sie na twierdzeniu 2.4 i kryterium nierozkla-
dalnodci, ktére podajemy w §6 tego artykutu. Latwo sprawdzié, ze pier-
wiastek aproksymatywny wielomianu wyréznionego jest wielomianem wyréz-
nionym. Wynika stad, ze w twierdzeniu 2.5 nierozkladalno$¢ w C{z}|y]
mozna zastgpi¢ nierozkladalnoscia w C{z,y}.

3. LEMATY PRZYGOTOWAWCZE

Przyjmujemy zalozenia i oznaczenia z §2. Wszystkie trzy twierdzenia
przedstawione wyzej opierajg sie na dwéch lematach, ktore dla naszych celéw
nazwalismy lematami przygotowawczymi.

Lemat 3.1. Dla kazdego k = 0,1,...,h — 1 istnieje wielomian unitarny f. €
C{z}y] stopnia n/By taki, ze (f, fr)o = br+1-

Dowdd. Niech y(t) = > a;t? oraz yy(t) = Y. a;t/, zatem z definicji charak-
J<bki1

terystyki wynika, ze yi(t) = Y (tP*) gdzie Yi(s) jest szeregiem jednej zmien-

nej takim, ze elementy zbioru {n/By} Usupp Yi(s) maja najwickszy wspdlny

podzielnik réwny 1. Istnieje wielomian fi(x,y) € C{z}[y] taki, ze

fe(s™Phyy = I1 (= Yalps))

nEu(n/By)
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Wynika to z faktu, ze iloczyn po prawej stronie nie zmienia sie gdy zastagpimy
s przez s gdzie 0s € u(n/By). Mamy

(f, fr)o = ord fir.(t",y(t)) = ordH (it Pr)) =

B;_ B;
—Zord = Yy (put k))_bk—&-l"'Z( Bk)b = b1

By,

poniewaz ord(y(t)—Yx (t5*)) = ord(y(t)—yr(t)) = b1 oraz ord(y(t)—Y(utPr)) =
ord (Y (t5%) = Yy (utP*)) = By ord(Yi(s) — Yi(us)) = Br5- (B2 \u(5L).
Lemat 3.2. Niech 0 < k < h. Jezeli ¢(z,y) € C{z}[y] jest niezerowy oraz
degy P < Tl/Bk to (f, 1/1)0 S Nbo + -+ ka
Dowdd. Indukcja wzgledem k. Dla k = 0 lemat jest trywialny, zatézmy wiec,
ze 1 <k <hizelemat jest prawdziwy dla wielomianow stopnia < n/Bj_;.
Ustalmy wielomian niezerowy ¢ = ¢(z,y) € C{x}[y] taki, ze deg, 1 < n/DBy
i rozwazmy rozwiniecie fi_;—adyczne wielomianu :
(1) ¥ =ofi_1+1fi i+ +s, Yo #0, deg,v; <deg, fr1 =n/Br1
Jest s < deg/degfr_1 < nx = Bx_1/Bg. Niech I bedzie zbiorem wskaznikow
i €{0,...,s} takich, ze ¢; # 0. Poniewaz deg, 1; < n/B; 1 wigc z zalozenia
indukeyjnego otrzymujemy (f,1;)o € Nbg + -+ + Nb,_1 a wiee

(2) (f,v:)o=0 mod By dlaiel
Udowodnimy, ze
(3) (Foifi=)o # (F i fi]o dlai#£jel

Przypusémy, Ze relacja (3) nie jest prawdziwa. Istniejg wiec wskazniki 4, j €
I, i< jtakie, ze (f,vuifi=H)o = (f,0;fo” 3)0. 7 ostatniej rownosci wynika,
ze (fv ¢i)0+(5—i)bk = (f7 %‘)04‘(5— )bk a St@d (;]_Z)bk = (fv ¢j)0 - (f7 %)0 =0
mod Bj_; na podstawie (2). Mamy wiec (jfz‘)g—’; =0 mod n, awiecj—i=0
mod ny poniewaz by, /By oraz ny, sa wzglednie pierwsze. Kongruencja j—i =0
mod ny jest niemozliwa bo 0 < j — i < ng a wiec przypuszczenie, ze (3) nie
jest prawdziwe prowadzi do sprzecznodci.

Z relaci (1) i (3) otrzymujemy (f,1)o = min_o(f, s fi=t)o = (f, i fi 1o =
(fs¥i)o+(s—=i)(f, fr—1)o = (f,i)o+ (s —i)b € Nbg+- -+ Nbj, co konezy dowod
indukcyjny lematu.

4. DOWOD TWIERDZENIA O STRUKTURZE POLGRUPY

Z lematu 3.1 bezposrednio wynika, ze by, ..., b, € T'(f) a stad Nby +
-+ Nbj, C T'(f). Z twierdzenia o dzieleniu z resztg szeregéw potegowych i
definicji pétgrupy I'(f) wynika, ze kazdy element T'(f) ma postaé (f,)o, gdzie
¢ € C{z}[y], deg, ¥ < n =n/By. Zatem lemat 3.2 implikuje: Nbg+ - - +Nbj, =
L'(f).

Rozwazmy teraz element b € I'(f) taki, ze b & Nbg + --- + Nb_;. Jest
wige b= agby + -+ + ap_1bp_1 + arby + - - - + apby gdzie ag, ..., aj sg liczbami
catkowitymi nieujemnymi przy czym nie wszystkie liczby ay;, ... , an s3 réwne
zeru. Jezelia; #0,1>ktob> b > b, a wiecb > bk czyli by jest najmniejszym
elementem poétgrupy I'(f) nie lezgcym w Nbg + - - - + Nby,_1.
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5. DOWOD TWIERDZENIA PODSTAWOWEGO
Udowodnimy najpierw

Twierdzenie 5.1. Niech g(z,y) € C{z}[y] bedzie wielomianem unitarnym
stopnia n/By. Zalézmy, ze (f,g)o > niby (przypominamy, ze ny = By_1/Bx).
Wtedy (f, ~/9)o = bk
Dowod. Wystarczy sprawdzi¢ nastepujacag implikacje:

(*) jezeli h(z,y) € C{z}[y] jest wielomianem unitarnym stopnia n/Bj_;

takim, ze (f,h)o = bk, to (f,74(h))o = by

Istotnie, z (*) wynika, ze zbiér wielomianéw h(z,y) speliajacych warunki
deg, h =n/By_1, (f,h)o = by jest zamkniety ze wzgledu na operacje 7,. Zbiér
ten jest niepusty bo zawiera wielomian f;_; skonstruowany w lemacie 3.1.
Do rozwazanego zbioru nalezy tez (na mocy 1.7)

/g =Tg0Tg0- - 0Ty(fr-1)
N—_— ————

n/d razy

a wigc (f, "/g)o = bi.
Aby udowodni¢ (*) ustalmy wielomian h(z,y) unitarny stopnia n/Bj_;
taki, ze (f,h)o = by 1 rozwazmy h—adyczne rozwinigcie wielomianu g:

(1) g=h"* +a1hnk71+...+ank_, degyai <n/By_1

Niech I bedzie zbiorem takich wskaznikow i € {1,...,ny} ze a; # 0. Zatem
(f,ai)o < +oo dla i € I i na podstawie lematu 3.2 otrzymujemy (f,a;)o €
Nbg + - -+ + Nb_1. Jest wiec (f,a;)o =0 mod By_; dla i € I. Twierdzimy ze

(2) (f,ah™ )0 # (f,a;h™ 7)o dlai#jel

Gdyby (f,a;h™ ") = (f,a;h™ 7)o dla i < j to podobnie jak w dowodzie le-
matu 3.2 otrzymaliby$my kongruencje (j — ')g—’; =0 mod ny ktéra prowadzi
do sprzecznosci, gdyz 0 < j — i < ng.

Z relacji (1) i (2) otrzymujemy

(3) (f,g—h"")o = I;jc{l(ﬁ aih™ "

Z zatozenia (f,g)o > nibx = (f, h™)o a wige (f,g—h™)o = nby iz (3) wynika,

ze niby < (f, aih™ ") = (f,ai)o + (ni — 1) (f, h)o = (f, ai)o+ (nx —i)bx dla i =1,
<y N St@d

(4) (f,ai)o > iby dlai=1,...,n

Ponadto zachodzi

(5) jezeli  (f,a;)o =iby, 1<i<my to i =mny.

Rzeczywiscie, z réwnosci (f,a;)o = ib, wynika iby = 0 mod Bj_; bo jak
stwierdzilidmy wczesniej (f, a;)o jest liczba podzielng przez By_;. Jest wiegc
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z;—’z =0 modny a stad i = ny bo 1 < i < ny a liczby by/By oraz ny sg
wzglednie pierwsze.
Z (5) otrzymujemy (ny > 1!):

(6) (f,a1)0 > bk

Dlatego (f,74(h))o = (f,h + 7-ai)o = (f,h)o = by, co dowodzi implikacji (*) a
wiec takze twierdzenia 5.1.

Pokazemy teraz jak z twierdzenia 5.1 wynika twierdzenie podstawowe 2.4.
Rozwazmy przypadek k = h. Wéwcezas By, = 1, np, = By_1 1 twierdzenie 5.1
redukuje sie do nastepujacego faktu:

jezeli g(z,y) € C{x}[y] jest wielomianem unitarnym stopnia n takim, ze

(f,9)0o > Bn_1by to (f, 2r-3/g)0 = ba.

W szczegoblnosci wielomian f w oczywisty sposob spelnia zalozenia powyz-
szej implikacji co pozwala stwierdzi¢, ze (f, 2»—¥/f)o = by. Twierdzenie pod-
stawowe jest wiec prawdziwe dla k = h.

Zalézmy, ze twierdzenie podstawowe jest prawdziwe dla pewnego 1 < k <
h tzn. (f, 2»=y/f)o = by. Sprawdzimy, ze jest prawdziwe dla k — 1.

Wielomian Z+y/f jest unitarny stopnia n/By_; oraz (f, 2*~/f)o = by >
np_1bp—1 Mozemy wiec zastosowaé twierdzenie 5.1 do g = Z+y/f. Otrzy-
mujemy (f, "»~/g)o = bx—1 a wiec (f, "*~¢/f)o = by—1 bo "x—y/g = "+~%/f na
mocy wlasnosci 1.8.

W ten sposéb udowodnilismy twierdzenie podstawowe przez indukcje zste-
pujaca wzgledem k.

6. KRYTERIUM NIEROZKLADALNOSCI

Nierozktadalnosé pierwiastkéw aproksymatywnych (twierdzenie 2.5) wy-
nika bezposrednio z twierdzenia podstawowego 2.4 oraz z nastepujacego kry-
terium nierozktadalnosci

Twierdzenie 6.1. Niech g = g(z,y) € C{z}[y] bedzie wielomianem unitarnym
stopnia n/By_1. Wowczas (f,g)o < by. Jezeli (f,g)o = bi, to wielomian g jest
nierozktadalny.

Dowdd. Niech fr_1 € C{z}[y] bedzie wielomianem skonstruowanym w lema-
cie 3.1. Zatem f_; jest unitarny, stopnia n/By_1 i taki, ze (f, fx—1)o = bk.
Wielomian g — f—; jest wiec stopnia < n/Bj_1, a wiec z lematu 3.2 wynika,
ze

(f,9 = fr—1)o € Nbg + - -+ + Nb_1, a wigc (f,g — fe—1)o = 0 mod By_;. Jest
wiec (f, fr—1)o = bx # (f,9 — fx—1)o, gdyz by, nie dzieli sie przez By, zatem
(f,9)o = min{(f, fu—1)o, (f,9 — fu—1)o} < (f, fr—1)o = bx.

Zatézmy, ze (f,g)o = by 1 przypusémy, ze g nie jest nierozkltadalny. Ist-
nieja wtedy wielomiany unitarne gi, go € C{z}[y] dodatnich stopni takie,
z7e g = 9192- Jest Wigc deg, g1, deg, g2 < deg, g = n/B_1, a wigc (f,g1)o,
(f,92)0 € Nbg + - - + Nbi_; na mocy lematu 3.2. Prowadzi to do sprzecznosci
2 zalozeniem (f.g)o = by poniewaz (f.9)o = (f.9192)0 = (f.91)o + (f.92)0 €
Nbg + -+ - + Nbg_1 jest liczbg podzielng przez By_;.
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7. UWAGI BIBLIOGRAFICZNE

Rozwiniecia g-adyczne wielomianow i “przeksztalcenie Tschirnhausena”

a - a _
Yn_’_alynfl_’_+an:(Y+;1)n+a2(Y+z1)n 2+...+an

nalezg do repertuaru algebry klasycznej.
Pojecia: pierwiastka aproksymatywnego i operatora Tschirnhausena ¢
zostaly wprowadzone przez Abhyankara i Moha w 1973 roku (por. praca

tych autoréw cytowana w [6]). Formuta </f = //f zostala podana w pracy
[3]. Twierdzenie Newtona—Puiseux i pojecie “parametrycznej” krotnosci
przeciecia krzywych pojawily sie w literaturze matematycznej drugiej poto-
wy XIX wieku, wyktadniki charakterystyczne wprowadzili, niezaleznie od
siebie, Halphen i Smith w koricu minionego stulecia. W latach 30-tych
XX wieku podano interpretacje topologiczng par charakterystycznych. Po-
jecie polgrupy osobliwosci wprowadzit Apéry w pracy z 1946 roku (por. lite-
ratura cytowana w [2]). Twierdzenie o strukturze pdlgrupy pojawito sig¢ w
latach 60—tych i zwigzane jest z nazwiskami Azevedo, Abhyankara i Zariskie-
go. Twierdzenie podstawowe o pierwiastkach aproksymatywnych i nieroz-
kladalno$é¢ pierwiastkéw sg gléwnymi wynikami teorii Abhyankara i Moha.
W formie podanej przez nas wystarczaja we wszystkich zastosowaniach: ory-
ginalne twierdzenia dotyczg ogdlniejszego przypadku wielomianéw o wspdi-
czynnikach meromorficznych. Lematy nazwane przez nas “przygotowawczy-
mi” pochodzg od Zariskiego [7] ktéry przeprowadza rachunki “w generycz-
nym uktadzie wspoétrzednych”. Wielomiany skonstruowane w lemacie 3.1
Abhyankar nazywa “pseudopierwiastkami aproksymatywnymi”, konstrukcja
ta pojawia sie w literaturze przed ukazaniem sie pracy Abhyankara i Moha.

Dowéd twierdzenia podstawowego zostat podany w pracy [3] J. Gwoz-
dziewicza i autora. Inne dowody tego twierdzenia wykorzystuja technike
“deformacji” (por. [1] “The why of deformations” p. 365). Kryterium
nierozkladalnosci oraz dowdd twierdzenia o nierozkladalnodci pierwiastkow
aproksymatywnych réwniez pochodzi z pracy [3]. Z kryterium nierozkla-
dalnosci Abhyankara i Moha Czytelnik moze sie zapoznaé¢ w pracy [4], a z
uogdlnieniami réwniez w [3].
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FUNDAMENTAL THEOREMS ON THE APPROXIMATE ROOTS OF POLYNOMIALS

Summary. We present a simplified approach due to J. Gwozdziewicz and
the author to the Abhyankar—Moh theory of approximate roots.
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