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PIERWIASTKI APROKSYMATYWNE WIELOMIANOW
WEDLUG S.S. ABHYANKARA I T.T. MOHA

A. Ploski (Kielce)

0. WSTEP

Teoria pierwiastkéw aproksymatywnych wielomianéw zostata rozwinieta
przez S.S. Abhyankara i T.T. Moha w pracy [3]. Jej pierwszym zastosowa-
niem byl dowdd nastepujacego faktu:

Twierdzenie 0.1 (cf. [4]). Zaldzmy, ze wielomiany P(T), Q(T) o wspdtczynnikach
zespolonych sq takie, Ze zmienna T da site przedstawié jako “wielomian od

P(T) i Q(T)”:
T=W(P(T),Q(T)), W =W(X,Y) - wielomian dwoch zmiennych.

Wowczas deg P dzieli deg Q lub deg @ dzieli deg P.

Historia powyzszego twierdzenia i jego zastosowania sa opisane w pracy
[4]. Istnieja obecnie dowody twierdzenia 0.1 nie odwolujace si¢ do pier-
wiastkéw aproksymatywnych (cf. [9], [10]).

Odwzorowanie wielomianowe F : C — C? nazywamy zanurzeniem requ-
larnym (prostej C w plaszczyzne C2), jezeli jego skladowe speliaja zalozenie
twierdzenia 0.1. Mozna sprawdzi¢, ze odwzorowanie wielomianowe F : C —
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C? jest zanurzeniem regularnym wtedy i tylko wtedy, gdy (i) F jest injekcja,
(ii) pochodna F’ nie zeruje si¢ w zadnym punkcie C.
Twierdzenie 0.1 ma nastepujaca wersje geometryczna

Twierdzenie 0.2. Niech C C P?(C) bedzie krzywg nierozktadalng, wymierng
o dokladnie jednym punkcie osobliwym 0 € C. Zakltadamy,ze C jest anality-
cznie nierozktadalna w 0 i Ze jedyna styczna do C w 0 przecina C tylko w
tym punkcie. Wtedy deg C — multy C dzieli degC.

Analityczna nierozkladalnosé C w punkcie 0 oznacza, ze kielek (C,0) jest
analitycznie nierozktadalny. Symbolem multy C' oznaczyliSmy krotnosé C w0,
tzn. krotno$¢ przeciecia C z prosta przechodzaca przez 0, rézna od stycznej
do C w 0.

Pokazemy teraz, ze twierdzenie 0.2 implikuje 0.1. Istotnie, niech ¢ —
(P(t),Q(t)) bedzie zanurzeniem regularnym C w C2. Oznaczmy m = deg P,
n = deg@. Mozemy zalozyé, ze 0 < m < n. Plaszczyzne rzutowa P?(C)
utozsamiamy z plaszczyzna C? z dotaczona prosta w nieskoriczonosci. Obraz
C poprzez zanurzenie t — (P(t),Q(t)) jest krzywa afiniczna; niech C bedzie
jej domknieciem w P2?(C).

Krzywa C ma jedyny punkt w nieskoniczonosci 0 € C, jest to jedyny jej
punkt osobliwy. Ponadto latwo sprawdzi¢, ze degC = n, multo C = n — m.
Zalozenie twierdzenia 0.2 sa spelnione, a wiec m = deg C — multg C dzieli
n =degC.

Celem tego artykutu jest przedstawienie podstawowych pojeé i twierdzen
wprowadzonych przez S.S. Abhyankara i T.T. Moha w [3]. Jako zastosowanie
podamy dowdd twierdzenia 0.2 - jest on pewna modyfikacja dowodu po-
danego przez S.S. Abhyankara w wykladach [1]. Potrzebne do lektury wiado-
mosci z lokalnej teorii krzywych algebraicznych Czytelnik znajdzie w artyku-
tach [7] 1 [8].

1. POJ];]CIE PIERWIASTKA APROKSYMATYWNEGO

Niech A bedzie pierécieniem przemiennym z 1 zawierajacym cialo liczb
wymiernych jako podpierscieni.

Twierdzenie 1.1. Niech F(Y)=Y" +a;Y" ! + ... +a, € A[Y] bedzie wielo-
mianem unormowanym stopnia n > 1 ¢ niech bedzie dany dzielnik d liczby
n. Wtedy istnieje doktadnie jeden wielomian G(Y) € A[Y] taki, zZe

(i) G() jest unormowany stopnia %.

(i) deg(F(Y)-G(Y)) <n—12.

Co wigeej, G(Y) =Y i +bY i ! +... +bn, gdzie

1 * i i n
—1
b,,:gal,—i— E Birr iy 107 0, v=1,... 1
Znak S°* oznacza sumowanie po wskaznikach iq,... ,i,_1 spelniajacych wa-
) ) >
runek iy + 2is + -+ + (v — 1)i,—1 = v. Wspdlczynniki 8;, . ;, _, sa liczbami
wymiernymi, zaleznymi wytacznie od d i n.
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Dowdd. Warunek (i) oznacza, ze nalezy szukaé¢ wielomianu G(Y) w postaci
GY)=Y4d +b0,Ya ' 4.+ bs, natomiast warunek (ii) oznacza, ze

(1) G =Y"+aY" '+ - +azY" @ + wyrazy stopnia <n — %

Obliczajac G(Y)? wedlug wzoru wielomianowego Newtona stwierdzamy, ze
dlav=1,...,2
) s d

(2) wsp6lezynnik przy potedze Y™ “wielomianu G(Y)? réwna sig

*
il i —1
db, + E ai17..-7i1}71b1 "'byu—lv

gdzie

d (i1 4+ +iy_1)!
iy iy — | . ) ; T .
Zl+"'+2y71 Z]_-"'ny]_-
Wobec réwnosci (1) warunek (ii) jest, na mocy (2) réwnowazny ukladowi
rownan

(3) Gy = dby+ Y oy, BB
Jest to uktad % réwnan (v =1,...,%) o & niewiadomych by,... b=, ktéry
ma doktadnie jedno rozwiazanie w A4. Jest ono postaci

1 *
_ i1 ly—1
by = &GVJFE :Bil»--~»iu—1a1 eay Ty,

o czym tatwo sie przekonac stosujac indukcje.

Definicja 1.2. Przy oznaczeniach i zalozeniach twierdzenia 1.1 wielomian
G(Y) nazywamy pierwiastkiem aproksymatywnym (stopnia d) wielomianu
F(Y) i oznaczamy G(Y) = {/F(Y).

Przypomnijmy, ze {/F(Y) jest okreSlony, gdy F(Y) jest wielomianem
unormowanym i gdy d dzieli stopient F(Y). Latwo zauwazy¢, ze {/F(Y) =Y+
Lay, VF(Y)=F(Y), {/G(Y)? = G(Y). Ponadto {/F(Y) jest okreslony jed-
noznacznie przez wspétczynniki ay, ... ,as wielomianu F(Y) =Y" 4+ a, V" !
+~~+a%Y”7% 4+ +a,.

Przyklad 1.3. </Y” + a%Y"_% +da,=Y7 + éa%.

W dalszym ciagu uzyteczny jest
Whiosek 1.4. Niech F(X,Y) = Y" + a;(X)Y" ! + .-+ + a,(X) € CIX,Y]
bedzie wielomianem stopnia n wzgledem zespotu zmiennych (X,Y). Wowczas
VE(X,Y) jest wielomianem stopnia % wzgledem tych zmiennych.
Dowod. Wielomian F(X,Y) jest stopnia n wzgledem (X,Y), gdy dega;(X) <
i dlai=1,...,n. Wniosek wynika wiec ze wzorow dla wspdtczynnikdéw
pierwiastka aproksymatywnego.
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2. TWIERDZENIA PODSTAWOWE O PIERWIASTKACH APROKSYMATYWNYCH

Podstawowe twierdzenia, o ktérych mowa w tytule dotycza pierwiastkéw
aproksymatywnych wielomianéw o wspolczynnikach lezacych w pierécieniu
szeregéw jednej zmiennej. Aby je przedstawi¢ przypominamy fakty z teorii
osobliwoéci krzywych.

Niech f(z,y) = y"+ai(z)y" 1+ - -+a,(z) bedzie wielomianem wyréznionym
(tzn. a1(0) =---=a,(0) =0) o wspélczynnikach w pierscieniu C{z} zbiez-
nych szeregéw potegowych. Zalézmy, ze f = f(z,y) jest nierozkladalny w
C{x}[y], co jest rownowazne nierozkladalnosci w pierécieniu C{z, y}. Wdwczas
rozwigzania réwnania f(z,y) = 0 w pierdcieniu szeregdw Puiseux C{z}*

tworza cykl
oy .
Z a;e’x, e =1.
J

Fakt ten pozwala zdefiniowaé charakterystyke (bo,...,bn) szeregu f przy
pomocy nastepujacych warunkow:
(1> bO =n,

(ll) bi-i—l = lnf{j 1 ay 7é 0, NWP(b(), . ,biJ) < NWP(bo, .. 7bi)}7

Przyjmujemy tutaj zwykle oznaczenia i konwencje: NW P = najwiekszy
wspolny dzielnik, inf ) = 400, kazda liczba dzieli +oo.

Charakterystyka (b, ... ,bp) jest wiec rosnacym ciggiem liczb naturalnych.
Oznaczamy B; = NWP(bg,...,b;). Jest wiec By = by, ..., B = 1 malejacym
ciagiem dzielnikéw liczby by = n. Charakterystyke mozna zdefiniowaé¢ dla
dowolnego nierozkladalnego szeregu f = f(z,y), y-regularnego (tzn. takiego,
ze n = ord f(0,y) < +o0) przyjmujac: charakterystyka f = charakterystyka
wielomianu wyréznionego stowarzyszonego z f. Charakterystyka f obliczona
w generycznym ukladzie wspéhrzednych (takim, ze ord f(0,y) = ord f) jest
niezmiennikiem topologicznym krzywej nierozkladalnej f = 0. Dla dowol-
nych f,g € C{z,y} symbolem (f, g)o oznaczamy krotnos¢ przeciecia krzywych
f =0, g=0. Przypomnijmy formule dla liczby Milnora:

Twierdzenie 2.1. (f., fy)o = Yoy (Bi_1 — Bi)b; — by + 1.

W artykule [7] podane jest bezposrednie wyprowadzenie powyzszej formu-
ty w oparciu o lemat Tessiera, przy czym zaklada sie, ze ord f(0,y) = ord f,
co nie jest istotne dla rachunku.

Uwaga 2.2. Jezeli f(x,y) = y™ +a1(x)y" ' + - + a,(x) jest nierozkladalnym

wielomianem wyréznionym o charakterystyce (bg,b1,...,bs) oraz jesli
ord a,(z) #Z 0 mod n, to b; = ord a,(x).
Poniewaz liczby Bi_1 (k = 1,2,...,h) sa dzielnikami liczby n = by, za-

tem mozna utworzy¢ pierwiastki aproksymatywne “*7/f. Oto podstawowe
twierdzenia o nich

Twierdzenie 2.3. (f, “*V/f)o = 51—~ Y0\ (Bi1 — Bi) bi + by..
Twierdzenie 2.4. Pierwiastek aproksymatywny “*~/F jest nierozktadalny w
Clz}y).

Oba twierdzenia sa banalne, gdy k = 1: wtedy By = n, a wiec /f =
y+ Lai(z). Gdy k > 1 ich dowéd (szczegllnie pierwszego twierdzenia)
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jest dtugi i techniczny. Oryginalny dowdd S.S. Abhyankara i T.T. Moha
zostal opublikowany w dwucze$ciowej, ponad 60 stronicowej pracy [3]. Pier-
wszy autor opublikowal nastepnie uproszczona wersje w [2], drugi podal dwa
dowody podstawowych twierdzen oparte na innych ideach [5] i [6].

Zaréwno pojecie charakterystyki jak i podstawowe twierdzenia o pier-
wiastkach aproksymatywnych przenosza sie na przypadek wielomianéw o
wspotczynnikach meromorficznych, tzn. lezacych w ciele utamkéw pierscienia
C{x}. Szeregi zbiezne mozna réwniez zastapi¢ przez dowolne szeregi for-
malne.

W zwiazku z twierdzeniem 2.3 rozwazmy ciag (bg, b, ... ,by) zdefiniowany
wzorami
) ) =
bo=bo,  bi=p— > (Bioa—Bibitb,  k=1...h
k=152

Zgodnie z konwencja, ze suma rozciagnigta na pusty zbioér wskaznikéw jest
réwna zeru, jest by = by. Czytelnik tatwo sprawdzi

Wiasnosé 2.5. b1 — 252, = by — by dla k=0,1,... ,h—1.

Wiasnosé 2.6. by1 = b1 — Yooy (25t — Dby dla k=0,1,... ,h—1.

Z (2.5) wynika, ze ciag (b) jest rosnacy, z wlasnosci 2.6 tatwo wniosku-
jemy, ze NWP(bo,...,by) = NWP(bo,... ,by) = By dla k = 0,1,... ,h, a
znajac ciag (by) mozna wyznaczy¢ charakterystyke (bg). W szczegdlnosci

liczbe Milnora mozna tatwo wyznaczy¢ w terminach (b), bo zachodzi

Wiasnoéé 2.7. Y0, (Bio1 — Bi)b = Yoy (252 — )b,

Liczby (by,) pojawiaja si¢ w naturalny sposéb w opisie pétgrupy zwiazanej
z krzywa f = 0, nad czym sie tutaj nie zatrzymujemy. Ciagi (By,... , By) oraz
(bo, ... ,by) zwiazane z charakterystyka (bo, ... ,b,) pozwalaja zwieZle zapisaé
wszystkie wazniejsze wzory z teorii osobliwodci krzywych; uzywane przez
wielu autorow czterech lub pieciu pomocniczych ciagdéw zmniejsza czytelnosé
formut.

3. DowdD TWIERDZENIA O PODZIELNOSCI STOPNI

Jako zastosowanie pierwiastkow aproksymatywnych podamy tutaj dowod
twierdzenia 0.2. W tym celu oznaczmy n = degC, m = degC — multg C, a
wiec multy C = n —m. Obierzmy afiniczny uktad wspétrzednych z,y tak, ze:

(a) prosta w nieskoriczono$ci nie przechohdzi przez 0,
(b) punkt 0 jest poczatkiem uktadu wspéhrzednych afinicznych, a os z =0
jest jedyna styczna do krzywej C w tym punkcie.
Niech f(z,y) = 0 bedzie réwnaniem nierozktadalnym krzywej C. Poniewaz
prosta z = 0 nie przecina krzywej w punktach w nieskoniczonosci, wiec
mozemy zalozy¢, ze

flx,y) =y" +ar(@)y" '+ +an(z), dega;(z)<i dla i=1,... ,n.
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Punkt 0 jest jedynym punktem przeciecia krzywej C i prostej x = 0, ich
krotno$¢ przeciecia jest wiec réwna deg C' = n, stad

a1(0) = -+ = an(0) = 0.

7 analitycznej nierozkladalnosci krzywej C w 0 wnioskujemy, ze f(z,y)
jest nierozktadalny w C{z,y}, a wiec jest okre$lona jego charakterystyka
(boy b1, .. ,bp).

Lemat 3.1. "/ (B;_1 — B;) b; + B, _1b, < n.

Dowdd. Pierwiastek aproksymatywny “"+/f jest wielomianem stopnia
n/Bp_1 (por. wniosek 1.4) wzglednie pierwszym z f (bo f jest nierozkladalny
stopnia n), a wiec z twierdzenia Bezouta:

Bho1 -1 n
(f, /o < deg fdeg "3/f=n Bu_1
Z drugiej strony, na mocy twierdzenia 2.3
. =
(f, 7/ fo= B, Z(Bi—l — B;) b; + by,.

=1
Laczac te dwa fakty dostajemy teze lematu.
Lemat 3.2. Z?:l(Bifl — Bz) bz = (n — 1)2

Dowdd. Krzywa C jest wymierna, ma rodzaj zero, stad wobec formulty Maxa

Noethera
(n—1)(n-2)

2
Zatem po(C) (liczba Milnora krzywej C w 0) = 2§0(C) = (n — 1)(n — 2).
Wystarczy teraz dla zakonczenia dowodu lematu skorzystaé¢ z twierdzenia
2.1.

Lemat 3.3. b, <2n —1.

“6(C)=0  (cf. [7]).

Dowdd. 7 lematu 3.2 wynika, ze

h—1

> (Bi—1 = Bi)b; = (n— 1)* = (Bp_1 — By) by,
i=1

Stosujac lemat 3.1 otrzymujemy
(n — 1)2 — (Bh,1 — 1) bh S TL2 — Bh,1 bh,

a po latwych przerébkach: b, < 2n — 1.

Dalej bedziemy korzystaé¢ z ostatnich dwoch lematéw. Zauwazmy naj-
pierw, ze by = n — m. Istotnie, poniewaz prosta y = 0 nie jest styczna do
C w 0 i przecina C z krotnodcia multy C = n — m, z drugiej strony krotnosc¢
przeciecia C' i y = 0 w zerze jest rowna ord a,, jest wiec orda, = n —m. Stad
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= orda, = n —m na podstawie uwagi 2.2. Oznaczmy d = NW P(m,n),

zatem By = NWP(by,by) = NWP(n,n—m) = d. Formule lematu 2.3 mozna
przepisaé¢ nastepujaco

h
bl(Bo — Bl) —+ Z bi(Bi—l — Bz) = (7’L — 1)2
i=2
lub réwnowaznie
(%) (n—m)(n—d) +i:bi(3i—1 —Bi)=(n— 1)
i=2
Ciag b, ... ,by jest rosnacy, a wiec

a

h h
Z bi(Bi—1 — B;) < by, Z bi(Bi—1 — By)
1=2 =2
=bp(B1—1)<(2n-1)(d—-1) na mocy lematu 3.3.
Laczac rownosé () z powyzszym oszacowaniem dostajemy
(n—1)* = (n—m)(n—d) < (2n—1)(d - 1),
stad po tatwych przerébkach

mn —md —nd < —d.

Dzielac ostatnia nieréwnosé przez d? dostajemy

a

mn m n _ 1

wiec

m_ " 1

G-nG-n=1--

Zatem % —1=01lub Z —1 = 0. Jest wiec m = d, bo d < m < n, co konczy

d

dowdd twierdzenia 0.2.
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APPROXIMATE ROOTS OF POLYNOMIALS BY S.S. ABHYANKAR AND T.T. MOH

Summary. In the paper, the definition and fundamental properties of ap-
proximate roots introduced by S.S. Abhyankar and T.T. Moh are presented.
As an application, the proof of the Abhyankar-Moh theorem on embeddings
of the line in the plane is given.
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