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WED LUG S.S. ABHYANKARA I T.T. MOHA

A. P loski (Kielce)

0. Wstȩp

Teoria pierwiastków aproksymatywnych wielomianów zosta la rozwiniȩta
przez S.S. Abhyankara i T.T. Moha w pracy [3]. Jej pierwszym zastosowa-
niem by l dowód nastȩpuja̧cego faktu:

Twierdzenie 0.1 (cf. [4]). Za lóżmy, że wielomiany P (T ), Q(T ) o wspó lczynnikach
zespolonych sa̧ takie, że zmienna T da siȩ przedstawić jako ”wielomian od
P (T ) i Q(T )”:

T = W (P (T ), Q(T )), W = W (X,Y ) - wielomian dwóch zmiennych.

Wówczas degP dzieli degQ lub degQ dzieli degP .

Historia powyższego twierdzenia i jego zastosowania sa̧ opisane w pracy
[4]. Istnieja̧ obecnie dowody twierdzenia 0.1 nie odwo luja̧ce siȩ do pier-
wiastków aproksymatywnych (cf. [9], [10]).

Odwzorowanie wielomianowe F : C → C2 nazywamy zanurzeniem regu-
larnym (prostej C w p laszczyznȩ C2), jeżeli jego sk ladowe spe lniaja̧ za lożenie
twierdzenia 0.1. Można sprawdzić, że odwzorowanie wielomianowe F : C →
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C2 jest zanurzeniem regularnym wtedy i tylko wtedy, gdy (i) F jest injekcja̧,
(ii) pochodna F ′ nie zeruje siȩ w żadnym punkcie C.

Twierdzenie 0.1 ma nastȩpuja̧ca̧ wersjȩ geometryczna̧

Twierdzenie 0.2. Niech C ⊂ P2(C) bȩdzie krzywa̧ nierozk ladalna̧, wymierna̧
o dok ladnie jednym punkcie osobliwym 0 ∈ C. Zak ladamy,że C jest anality-
cznie nierozk ladalna w 0 i że jedyna styczna do C w 0 przecina C tylko w
tym punkcie. Wtedy degC − mult0 C dzieli degC.

Analityczna nierozk ladalność C w punkcie 0 oznacza, że kie lek (C, 0) jest
analitycznie nierozk ladalny. Symbolem mult0 C oznaczylísmy krotność C w 0,
tzn. krotność przeciȩcia C z prosta̧ przechodza̧ca̧ przez 0, różna̧ od stycznej
do C w 0.

Pokażemy teraz, że twierdzenie 0.2 implikuje 0.1. Istotnie, niech t →
(P (t), Q(t)) bȩdzie zanurzeniem regularnym C w C2. Oznaczmy m = degP ,
n = degQ. Możemy za lożyć, że 0 < m < n. P laszczyznȩ rzutowa̧ P2(C)
utożsamiamy z p laszczyzna̧ C2 z do la̧czona̧ prosta̧ w nieskończoności. Obraz
C poprzez zanurzenie t → (P (t), Q(t)) jest krzywa̧ afiniczna̧; niech C bȩdzie
jej domkniȩciem w P2(C).

Krzywa C ma jedyny punkt w nieskończoności 0 ∈ C, jest to jedyny jej
punkt osobliwy. Ponadto  latwo sprawdzić, że degC = n, mult0 C = n − m.
Za lożenie twierdzenia 0.2 sa̧ spe lnione, a wiȩc m = degC − mult0 C dzieli
n = degC.

Celem tego artyku lu jest przedstawienie podstawowych pojȩć i twierdzeń
wprowadzonych przez S.S. Abhyankara i T.T. Moha w [3]. Jako zastosowanie
podamy dowód twierdzenia 0.2 - jest on pewna̧ modyfikacja̧ dowodu po-
danego przez S.S. Abhyankara w wyk ladach [1]. Potrzebne do lektury wiado-
mości z lokalnej teorii krzywych algebraicznych Czytelnik znajdzie w artyku-
 lach [7] i [8].

1. Pojȩcie pierwiastka aproksymatywnego

Niech A bȩdzie pierścieniem przemiennym z 1 zawieraja̧cym cia lo liczb
wymiernych jako podpierścień.

Twierdzenie 1.1. Niech F (Y ) = Y n + a1Y
n−1 + · · · + an ∈ A[Y ] bȩdzie wielo-

mianem unormowanym stopnia n ≥ 1 i niech bȩdzie dany dzielnik d liczby
n. Wtedy istnieje dok ladnie jeden wielomian G(Y ) ∈ A[Y ] taki, że

(i) G(Y ) jest unormowany stopnia n
d .

(ii) deg(F (Y ) −G(Y )d) < n− n
d .

Co wiȩcej, G(Y ) = Y
n
d + b1Y

n
d −1 + · · · + bn

d
, gdzie

bν =
1

d
aν +

⋆∑
βi1,... ,iν−1a

i1
1 · · · aiν−1

ν−1 , ν = 1, . . . ,
n

d
.

Znak
∑⋆ oznacza sumowanie po wskaźnikach i1, . . . , iν−1 spe lniaja̧cych wa-

runek i1 + 2i2 + · · · + (ν − 1)iν−1 = ν. Wspó lczynniki βi1,... ,iν−1 sa̧ liczbami
wymiernymi, zależnymi wy la̧cznie od d i n.
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Dowód. Warunek (i) oznacza, że należy szukać wielomianu G(Y ) w postaci
G(Y ) = Y

n
d + b1Y

n
d −1 + · · · + bn

d
, natomiast warunek (ii) oznacza, że

(1) G(Y )d = Y n + a1Y
n−1 + · · · + an

d
Y n−n

d + wyrazy stopnia < n− n

d
.

Obliczaja̧c G(Y )d wed lug wzoru wielomianowego Newtona stwierdzamy, że
dla ν = 1, . . . , n

d :

(2) wspó lczynnik przy potȩdze Y n−νwielomianu G(Y )d równa siȩ

dbν +

⋆∑
αi1,... ,iν−1b

i1
1 · · · biν−1

ν−1 ,

gdzie

αi1,... ,iν−1 =

(
d

i1 + · · · + iν−1

)
(i1 + · · · + iν−1)!

i1! · · · iν−1!
.

Wobec równości (1) warunek (ii) jest, na mocy (2) równoważny uk ladowi
równań

(3) aν = dbν +

⋆∑
αi1,... ,iν−1b

i1
1 · · · biν−1

ν−1 .

Jest to uk lad n
d równań (ν = 1, . . . , n

d ) o n
d niewiadomych b1, . . . , bn

d
, który

ma dok ladnie jedno rozwia̧zanie w A
n
d . Jest ono postaci

bν =
1

d
aν +

⋆∑
βi1,... ,iν−1a

i1
1 · · · aiν−1

ν−1 ,

o czym  latwo siȩ przekonać stosuja̧c indukcjȩ.

Definicja 1.2. Przy oznaczeniach i za lożeniach twierdzenia 1.1 wielomian
G(Y ) nazywamy pierwiastkiem aproksymatywnym (stopnia d) wielomianu
F (Y ) i oznaczamy G(Y ) = d

√
F (Y ).

Przypomnijmy, że d
√

F (Y ) jest określony, gdy F (Y ) jest wielomianem
unormowanym i gdy d dzieli stopień F (Y ).  Latwo zauważyć, że n

√
F (Y ) = Y +

1
na1,

1
√
F (Y ) = F (Y ), d

√
G(Y )d = G(Y ). Ponadto d

√
F (Y ) jest określony jed-

noznacznie przez wspó lczynniki a1, . . . , an
d

wielomianu F (Y ) = Y n + a1Y
n−1

+ · · · + an
d
Y n−n

d + · · · + an.

Przyk lad 1.3. d

√
Y n + an

d
Y n−n

d + · · · + an = Y
n
d + 1

dan
d

.

W dalszym cia̧gu użyteczny jest

Wniosek 1.4. Niech F (X,Y ) = Y n + a1(X)Y n−1 + · · · + an(X) ∈ C[X,Y ]
bȩdzie wielomianem stopnia n wzglȩdem zespo lu zmiennych (X,Y ). Wówczas
d
√
F (X,Y ) jest wielomianem stopnia n

d wzglȩdem tych zmiennych.

Dowód. Wielomian F (X,Y ) jest stopnia n wzglȩdem (X,Y ), gdy deg ai(X) ≤
i dla i = 1, . . . , n. Wniosek wynika wiȩc ze wzorów dla wspó lczynników
pierwiastka aproksymatywnego.
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2. Twierdzenia podstawowe o pierwiastkach aproksymatywnych

Podstawowe twierdzenia, o których mowa w tytule dotycza̧ pierwiastków
aproksymatywnych wielomianów o wspó lczynnikach leża̧cych w pierścieniu
szeregów jednej zmiennej. Aby je przedstawić przypominamy fakty z teorii
osobliwości krzywych.

Niech f(x, y) = yn+a1(x)yn−1+· · ·+an(x) bȩdzie wielomianem wyróżnionym
(tzn. a1(0) = · · · = an(0) = 0) o wspó lczynnikach w pierścieniu C{x} zbież-
nych szeregów potȩgowych. Za lóżmy, że f = f(x, y) jest nierozk ladalny w
C{x}[y], co jest równoważne nierozk ladalności w pierścieniu C{x, y}. Wówczas
rozwia̧zania równania f(x, y) = 0 w pierścieniu szeregów Puiseux C{x}⋆
tworza̧ cykl ∑

j

ajε
jx

j
n , εn = 1.

Fakt ten pozwala zdefiniować charakterystykȩ (b0, . . . , bh) szeregu f przy
pomocy nastȩpuja̧cych warunków:

(i) b0 = n,
(ii) bi+1 = inf{j : aj ̸= 0, NWP (b0, . . . , bi,j) < NWP (b0, . . . , bi)},
(iii) h = inf{i : NWP (b0, . . . , bi) = 1}.
Przyjmujemy tutaj zwyk le oznaczenia i konwencje: NWP = najwiȩkszy

wspólny dzielnik, inf ∅ = +∞, każda liczba dzieli +∞.
Charakterystyka (b0, . . . , bh) jest wiȩc rosna̧cym cia̧giem liczb naturalnych.

Oznaczamy Bi = NWP (b0, . . . , bi). Jest wiȩc B0 = b0, . . . , Bh = 1 maleja̧cym
cia̧giem dzielników liczby b0 = n. Charakterystykȩ można zdefiniować dla
dowolnego nierozk ladalnego szeregu f = f(x, y), y-regularnego (tzn. takiego,
że n = ord f(0, y) < +∞) przyjmuja̧c: charakterystyka f = charakterystyka
wielomianu wyróżnionego stowarzyszonego z f . Charakterystyka f obliczona
w generycznym uk ladzie wspó lrzȩdnych (takim, że ord f(0, y) = ord f) jest
niezmiennikiem topologicznym krzywej nierozk ladalnej f = 0. Dla dowol-
nych f, g ∈ C{x, y} symbolem (f, g)0 oznaczamy krotność przeciȩcia krzywych
f = 0, g = 0. Przypomnijmy formu lȩ dla liczby Milnora:

Twierdzenie 2.1. (fx, fy)0 =
∑h

i=1(Bi−1 −Bi)bi − b0 + 1.

W artykule [7] podane jest bezpośrednie wyprowadzenie powyższej formu-
 ly w oparciu o lemat Tessiera, przy czym zak lada siȩ, że ord f(0, y) = ord f ,
co nie jest istotne dla rachunku.

Uwaga 2.2. Jeżeli f(x, y) = yn + a1(x)yn−1 + · · · + an(x) jest nierozk ladalnym
wielomianem wyróżnionym o charakterystyce (b0, b1, . . . , bh) oraz jeśli
ord an(x) ̸≡ 0 mod n, to b1 = ord an(x).

Ponieważ liczby Bk−1 (k = 1, 2, . . . , h) sa̧ dzielnikami liczby n = b0, za-
tem można utworzyć pierwiastki aproksymatywne Bk−1

√
f . Oto podstawowe

twierdzenia o nich

Twierdzenie 2.3. (f,
Bk−1

√
f)0 = 1

Bk−1

∑k−1
i=1 (Bi−1 −Bi) bi + bk.

Twierdzenie 2.4. Pierwiastek aproksymatywny Bk−1
√
f jest nierozk ladalny w

C{x}[y].

Oba twierdzenia sa̧ banalne, gdy k = 1: wtedy B0 = n, a wiȩc n
√
f =

y + 1
na1(x). Gdy k > 1 ich dowód (szczególnie pierwszego twierdzenia)
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jest d lugi i techniczny. Oryginalny dowód S.S. Abhyankara i T.T. Moha
zosta l opublikowany w dwuczȩściowej, ponad 60 stronicowej pracy [3]. Pier-
wszy autor opublikowa l nastȩpnie uproszczona̧ wersjȩ w [2], drugi poda l dwa
dowody podstawowych twierdzeń oparte na innych ideach [5] i [6].

Zarówno pojȩcie charakterystyki jak i podstawowe twierdzenia o pier-
wiastkach aproksymatywnych przenosza̧ siȩ na przypadek wielomianów o
wspó lczynnikach meromorficznych, tzn. leża̧cych w ciele u lamków pierścienia
C{x}. Szeregi zbieżne można również zasta̧pić przez dowolne szeregi for-
malne.

W zwia̧zku z twierdzeniem 2.3 rozważmy cia̧g (b̄0, b̄1, . . . , b̄h) zdefiniowany
wzorami

b̄0 = b0, b̄k =
1

Bk−1

k−1∑
i=1

(Bi−1 −Bi)bi + bk, k = 1, . . . , h.

Zgodnie z konwencja̧, że suma rozcia̧gniȩta na pusty zbiór wskaźników jest
równa zeru, jest b̄1 = b1. Czytelnik  latwo sprawdzi

W lasność 2.5. b̄k+1 − Bk−1

Bk
b̄k = bk+1 − bk dla k = 0, 1, . . . , h− 1.

W lasność 2.6. bk+1 = b̄k+1 −
∑k

i=1(Bi−1

Bi
− 1)b̄i dla k = 0, 1, . . . , h− 1.

Z (2.5) wynika, że cia̧g (b̄k) jest rosna̧cy, z w lasności 2.6  latwo wniosku-
jemy, że NWP (b̄0, . . . , b̄k) = NWP (b0, . . . , bk) = Bk dla k = 0, 1, . . . , h, a
znaja̧c cia̧g (b̄k) można wyznaczyć charakterystykȩ (bk). W szczególności
liczbȩ Milnora można  latwo wyznaczyć w terminach (b̄k), bo zachodzi

W lasność 2.7.
∑h

i=1(Bi−1 −Bi)bi =
∑h

i=1(Bi−1

Bi
− 1)b̄i.

Liczby (b̄k) pojawiaja̧ siȩ w naturalny sposób w opisie pó lgrupy zwia̧zanej
z krzywa̧ f = 0, nad czym siȩ tutaj nie zatrzymujemy. Cia̧gi (B0, . . . , Bh) oraz
(b̄0, . . . , b̄h) zwia̧zane z charakterystyka̧ (b0, . . . , bh) pozwalaja̧ zwiȩźle zapisać
wszystkie ważniejsze wzory z teorii osobliwości krzywych; używane przez
wielu autorów czterech lub piȩciu pomocniczych cia̧gów zmniejsza czytelność
formu l.

3. Dowód twierdzenia o podzielności stopni

Jako zastosowanie pierwiastków aproksymatywnych podamy tutaj dowód
twierdzenia 0.2. W tym celu oznaczmy n = degC, m = degC − mult0 C, a
wiȩc mult0 C = n−m. Obierzmy afiniczny uk lad wspó lrzȩdnych x, y tak, że:

(a) prosta w nieskończoności nie przechohdzi przez 0,
(b) punkt 0 jest pocza̧tkiem uk ladu wspó lrzȩdnych afinicznych, a oś x = 0

jest jedyna̧ styczna̧ do krzywej C w tym punkcie.

Niech f(x, y) = 0 bȩdzie równaniem nierozk ladalnym krzywej C. Ponieważ
prosta x = 0 nie przecina krzywej w punktach w nieskończoności, wiȩc
możemy za lożyć, że

f(x, y) = yn + a1(x) yn−1 + · · · + an(x), deg ai(x) ≤ i dla i = 1, . . . , n.
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Punkt 0 jest jedynym punktem przeciȩcia krzywej C i prostej x = 0, ich
krotność przeciȩcia jest wiȩc równa degC = n, sta̧d

a1(0) = · · · = an(0) = 0.

Z analitycznej nierozk ladalności krzywej C w 0 wnioskujemy, że f(x, y)
jest nierozk ladalny w C{x, y}, a wiȩc jest określona jego charakterystyka
(b0, b1, . . . , bh).

Lemat 3.1.
∑h−1

i=1 (Bi−1 −Bi) bi + Bn−1bn ≤ n2.

Dowód. Pierwiastek aproksymatywny Bh−1
√
f jest wielomianem stopnia

n/Bh−1 (por. wniosek 1.4) wzglȩdnie pierwszym z f (bo f jest nierozk ladalny
stopnia n), a wiȩc z twierdzenia Bezouta:

(f,
n

Bh−1

√
f)0 ≤ deg f deg

Bh−1
√
f = n

n

Bh−1
.

Z drugiej strony, na mocy twierdzenia 2.3

(f,
n

Bh−1

√
f)0 =

1

Bh−1

h−1∑
i=1

(Bi−1 −Bi) bi + bh.

 La̧cza̧c te dwa fakty dostajemy tezȩ lematu.

Lemat 3.2.
∑h

i=1(Bi−1 −Bi) bi = (n− 1)2.

Dowód. Krzywa C jest wymierna, ma rodzaj zero, sta̧d wobec formu ly Maxa
Noethera

(n− 1)(n− 2)

2
− δ0(C) = 0 (cf. [7]).

Zatem µ0(C) (liczba Milnora krzywej C w 0) = 2δ0(C) = (n − 1)(n − 2).
Wystarczy teraz dla zakończenia dowodu lematu skorzystać z twierdzenia
2.1.

Lemat 3.3. bh ≤ 2n− 1.

Dowód. Z lematu 3.2 wynika, że

h−1∑
i=1

(Bi−1 −Bi) bi = (n− 1)2 − (Bh−1 −Bh) bh.

Stosuja̧c lemat 3.1 otrzymujemy

(n− 1)2 − (Bh−1 − 1) bh ≤ n2 −Bh−1 bh,

a po  latwych przeróbkach: bh ≤ 2n− 1.

Dalej bȩdziemy korzystać z ostatnich dwóch lematów. Zauważmy naj-
pierw, że b1 = n − m. Istotnie, ponieważ prosta y = 0 nie jest styczna do
C w 0 i przecina C z krotnościa̧ mult0 C = n −m, z drugiej strony krotność
przeciȩcia C i y = 0 w zerze jest równa ord an, jest wiȩc ord an = n−m. Sta̧d



51

b1 = ord an = n − m na podstawie uwagi 2.2. Oznaczmy d = NWP (m,n),
zatem B1 = NWP (b0, b1) = NWP (n, n −m) = d. Formu lȩ lematu 2.3 można
przepisać nastȩpuja̧co

b1(B0 −B1) +
h∑

i=2

bi(Bi−1 −Bi) = (n− 1)2

lub równoważnie

(∗) (n−m)(n− d) +
h∑

i=2

bi(Bi−1 −Bi) = (n− 1)2.

Cia̧g b0, . . . , bh jest rosna̧cy, a wiȩc

h∑
i=2

bi(Bi−1 −Bi) ≤ bh

h∑
i=2

bi(Bi−1 −Bi)

= bh(B1 − 1) ≤ (2n− 1)(d− 1) na mocy lematu 3.3.

 La̧cza̧c równość (∗) z powyższym oszacowaniem dostajemy

(n− 1)2 − (n−m)(n− d) ≤ (2n− 1)(d− 1),

a sta̧d po  latwych przeróbkach

mn−md− nd ≤ −d.

Dziela̧c ostatnia̧ nierówność przez d2 dostajemy

m

d

n

d
− m

d
− n

d
≤ −1

d
,

a wiȩc

(
m

d
− 1)(

n

d
− 1) ≤ 1 − 1

d
.

Zatem m
d − 1 = 0 lub n

d − 1 = 0. Jest wiȩc m = d, bo d ≤ m ≤ n, co kończy
dowód twierdzenia 0.2.
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Approximate roots of polynomials by S.S. Abhyankar and T.T. Moh

Summary. In the paper, the definition and fundamental properties of ap-
proximate roots introduced by S.S. Abhyankar and T.T. Moh are presented.
As an application, the proof of the Abhyankar-Moh theorem on embeddings
of the line in the plane is given.
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