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Streszczenie

W pracy podajemy pewne oszacowania wyktadnika f.ojasiewicza osobli-
woéci niezdegenerowanych w sensie Kusznirenki w terminach ich diagraméw
Newtona. Uzyskane rezultaty stanowia wzmocnienie nieréwnosci Fukui [F] w
przypadku, gdy diagram Newtona zawiera sciany wyjatkowe. Sa one rowniez
wielowymiarowym uogdélnieniem wynikéw Lenarcika [L].

Wstep

Niech f : (C™,0) — (C,0) bedzie funkcja holomorficzng w pewnym otoczeniu
0 € C" oraz niech ), . a,2” bedzie jej rozwinigciem w szereg Taylora o srodku
w zerze. Okreslmy zbiér I'{ (f) := conv{r + R} : a, # 0} C R™ i nazwijmy go
diagramem Newtona funkcji f. Rodzine wszystkich zwartych Scian dodatniego wy-
miaru zawartych w brzegu OI'y (f) diagramu I'y (f) bedziemy nazywaé brzegiem
Newtona funkcji f i oznaczaé przez I'(f). Dla kazdej zwartej $ciany S € T'(f)
okreslamy wielomian quasijednorodny fs := ) .ga,z”. Powiemy, ze f jest nie-
zdegenerg}f)ana w serga}ie Kusznirenki, jeSli dla dowolnej Sciany S € T'(f) uklad

S — — S —

réwnaf 2% = ... = 3 0 nie posiada rozwiazan w (C*)", gdzie C* = C\ {0}.

Osobliwoscig nazywam§ funkcje holomorficzna w pewnym otoczeniu zera taka, ze
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f(0) =01V f(0) =0. Osobliwosciq izolowang nazywamy osobliwo$é, ktéra posiada
izolowany punkt krytyczny w 0, tzn. Vf(z) # 0 dla z # 0.

Niech i € {1,...,n}.

Definicja 1 Odcinkiem wyjgtkowym w R™ wzgledem osi Ox; bedziemy mnazywad
odcinek lezgcy w plaszczyinie Ox;x; dla pewnego j € {1,...,n}, j # i, ktdrego
jeden koniec lezy na osi Ox; a drugi koniec jest odlegly o 1 od osi Ox; (por. [L]).

1 Y
Rys. 1 Odcinek wyjatkowy wzgledem osi Ox;.

Definicja 2 Sciang wyjgtkowqg w R™ wzgledem osi Ox; nazywamy (n—1)-wymiarowy
sympleks o tej wlasnosci, Ze jego przeciecie z kazdg z plaszczyzn Ox;xj, j € {1,...,n},
J # i, jest odcinkiem wyjgtkowym wzgledem osi Ox;.

X

9 2]

N

X

X,

Rys. 2 Sciana wyjatkowa S wzgledem osi Oxs.



21

Definicja 3 Diagram Newtona funkcji [ nazywamy dogodnym, jesli ma niepuste
przeciecie z kazdg z osi ukladu wspdlrzednych.

Definicja 4 Diagram Newtona funkcji f nazywamy niemal dogodnym, jesli jego
odleglosé od kazdej z osi ukladu wspdlrzednych nie przekracza 1.

Dla kazdej (n — 1)-wymiarowej $ciany S € T'(f) oznaczamy przez x1(S),...,
2, (S) wspolrzedne w R™ przeciecia hiperplaszezyzny wyznaczonej przez Sciane S
z osiami ukladu wspoirzednych. Latwo sprawdzié, ze diagram Newtona I’y (f) do-
wolnej osobliwoéci izolowanej f jest niemal dogodny. Oznacza to, ze nhiemal dogod-
nos¢” diagramu Newtona jest warunkiem koniecznym bycia osobliwo$cia izolowana.
Przy zalozeniu niedegeneracji jest to rowniez warunek wystarczajacy dla n = 2.

Wtasnoséé 1 Jesli osobliwosé f : (C?,0) — (C,0) jest niezdegenerowana w sensie
Kusznirenki i jej diagram Newtona ' (f) jest niemal dogodny, to osobliwosé f jest
1zolowana.

Dowdd: Przypu$émy nie wprost, ze osobliwos¢ f nie jest izolowana. Wowczas ist-
nieje niezerowa parametryzacja Puiseux ® = (¢1,¢2), ¢1,¢92 € C{t}* taka, ze
Vfo® =0tz f, o® =0, f,, o® = 0. Zauwazmy najpierw, ze parametry-
zacja ® nie jest postaci ®(t) = (0,¢) lub ®(¢) = (¢,0). Istotnie, w przeciwnym
wypadku f bylaby postaci f(z1,22) = z{ g1(21,22) lub f(z1,22) = 23 ga(21, 22),
co jest sprzeczne z niemal dogodnoscia diagramu T'(f). Zatem ®(t) = (¢, ¢(¢t)) lub
O(t) = (W(t),t), ¥, ¢ # 0. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze ®(t) = (¢, ¢(t)).
Z twierdzenia Newtona-Puisex wynika, ze parametryzacji ® odpowiadaja odcinki
Sy e(fL,) 1Sy € T(f,) takie, ze (f. )s,(in®) =01 (f. )s,(in®) = 0 oraz

331(51) o xl(Sg)

72(S1) B $2(52).

Zauwazmy, ze réwniez f o ® = 0, a wiec z twierdzenia Newtona-Puiseux istnieje
odcinek S € T'(f) taki, ze fs(t,ing(t)) = 01 ord(é(t)) = i;g; Oznacza to, ze
odcinki S, 57, 53 maja takie samo nachylenie. Stad wynika, ze Sy, .S2 pochodza od
wspdélnego niewyjatkowego odecinka S, tzn. S = S—(1,0), So = S—(0, 1). Wéwezas
Vfs(t,in¢(t)) = 0, co oznacza degeneracje f na odcinku S, co daje sprzecznosé.

ord(¢(t)) =

Dla dogodnego diagramu Newtona osobliwosci f okreslamy liczbe

m = ma; 21(S),...,x,(S)}.
of) Ser(f). dim S=n—1 {z1(8), - 2a(S)}
Latwo widaé, ze jest to maksimum odlegloéci punktéw przeciecia diagramu New-
tona z osiami wspoélrzednych od srodka uktadu.

Uwaga. Dla funkcji dwoch zmiennych takiej, ze jej diagram Newtona nie jest do-
godny definiujemy liczbe mg(f) identycznie jak powyzej. Dla funkcji n-zmiennych,
n > 2 takiej, ze jej diagram Newtona nie jest dogodny definicja liczby mg(f) znaj-
duje sie w pracy Fukui [F]. Wszystkie prezentowane w pracy wyniki sa prawdziwe
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dla mo(f) zdefiniowanego zaréwno dla diagraméw Newtona dogodnych jak i takich,
ktére nie sa dogodne.

Niech f = (f1,...,fn) : (C",0) — (C™,0) bedzie odwzorowaniem holomor-
ficznym posiadajacym izolowane zero. Okreslamy liczbe

lo(f) = inf{a € Ryt Jos03rs0Y2 < | f(2)]] = Cll2[7}

i nazywamy ja wykladnikiem ZLojasiewicza odwzorowania f. Zalézmy, ze

f: (C*0) — (C,0) jest osobliwoscia izolowana. Mozemy wéwczas zdefiniowaé

liczbe £o(f) := lo(Vf). Bedziemy ja nazywaé wykladnikiem Lojasiewicza osobli-

wosci f. Podstawowe wlasnodci wykladnika Fojasiewicza to (zob. [L-T]):

a) £o(f) jest liczba wymierna.

b) £o(f) = sup{ ZoFEL) - 2(t) € C{t}", 2(0) = 0}.

¢) Kres dolny w definicji wykladnika Lojasiewicza jest osiagniety dla a = £o(f).
W przypadku, gdy f jest osobliwoscia dwdch zmiennych 27, zo oznaczamy przez

Iy zbiér odcinkéw nalezacych do I'(f) 1 wyjatkowych wgzledem osi Ozq lub Oxs.

A. Lenarcik podal w swojej pracy [L] wzdér na wykladnik L.ojasiewicza osobliwosci

dwoch zmiennych, niezdegenerowanej w sensie Kusznirenki , w terminach diagramu

Newtona. Méwi o tym nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 [L] Niech f : (C%,0) — (C,0) bedzie osobliwoscig izolowang i
niezdegenerowang w sensie Kusznirenki oraz niech T'(f)\ Iy # 0. Wowczas

£0(f) = max {21(8).22(5)} ~ 1

Uwaga. Dla osobliwosci izolowanych takich, ze I'(f)\I; = 0, tzn. dla ktérych brzeg
diagramu Newtona sklada sie tylko z odcinkéw wyjatkowych, mamy £q(f) = 1.

W przypadku wielowymiarowym znane jest oszacowanie podane w 1991 r. przez
Fukui.

Twierdzenie 2 [F] Niech f : (C",0) — (C,0) bedzie osobliwoscig izolowang i
niezdegenerowang w sensie Kusznirenki. Wowczas

Lo(f) <mo(f) - 1.

Gléwne rezultaty

Podamy teraz dwa lematy potrzebne w dowodzie gtéwnego twierdzenia.

Lemat 1 [P1, Lemat 1.4] Niech f = (f1,---,fn)s 9 = (g1,---,9n) : (C",0) —
(C™,0) bedg odwzorowaniami holomorficznymi w pewnym otoczeniu zera i niech f
posiada izolowane zero. Jesli ord(g — f) > lp(f), to g posiada izolowane zero oraz

lo(g) = lo(f)-
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Lemat 2 Niech f : (C™,0) — (C,0) bedzie osobliwoscig izolowang i niezdegenero-
wang w sensie Kusznirenki oraz ord f(0,...,0,z,) = mo(f). Jesli g(z1,...,2,) =
fGzi, .o 20)—f(0,...,0, 2,) nie jest osobliwoscig izolowang, to £o(f) = mo(f)—1.

Dowéd: Poniewaz g nie jest osobliwoscia izolowana, to istnieje niezerowa para-
metryzacja @(t) = (¢1(t),...,on(t)), ¢ € C{t} taka, ze Vgo ® = 0. Zauwazmy,
e g, = fl,i=1,...,n—1oraz f. =g, + f. (0,...,0,2,). Stad wynika,
ze ¢pn # 0. Istotnie, gdyby ¢, = 0, to Vf nie mialby izolowanego zera, co jest
sprzeczne z zatozeniem. Z wlasnosci b) wykladnika FLojasiewicza mamy

ord(Vf o #) _ ord L (0.-,0.9u(t) _ (mo(f) — Dord g, _

Lolf) > ord ¢ - ord ¢ - ord ¢ ~
(mo(f) —1ordg,
> ord oy, =mo(f) — 1.

A zatem £o(f) > mo(f)—1. Z drugiej strony z tw. 2 wynika, ze £o(f) < mo(f)—1.
Reasumujac £o(f) = mo(f) — 1, co konczy dowdd lematu. 0

Podamy teraz gtéwne wyniki pracy.
Twierdzenie 3 Niech f : (C™,0) — (C,0) bedzie osobliwosciq izolowang i nie-
zdegenerowang w sensie Kusznirenki oraz S € T'(f) bedzie Sciang wyjatkowq wzgle-

dem osi Ox,. Okreslmy g(z1,...,2n) := f(21,...,20) — f(0,...,0,2,) i zaldzmy,
ze mo(g) < mo(f) = x,(S). Wowezas

a) Jedli g jest osobliwoscig izolowang, to

£o(f) = £Log) <mo(g) — 1.

b) Jesli g nie jest osobliwo$cig izolowang, to

Lo(f) =mo(f) - 1.

Dowdd: a) Z okreslenia fukcji g mamy, ze I'(g) = T'(f) \ S, czyli T'(g) sktada sie
ze wszystkich $cian T'(f) z wyjatkiem Sciany wyjatkowej S. Stad z niedegeneracji f
wynika niedegeneracja g. Zatem z tw. 2 mamy, ze £o(g) < mo(g) — 1. Mamy dalej
g, =fl,i=1,...,n—1loraz g, = f. — f. (0,...,0,z,). Zauwazmy ponadto,
ze ord f(0,...,0,2,) = z,(5). Stad

ord (Vg — V) = minford (¢}, = f1)] = ord (g}, — 1) = ord f,(0,....,0,2) =
= 2u(8) — 1= mo(f) ~ 1> molg) — 1> £o(s),

czyli ord (Vg — Vf) > £4(g). Zatem z lematu 1 otrzymujemy, ze £(f) = £0(g)-
Reasumujac £o(f) = £0(g) < mo(g) — 1, co konezy dowdd czesci a).

b) Jak juz zauwazyliSmy w dowodzie czesci a) ord f(0,...,0,2,) = z,(S) = mo(f),
wiec spelnione sa zalozenia lematu 2. Stad £o(f) = mo(f) — 1, co koniczy dowdd
czesci b) 1 catego twierdenia. O
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Twierdzenie to mozna uogdlni¢ na przypadek, gdy do brzegu diagramu Newtona
I'(f) nalezy wiecej niz jedna $ciana wyjatkowa.

Twierdzenie 4 Niech f : (C",0) — (C,0) bedzie osobliwoscig izolowang i nie-
zdegenerowang w sensie Kusznirenki oraz Si,...,S; € T(f) bedq $cianami wy-
Jatkowymi odpowiednio wzgledem osi Oxq,...,0Ox; dla pewnego i < n. Okreslmy
9(z1,. . zm) = f(21,- 5 20) = D5y J(O,. o 2,0, 0) @ zaldZmy, ze mo(g) <
miny,_, x5 (Sk). Wowczas

a) Jesli g jest osobliwoscig izolowang, to

Lo(f) = £o(g) <mo(g) — 1.
b) Jesli g nie jest osobliwo$cig izolowang, to

)

minzy,(S) —1 < Lo(f) < mo(f) — 1.

Dowéd czeSci a) powyzszego twierdzenia przebiega anologicznie jak w twierdze-
niu 3, dowdd pkt b) przebiega podobnie jak dowdd lematu 2.

Uwaga. bLatwo zauwazy¢, ze twierdzenie 4 jest prawdziwe dla dowolnego ukladu
Scian Sk, , . . ., Sk, wyjatkowych wzgledem odpowiednio osi Ozy,,...,Oxy,, ki,. ..,
kie{l,...,n},i<n.

Przyklad. Niech f(21, 22, 23) := 230 + 22 + 22 + 2321 + 23 22. Latwo sprawdzié, ze
jest to osobliwo$¢ izolowana i niezdegenerowana w sensie Kusznirenki. Zauwazmy,
ze $ciana S € T'(f), S = conv{(1,0,4),(0,1,4),(0,0,20)} jest wyjatkowa wzgledem
osi Oxz oraz mo(f) = x3(S) = 20. Z nieréwnosci Fukui (tw.2) mamy £o(f) <
mo(f)—1=20—1=19. Okredlmy funkcje g(z1, 22, 23) := f(21, 22, 23) — 23°. Latwo
sprawdzamy, ze g jest osobliwoscia izolowana oraz mg(g) = 8 < z3(S) = mo(f).
Wowczas z twierdzenia 3 mamy £o(f) = £o(g) < mo(g) —1 =8 -1 =7, czyli
to oszacowanie jest istotnie lepsze niz wynikajace z nieréwnosci Fukui. Poniewaz
g jest osobliwoscia quasijednorodna, to na mocy wynikéw pracy [KOP] mamy, ze
£o(f) =7, czyli uzyskane przez nas oszacowanie jest optymalne.

Wyprowadzimy z tw. 4 pewien wniosek dla n = 2 bedacy de facto nier6wnoécia
w ”jedna strone”w tw. 1.

Whniosek 1 Niech f : (C?,0) — (C,0) bedzie osobliwosciq izolowang i niezdege-
nerowang w sensie Kusznirenki oraz niech I'(f)\ Iy # 0. Wowczas

£o(f) < SeIFI}%If{xl(S),wz(S)} -1

Dowdéd: Jesli Iy = 0, to teza wynika wprost z tw. 2 dla n = 2. Zalézmy wiec
w dalszym ciagu, ze Iy # (). Zauwazmy na poczatku, ze dla odcinka S; € T'(f)
wyjatkowego wzgledem osi Oz; max{z(S;), x2(S;)} = x;(S;), i = 1,2. Rozwazmy
przypadki:
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I. Iy sklada si¢ z dwoch odcinkéw wyjatkowych Sq, 2 wzgledem odpowiednio osi
Ox1,Oxy. Okreslamy wéwczas funkcje g(z1,22) = f(z1,22) — f(21,0) — f(0, 2z2).
Zauwazmy, ze I'(g) = T'(f) \ {S1,52} 1 mo(g) < mo(f). Zatem z niedegeneracji
f wynika niedegeneracja g i z wlasnosci 1 otrzymujemy, ze g jest osobliwoécia
izolowana. Rozwazmy podprzypadki:

(i) mo(g) < min{x1(S1),22(S2)}. Wéwezas spelnione sa zalozenia twierdzenia 4 w
czedel a). Zatem

£0(£) = £0(g) Smole) ~ 1= _max {2(5).2(5)) ~ 1

co konczy dowdd w tym przypadku.

(i) mo(g) > min{z1(S1),22(S2)}. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze mg(g) >
21(S1). Wtedy x1(S1) < x2(Ss). Istotnie, w przeciwnym wypadku mg(g) >

max{z1(S1),22(S2)} = mo(f), co jest sprzeczne z okresleniem g. Okreslmy wéwczas
funkeje g1(21, 22) == f(21, 22) — f(0, 22). Zauwazmy, ze wtedy I'(g1) = I'(f) \ {52}
oraz mo(g1) < x2(S2). Stad z niedegenaracji f wynika niedegeneracja g; i z wla-
snoéci 1 mamy, ze g1 jest osobliwoscig izolowana. Zauwazmy ponadto, ze mg(g1) >
mo(g) > 21(S1). Stad stosujac ponownie tw. 4 dostajemy, ze

Lo(f) = Lolgr) <mo(gr) —1= SGFI(I}?\}{{SQ}{xl(S)’xz(S)} —1=
= Seﬁ%(\[f{xl(s)vb(s)} -1,

co konczy dowoéd w tym przypadku.

II. Iy sklada sie z jednego odcinka wyjatkowego. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy,
ze jest nim odcinek S; wyjatkowy wzgledem osi Ox;. Okreslamy woéwczas funk-
cje g(z1,22) := f(z1,22) — f(21,0). Zauwazmy, ze I'(g) = T'(f) \ {S1}. Zatem z
niedegeneracji f wynika niedegeneracja g i z wlasnosci 1 otrzymujemy, ze g jest
osobliwo$cig izolowana. Rozwazmy podprzypadki:

(1) mo(g) < 21(S1). Dowdd przebiega anologicznie jak w I (i)

(i) mo(g) > x1(S1). Wowcezas mo(g) = mo(f) i z twierdzenia 2 mamy

Lo(f) <Smo(f) —1=mo(g9) —1= Serrn(f;ﬁ[f{xl(s)w2(5)}a

co konczy dowdd w tym przypadku. 0
Problem 1 Czy wniosek 1 jest prawdziwy dla osobliwosci n zmiennych, n > 2 7

Problem 2 Czy wilasnos¢ 1 jest prawdziwa dla osobliwoéci n zmiennych, n > 2 7

Literatura

[F] T. Fukui, Lojasiewicz type inequalities and Newton Diagrams, Proc. Amer.
Math. Soc. 112(1991), 1169-1183.



26

[KOP] T. Krasinski, G. Oleksik, A. Ploski, The Lojasiewicz exponent of an iso-

(L]

lated weighted homogeneous surface singularity, Proc. Amer. Math. Soc.
(przyjete do druku).

A. Lenarcik, On the Lojasiewicz exponent of the gradient of a holomorphic
function, Banach Center Publications 44(1998), 149-166.

M. Lejeune-Jalabert, B. Teissier, Cloture intégrale des idéauzr et
équisingularité, Centre de Mathématiques, Ecole Polytechnique, 1974.

S. Lojasiewicz, Wstep do geometrii analitycznej, PWN, Warszawa 1980.

A. Ploski, Sur lezposant d’une application analytique II, Bulletin of the
Polish Academy of Sciences Mathematics, 32,3-4(1985), 123-127.

A. Ploski, Szeregi Puiseux, diagramy Newtona i odwzorowania holomor-
ficzne plaszczyzny C2?, Materialy X Konferencji Szkoleniowej z Teorii Za-
gadnien ekstremalnych, £.6dz(1989), 74-99.

THE LOJASIEWICZ EXPONENT OF NONDEGENARATE SINGULARITIES

Summary. In the article we give some estimations of the Y.ojasiewicz exponent of
the Kusznirenko non-degenerate singularity in terms of its Newton diagram. The
results are stronger than Fukui inequality [F] in the case Newton diagram conta-
ins exceptional faces. It is also a multidimensional generalization of the Lenarcik
theorem [L].
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