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Streszczenie

W pracy dowodzimy, ze jesli f jest osobliwoscig izolowang trzech zmien-

nych z,y,z1iz? € (%’%)’ to ord f = 2.

Wstep

Niech f: (C™,0) — (C,0) bedzie osobliwoscia izolowana tzn. f jest kietkiem
funkcji holomorficznej majacej izolowany punkt krytyczny w 0. W badaniach nad
wyktadnikiem Fojasiewicza [KOP] pojawia sie problem charakteryzacji osobliwosci
izolowanych f spelniajacych warunek

of of of B
{axl‘axg""axn_l‘o}dx”_o]"

W pracy podajemy pelny opis takich osobliwosci w przypadku tréojwymiarowym.
Przyjmijmy N = {0,1,2,...} oraz O™ - pierscien kietkéw funkeji holomorficznych
w 0.
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Twierdzenie. Niech f : (C3,O) — (C,0) bedzie osobliwoscig izolowang i zaldz-
my, Ze istnieje p € Ny takie, Ze

p o (9F OF
(1) 2P e (8?;78,2>

Wowezas ord f = 2.

Uwaga. Latwo wykazaé, ze w przypadku n = 2 prawdziwe jest analogiczne twier-

dzenie tzn. jesli 2P € (%?];)’ to ord f = 2.

Dowéd twierdzenia

Zatézmy, 7e p = min{k € N, : zF ¢ (g—i, %)}. Funkcje f mozemy przedstawi¢
w postaci:
f(xy,2) = gy, 2) + x h(z,y, 2),

gdzie h jest pewna funkcja holomorficzng postaci:
h’('ra y»Z) = hO(y7 Z) + xhl(y7 Z) + 1,2 hQ(yv Z) +..

oraz ) }
ho(y,z2) =ap+ay+bz+h(y,z), ordh>2.

Zauwazmy, ze ag = 0. W przeciwnym wypadku grad f(0,0,0) # 0, wbhrew zaloze-
niu. Poniewaz grad f ma izolowane zero w punkcie 0 € C?, wigc dim V/( oo f1) =1
Z (1) mamy, ze V(fy, f2) C V(x) oraz f,(0,y,2) = g,(y,2), f.(0,y,2) = g,(y,2).

Zatem
dg 0Oy
Oy’ Oz
Poniewaz funkcja g nie posiada izolowanego zera, wigc w rozkladzie na czynniki
nierozkladalne posiada czynnik wielokrotny. Stad wynika, ze hg # 0. Istotnie, w

przeciwnym wypadku funkcja f nie posiadataby izolowanego zera w zerze. Osta-
tecznie f jest postaci:

dim V (

fl@,y,2) = gy, 2) +w(ay +bz) + xh(y, 2) + 2 ha(y, 2) + ...
gdzie ordh > 2, ordg > 2.
Aby udowodnié teze twierdzenia, wystarczy pokazaé, ze |a| + |b| # 0. Przypu-
$émy nie wprost, ze a = 0 i b = 0. Wowczas funkcja f jest postaci:

(2) fla,y,2) = g(y,2) +ah(y,z) + 2® ha(y,2) +..., ordh > 2.

Z warunku (1) wynika, ze istnieja A, B € C{x,y, z} takie, ze

) 2 = Ay )G 5,02) 4 Blo ) G w0.2)
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w pewnym otoczeniu zera. Oznaczmy:
A(z,y,2) = Ao(y,2) + 2 Ai(y,z) +2°As(y,2) + ...
B(xayaz) = Bo(y,Z)+$Bl(y,2’)+l‘232(y,2’)+

Zauwazmy, ze Ag # 0 lub By # 0. W przeciwnym razie z|A i x| B w O3 i otrzyma-
liby$my sprzecznosé z wyborem liczby p. Mamy dalej z (2)

0 A

a—‘;j = g, +axhl+a*h, + ...
af _ / 71 211

% = g, txh,+a7hy , +...

Zauwazmy, ze p > 2. Istotnie, gdyby p = 1, to poréwnujac wspolczynniki przy

!t w (1) otrzymujemy:

(3) A1 g, + Bi gl + Aol + By, = 1.

Poniewaz ord ﬁ; >1,ordh, >11iord g, > 1, ordg, > 1, to ré6wnos¢ (3) nie moze
zachodzié¢. Zatem p > 2. Stad poréwnujac wspélezynniki przy z° i 2! w (1’) mamy
(4) Aogy+Bog., = 0

(5) Av gl +Big.+ Aokl + Bohl, = 0

Skoro g nie posiada izolowanego zera w zerze, to ma w rozkladzie czynniki
wielokrotne, czyli g jest postaci

g=g09V g gkt ki k=2, n> 1

g; nierozkladalny oraz g; J go dla ¢ = 1,2,...,n, go nie posiada w rozkladzie
czynnikéw wielokrotnych w O2.

Na mocy propozycji I1.6.2 w [L] dla kazdego ¢ = 1,2,...,n istnieje lokalna pa-
rametryzacja zbioru zer V (g;) tzn. istnieja funkcje ®; = (f1,i, ¢2.4),
o1, # 01ub ¢a; # 0, ¢1,4, P2, funkcje holomorficzne znikajace w 0 oraz g;(®;) = 0.
Mozliwe sa nastepujace przypadki:

a) 15 # 01 ¢oi # 0. Woéwezas mozemy zalozyé, ze ¢1,(t) = t". Przyjmijmy
i = g2, Wtedy gi(t", ¢i(t)) =0

b) ¢1, = 01 ¢o; = id, czyli ¢;(0,t) = 0 Poniewaz g; nierozkladalny, to moze-
my zalozyé, ze ¢;(y, z) = y.

c) 1, =id 1 ¢a; =0, czyli g;(¢,0) = 0 1 analogicznie jak w b) g;(y, z) = z.

Przyjmijmy:

sup {k € N = g7'| Ao}
sup {k € N : g¥|By}.

my;

n; :



38

Jesli m; = 0 (odpowiednio n; = 0), to g; ¥ Ay (odpowiednio g; } By). Poniewaz
Ap # 0 lub By # 0 to m; lub n; jest skonczone. Rozwazymy przypadki:

19 Istnieje i € {1,...,n} takie, ze min(m;,n;) < k; — 1.

20 min(m;,m;) > ki — 1, i=1,2,...,n.

Przypadek 1°. Przyjmijmy §; : = (g/9+") go. Oczywiscie wtedy g = ¢¥ g 1 gi f i-
Rozwazmy podprzypadki a), b), ¢) zwiazane z postacia parametryzacji ®;:

a) W przypadku parametryzacji (t™, ¢;(t)) mamy g¢;(t", ¢;(t)) = 0. Stad
(6) iyt 0i(O) it T+ gi (17, 04(1)) 0 (t) = 0.
Poniewaz g; nierozkladalny, to g; , (", ¢:(t)) # 01 g; .(t"", ¢:(t)) # 0 oraz

RAG0)
PRERO)

Poniewaz g; f g;, i 9 | gi ., Wiec wyrazenia w nawiasach okraglych nie dzielg

i it

(7) ;(t) =

si¢ przez g;. Zatem jedli gl |Ap i gﬁl | By, to I = I'. Reasumujac n; = m; oraz
Ay = g;"" Ay, Bo = g;" B}, gi Ay, 9i / Bj. Zatem na parametryzacji (t"¢, ¢;(t))
mamy

(8) Ap(t7, 0i(1)) gy (£, 6i(1)) + By (", 6i(1)) g (17, ¢4(1))

Roéwnosé (5) mozemy teraz zapisa¢ w postaci:

0.

g Ay g (ks iy Gi + 91 G,) + B gl (ks 9i.Gi +9:9i..) + Ag ﬁ; +
+ By A =0.
Korzystajac z faktu, ze m; < k; — 1 na parametryzacji (t"¢, ¢;(t)) otrzymujemy
(9) AQ(t7, 6il#)) by (87, 6s(1)) + By (87, 6s(t)) BL(E™, ¢i(t)) = 0.
Z (7), (8) i (9) dostajemy

Ryt i) 7ot RL(ET, i(1)) 6 (¢)

czyli [A(t", $;(t)) = 0. Poniewaz h(0,0) = 0, stad h(t", ¢;(t) = 0, a zatem h
znika na parametryzacji (¢, ¢;(t)). Wtedy na parametryzacji (0,¢", ¢;(t)) znikaja
wszystkie pochodne czastkowe funkcji f, co prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem.

0,

b) W przypadku parametryzacji (0,¢) mamy g;(y, z) = y oraz z réwnosci (4) do-
stajemy

(10) y* HAo(ki §i +y 9,) + Boy 3l 2] = 0.
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Poniewaz y [ §;, to wyrazenie w nawiasie okraglym nie dzieli sie przez y. Zatem
jesli y'|Ag i y¥'|Bo, to I > I' + 1. Reasumujac min(n;, m;) = n; i n; < m; oraz
Ao =y™ Ay i By =y™ B}, y ) A, y /) By Rownosé (5) mozemy teraz zapisaé w
postaci:

g AL YR T (ki gy 3 ,) + BuyM T Tyl y™ T A R, + Byl =0
Korzystajac z faktu, ze n; < k; — 1 1 n; < m; na parametryzacji (0,¢) dostajemy

By (0,t) 1(0,t) =0,

a poniewaz y | By, to By(0,t) # 0, czyli R.(0,t) = 0. Zatem [h(0,1)]’ = 0, a skoro

h(0,0) =0, to h(0,t) = 0. Wtedy na parametryzacji (0,0,t) znikaja wszystkie po-
chodne czastkowe funkcji f, co prowadzi do sprzecznoéci z zalozeniem.

¢) analogicznie jak w b).

Przypadek 2° W tej sytuacji mamy

(11) Ag = g'gy% ... ginAj
(12) By = 9'95° .- 92" By,
up > ki — 1, v > ki =1, gi f Ay, g ¥ By, i =1,2,...n.

Oznaczmy: da, = NWD(Ag, Bo), d; = NWD(g,, g.). Zauwazmy, ze wowczas row-
nosé¢ (4) mozemy zapisa¢ w postaci:

dbd (I%gly_FBog;):O
PN\ dap dg  dup dg '

Wiynika stad, ze w pierécieniu kietkéw 02 mamy, Ze nastepujace elementy sa sto-
warzyszone

Ao g:
13 = Lz
(13) i, 4,
B /
(14) Lo Yy
dap dg
Poniewaz dy = g - . ... gfn~1 to z (11) i (12) mamy, ze dy| dap. Wowezas z (13)
i (14) otrzymujemy, ze
(15) Ao =Ayg.. Bo=DBy gy, Ao, By € Cla,y, z}.

Zauwazmy dalej, ze z (15) mamy
A=Ag+ (x A1+ 2245+ .. ) =Ag g, + (2A) + 224y 4+ ..) =
(16) = Ao fL+ (A1 + 2% Az +..) — Ag(z he + 2?h) , +...) =
= Ao fL + 20, C e C{x,y,z}.
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Woéwezas korzystajac z (16) réwnosé (1) mozemy przedstawié w postaci:

. Of . Of\ of
(17) ® xcay+(B+Aoay)az.

Zatem z | ((B 4 Ag fy)fi). Jedli x| (B + Ay fy), to mamy sprzeczno$¢ z wyborem
liczby p. Stad z | f., czyli g, = 0. W takim razie funkcja g zalezy tylko od zmienne;
y. Postepujac analogicznie jak w (16) przedstawiamy B w postaci:

B=DBof,+aD, DeC{ay,z}

i dochodzimy do wniosku, ze g, = 0, czyli funkcja g zalezy tylko od zmiennej z.
Reasumujac funkcja g musi by¢ stala i mamy sprzeczno$é z faktem, ze g posiada
czyniki wielokrotne, co konczy dowdd. O

Whiosek. Przy zalozZeniach jok w twierdzeniu z jego dowodu wynika, Ze rozwiniecie
funkcji f wzgledem zmiennej x jest postaci:

f(y,2) = > (Y, 2) go(y, 2) + @ (ay + b2) + x h(y, z) + 2°h(z,y, 2),

gdzie g, go, h, h sq funkcjami holomorficznymi, go # 0, ordg > 1, ordh > 2 oraz
la] + |b] > 0.

Problem. Uogdélni¢ gléwne twierdzenie na przypadek dowolnego n.
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ON A PROPERTY OF THE GRADIENT IDEAL
Summary. In the article we prove that if f is an isolated singularity in three va-

riables z,y, z and zP € (%, %) then ord f = 2.
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