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e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna posiadajaca w 0
osobliwos¢ (niekoniecznie izolowang), U - otoczenie otwarte 0
w C", z=(z1,...,2z,) - ustalony uktad wspétrzednych, ¥f -
zbiér punktéw krytycznych f.
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osobliwos¢ (niekoniecznie izolowang), U - otoczenie otwarte 0
w C", z=(z1,...,2z,) - ustalony uktad wspétrzednych, ¥f -
zbiér punktéw krytycznych f.

("] dimo Xf= 0, f— Nf(O)
o dimpXf =d >0, f— (A},(0),Af,(0),..., )¢ (0))
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e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna posiadajaca w 0
osobliwos¢ (niekoniecznie izolowang), U - otoczenie otwarte 0
w C", z=(z1,...,2z,) - ustalony uktad wspétrzednych, ¥f -
zbiér punktéw krytycznych f.

("] dimo Xf= 0, f— Nf(O)
o dimpXf =d >0, f— (A},(0),Af,(0),..., )¢ (0))

o dimpXf =0= )\,972(0) = ur(0)
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Klasyczne twierdzenie Kusznirenki

Twierdzenie Kusznirenki

f:(U,0) — (C,0) - funkcja analityczna posiadajaca w 0
osobliwos¢ izolowang. Woéwczas

o uf(0) > v(f).
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Klasyczne twierdzenie Kusznirenki

Twierdzenie Kusznirenki

f:(U,0) — (C,0) - funkcja analityczna posiadajaca w 0
osobliwos¢ izolowang. Woéwczas

o uf(0) > v(f).

@ f - niezdegenerowana = p¢(0) = v(f).
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Problem

Problem
Odczytaé z diagramu Newtona nieizolowanej osobliwosci
niezdegenerowanej f jej liczby Lé:

(A?.2(0), A7 2(0), .., A7 -(0)),

dimoXf =d >0,
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e (X, Ux) - zespolona przestrzen analityczna, W C X - zbiér
analityczny, .# - koherentny snop ideatéw Ox, V(.¥) -
przestrzen analityczna zdefiniowana przez zerowanie ..
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e (X, Ux) - zespolona przestrzen analityczna, W C X - zbiér
analityczny, .# - koherentny snop ideatéw Ox, V(.¥) -
przestrzen analityczna zdefiniowana przez zerowanie ..

o Wybierzemy te sktadowe V/(.#), ktére nie s3 zawarte w W.
Niech x € V(.#). Wezmy minimalny rozkfad prymarny zdzbta
F snopa I w Ox i rozwazmy ideat Z,—W w Ox
sktadajacy sie z przecigcia tych ideatéw prymarnych @
(dopuszczamy zanurzone), ze V(Q) € W.
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e (X, Ux) - zespolona przestrzen analityczna, W C X - zbiér
analityczny, .# - koherentny snop ideatéw Ox, V(.¥) -
przestrzen analityczna zdefiniowana przez zerowanie ..

o Wybierzemy te sktadowe V/(.#), ktére nie s3 zawarte w W.
Niech x € V(.#). Wezmy minimalny rozkfad prymarny zdzbta
F snopa I w Ox i rozwazmy ideat Z,—W w Ox
sktadajacy sie z przecigcia tych ideatéw prymarnych @
(dopuszczamy zanurzone), ze V(Q) € W.

@ Ta definicja nie zalezy od wyboru minimalnego rozktadu
prymarnego .%,.
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e (X, Ux) - zespolona przestrzen analityczna, W C X - zbiér
analityczny, .# - koherentny snop ideatéw Ox, V(.¥) -
przestrzen analityczna zdefiniowana przez zerowanie ..

o Wybierzemy te sktadowe V/(.#), ktére nie s3 zawarte w W.
Niech x € V(.#). Wezmy minimalny rozkfad prymarny zdzbta
F snopa I w Ox i rozwazmy ideat Z,—W w Ox
sktadajacy sie z przecigcia tych ideatéw prymarnych @
(dopuszczamy zanurzone), ze V(Q) € W.

@ Ta definicja nie zalezy od wyboru minimalnego rozktadu
prymarnego .%,.

@ Wykonujac powyzsza operacje w kazdym punkcie x
otrzymujemy nowy koherentny snop ideatéw, ktéry nazywamy
luka w snopie i oznaczamy .#—W. Oznaczmy przez
V(.#)-W zespolona przestrzen analityczng V(.4 -W).
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Cykle L& i liczby L&

e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna, U - otoczenie
otwarte 0 w C", z = (z1, ..., z,) - ustalony uktad
wspotrzednych, Xf - zbiér punktéw krytycznych f.
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Cykle L& i liczby L&

e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna, U - otoczenie
otwarte 0 w C", z = (z1, ..., z,) - ustalony uktad
wspotrzednych, Xf - zbiér punktéw krytycznych f.

@ Dla kazdego 0 < k < n— 1, okred$lamy k-ta rozmaitos¢
polarng funkcji f wzglqdem z jako
f f
rk. :v( 0 ...,8 ){f
Z 8Zk+1 82,,
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Cykle L& i liczby L&

e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna, U - otoczenie
otwarte 0 w C", z = (z1, ..., z,) - ustalony uktad
wspotrzednych, Xf - zbiér punktéw krytycznych f.

@ Dla kazdego 0 < k < n— 1, okred$lamy k-ta rozmaitos¢
polarng funkcji f wzglqdem z jako
of orf
Mk, =V -Yf.
f.z <3Zk+1 ’ 3Zn>

o Cykl analityczny

ML) = - |rs.]

nazywamy k-tym cyklem Lé funkcji f wzgledem z.

rktin v( of )
’ 0Zj41
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Cykle L& i liczby L&

e f: (U,0) — (C,0) - funkcja analityczna, U - otoczenie
otwarte 0 w C", z = (z1, ..., z,) - ustalony uktad
wspotrzednych, Xf - zbiér punktéw krytycznych f.

@ Dla kazdego 0 < k < n— 1, okred$lamy k-ta rozmaitos¢
polarng funkcji f wzglgdem z jako
of orf
Mk, =V -Yf.
f.z <3Zk+1 ’ 3Zn>

o Cykl analityczny

ML) = - |rs.]

nazywamy k-tym cyklem Lé funkcji f wzgledem z.

rktin v( of )
’ 0Zj41

e Okre$lamy k-ta liczbe Lé funkcji f w 0 € C"” wzgledem z
AIf<,z(0) = ([AIF,Z] ’ [V(Zlﬂ SRR Zk)])o

przy zatozeniu, ze przeciecie to jest O-wymiarowe lub puste.
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Cykle L& i liczby L&

Jesdli f ma osobliwo$¢ izolowanag w 0, to:

1 of of
° rszf V(aZ27"‘78z,,)
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Cykle L& i liczby L&

Jesdli f ma osobliwo$¢ izolowanag w 0, to:

1 of of
° rszf V(aZ27"‘78z,,)

o \?,(0) = {I‘}’zm v<§zfl>} = [v((r?zflngﬂ = 1£(0).
0 0
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Przyktfad

o f(z1,22,23) =2}z + 23 + 73
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Przyktfad

o f(z1,2,23) := 212222 —i—zé1 —i—Z§1
o Sf={z=2=0}-0éz,d=dmgXf =1
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Przyktfad

o f(z1,2,23) := 212222 —i—zé1 —i—Z§1
o Sf={z=2=0}-0éz,d=dmgXf =1

of
rtzf,z = V<8Z3>_‘V(22’Z3) = V(Zg)ﬂV(22,23) = V(Zg),
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Przyktfad

o f(z1,2,23) := 212222 —i—zé1 —i—Z§1
o Sf={z=2=0}-0éz,d=dmgXf =1

°
of
.= V(. ) Vi 2) = V@) Via2) = V().
°
of  of
f’z o V(822 823) \/(22723)
= V(2(227 + 423),23)~V (220, z3) = V(227 + 423, 23).
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Przyktad

o f(z1,2,23) := 212222 —i—zé1 —i—Z§1
o Sf={z=2=0}-0éz,d=dmgXf =1

°

of
.= V(. ) Vi 2) = V@) Via2) = V().

°

of  of
f’z o V(azz 823) \/(22723)
= V(2(227 + 423),23)~V (220, z3) = V(227 + 423, 23).
°

- [ (2)]- [0

= [V(5) N V(22 +423))] - [V(27 + 42}, 23)]
= [V(22, 23)]
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Przyktfad

1= [k v(o)]

= [V(2212 + 4222, zg’) N V(21222)]

= V(21,2 23)] + V(2,35 Z)].
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Przyktfad

of
0 = |20 v (55,
= [V(2212 + 422 , 23) N V(21222)]
= [V(Zlvz227zg)] + [V(2127Z2272§’)]'

Mz = (M2 V(2o = [V(z1, 22, 23)]0 = 3
A2, =(N.]-C¥o=6+12=18.
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Diagram Newtona

o f(z)=3,cz% a=(a1,...,an) €LY, ¢y €C,
z =z ez
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Diagram Newtona

o f(z) =Y, ¢z a=(a1,...,an) €27, c, € C,

(0%
z%=zi"t -z,

o I (f) C R - otoczka wypukta U, o(a +R1).
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Diagram Newtona

o f(z)=3,cz% a=(a1,...,an) €LY, ¢y €C,
z% =z ez,

o I (f) C R - otoczka wypukta U, o(a +R1).

@ '(f) - suma zwartych Scian ' (f) - diagram Newtona.
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Diagram Newtona

o f(z) =Y, ¢z a=(a1,...,an) €27, c, € C,

o I (f) C R - otoczka wypukta U, o(a +R1).

@ '(f) - suma zwartych Scian ' (f) - diagram Newtona.
° fA(Z) = ZaEA Cazaa A g r(f)
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Diagram Newtona

o f(z) =Y, ¢z a=(a1,...,an) €27, c, € C,
z

[ (f) C RY - otoczka wypukta [, so(a +RY).

() - suma zwartych Scian Iy (f) - diagram Newtona.
fa(z) == > qen Caz, A CT(f)
f - niezdegenerowana w sensie Newtona na A, gdy

%(Z) _ ... _9f
(921 - o 82,,

(z)=0

nie ma rozwigzan w (C\ {0})".
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Diagram Newtona

o f(z) =Y, ¢z a=(a1,...,an) €27, c, € C,
z

[ (f) C RY - otoczka wypukta [, so(a +RY).

() - suma zwartych Scian Iy (f) - diagram Newtona.
fa(z) == > qen Caz, A CT(f)
f - niezdegenerowana w sensie Newtona na A, gdy

%(Z) _ ... _9f
(921 - o 82,,

(z)=0

nie ma rozwigzan w (C\ {0})".

f - niezdegenerowana w sensie Newtona, gdy f
niezdegenerowana na kazdej $cianie A C ['(f).
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Liczba Newtona

o IC{l,....,n}, X CR".

X' ={(x1,...,x0) €EX; x;=0ifi g1}
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Liczba Newtona

o IC{l,....,n}, X CR".

X' ={(x1,...,x0) €EX; x;=0ifi g1}

@ [_(f) - stozek rozpiety przez I'(f) o wierzchotku w 0.
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Liczba Newtona

o IC{l,....,n}, X CR".

X' ={(x1,...,x0) €EX; x;=0ifi g1}

@ [_(f) - stozek rozpiety przez I'(f) o wierzchotku w 0.

e f - dogodny (I'(f) przecina kazda o$). Liczba Newtona f

v(f) = > (1" MVl (F-(£)").

IC{1,...,n}
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Liczba Newtona

o IC{l,....,n}, X CR".

X' ={(x1,...,x0) €EX; x;=0ifi g1}

@ [_(f) - stozek rozpiety przez I'(f) o wierzchotku w 0.

e f - dogodny (I'(f) przecina kazda o$). Liczba Newtona f

v(f) = > (1" MVl (F-(£)").

IC{1,...,n}

@ f - niedogodny. Liczba Newtona f

v(f) = sup 1/<f+ Zz,m)

meZy iclf
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Zmodyfikowana liczba Newtona

f - niezdegenerowana, jej liczby L€ istnieja, dimg Xf = d > 0.
Woéwczas mozna pokazaé, ze w rozwinieciu f nie ma jednomianéw
postaci z;, ..., zy9.

Rozwazmy funkcje

fd:f+2f¥1+"'+zjd,1<<al << s << ay

Stowarzyszymy teraz z diagramem Newtona f; pewne
"zmodyfikowane” liczby Newtona
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Zmodyfikowana liczba Newtona

o ) A1 cC{l,...,n}, T(fy) #0.
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Zmodyfikowana liczba Newtona

o ) A1 cC{l,...,n}, T(fy) #0.

o Wezmy podziat symplicjalny [(f4) taki, ze wierzchotki jego
symplekséw s3 O-wymiarowymi écianami '(fy)’.
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Zmodyfikowana liczba Newtona

o ) A1 cC{l,...,n}, T(fy) #0.

o Wezmy podziat symplicjalny [(f4) taki, ze wierzchotki jego
symplekséw s3 O-wymiarowymi écianami '(fy)’.

@ Stozki rozpiete na sympleksach tego podziatu o wierzchotku w
0 € R" wyznaczaja podziat symplicjalny I_(fy)'.
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Zmodyfikowana liczba Newtona

o ) A1 cC{l,...,n}, T(fy) #0.

o Wezmy podziat symplicjalny [(f4) taki, ze wierzchotki jego
symplekséw s3 O-wymiarowymi écianami '(fy)’.

@ Stozki rozpiete na sympleksach tego podziatu o wierzchotku w
0 € R" wyznaczaja podziat symplicjalny I_(fy)'.

@ =, - rodzina powyzszych stozkdw.
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Zmodyfikowana liczba Newtona

) ioE{].,...,d}
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Zmodyfikowana liczba Newtona

@ ip € {1,...,d}

® =, j, - podrodzina symplekséw S € =, najwyzszego wymiaru
taka, ze kazdy jej sympleks S ma krawedz lezaca na osi OXj,,
oraz zadna jego krawedz nie lezy na zadnej z osi OX;,
ie{l,....d}, i#i
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Zmodyfikowana liczba Newtona

@ ip € {1,...,d}

® =, j, - podrodzina symplekséw S € =, najwyzszego wymiaru
taka, ze kazdy jej sympleks S ma krawedz lezaca na osi OXj,,
oraz zadna jego krawedz nie lezy na zadnej z osi OX;,
ie{l,....d}, i#i

e S€ == S ma wierzchotek (0,...,0,a;,0,...,0) € R".
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Zmodyfikowana liczba Newtona

@ ip € {1,...,d}

® =, j, - podrodzina symplekséw S € =, najwyzszego wymiaru
taka, ze kazdy jej sympleks S ma krawedz lezaca na osi OXj,,
oraz zadna jego krawedz nie lezy na zadnej z osi OX;,
ie{l,....d}, i#i

e S€ == S ma wierzchotek (0,...,0,a;,0,...,0) € R".

@ S - sympleks o tych samych wierzchotkach co S za wyjatkiem
wierzchotka (0,...,0, @j,,0,...,0), ktdry zastepujemy przez
(0,...,0,1,0,...,0) nazywamy "zredukowanym".
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Zmodyfikowana liczba Newtona

@ ip € {1,...,d}

® =, j, - podrodzina symplekséw S € =, najwyzszego wymiaru
taka, ze kazdy jej sympleks S ma krawedz lezaca na osi OXj,,
oraz zadna jego krawedz nie lezy na zadnej z osi OX;,
ie{l,....d}, i#i

e S€ == S ma wierzchotek (0,...,0,a;,0,...,0) € R".

@ S - sympleks o tych samych wierzchotkach co S za wyjatkiem
wierzchotka (0,...,0, @j,,0,...,0), ktdry zastepujemy przez
(0,...,0,1,0,...,0) nazywamy "zredukowanym".

@ =, - zbiér zredukowanych symplekséw.
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Zmodyfikowana liczba Newtona

@ ip € {1,...,d}

® =, j, - podrodzina symplekséw S € =, najwyzszego wymiaru
taka, ze kazdy jej sympleks S ma krawedz lezaca na osi OXj,,
oraz zadna jego krawedz nie lezy na zadnej z osi OX;,
ie{l,....d}, i#i

e S€ == S ma wierzchotek (0,...,0,a;,0,...,0) € R".

@ S - sympleks o tych samych wierzchotkach co S za wyjatkiem
wierzchotka (0,...,0, @j,,0,...,0), ktdry zastepujemy przez
(0,...,0,1,0,...,0) nazywamy "zredukowanym".

@ =, - zbiér zredukowanych symplekséw.

o =:={Z/}icq1,..n},10- Zmodyfikowana liczba Newtona
funkgji f:

U= o(f) = > ST (=)™ Vol (S).

IC{Lemn} 1300 33,

Christophe Eyral, Grzegorz Oleksik, Adam Rézycki Twierdzenie Kusznirenki dla osobliwosci nieizolowanych



Zmodyfikowana liczba Newtona
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Zmodyfikowana liczba Newtona

@ =, - podrodzina symplekséw S € = najwyzszego wymiaru
taka, ze zadna krawedz S nie lezy na zadnej z osi OX;,
ie{l,...,d}.

e Sympleksy z = g pochodzj tylko z I'(f).

° =:={Z/}icq1,..n},10- Wyrézniona zmodyfikowana liczba
Newtona funkgji 7:

vzo(f) = Y > (=07 Vol (S).

Ig{l,...,n}, 140 563/70
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Gtéwny wynik

Twierdzenie Kusznirenki dla osobliwosci nieizolowanych

f - niezdegenerowana, d := dimg Xf > 1, liczby /\’f‘,Z(O) istnieja.
Woéwczas:
@ Zmodyfikowane liczby Newtona v=o(fy) i U= k(fy) nie zaleza
od Wyboru == {E/}Ig{l,...,n},lyé@-
wo(fy) =rv=o(fy) i k(fy) :=v=k(fq).
Q@ - X2.,(0) = (-1)"+w(fa) + 7 (fa);
o )\,;)Z(O) = (—1)k_1(§k(fd) = §k+1(fd)) dal<k<d-1
- AEL(0) = (1) oa(fa)
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Przyktfad

o f(z1,22,23) := 7225 + z3 + Z3 - niezdegenerowana.
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Przyktfad

o f(z1,22,23) := 7225 + z3 + Z3 - niezdegenerowana.
(] Zf:{22:Z3:0}—0é21, d:dlmozle

o fy=fH="F+2z
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Przyktfad

f(z1,22,23) := 2223 + Z3 + Z§ - niezdegenerowana.

Zf:{22:23:0}—o§21,d:dimOZle
o fy=fH="F+2z

e 1p(f1) =16
m(h)=3
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Przyktfad

o f(z1,22,23) := 7225 + z3 + Z3 - niezdegenerowana.
(] Zf:{22:Z3:0}—0é21, d:dlmozle
o fy=fH="F+2z

e 1p(f1) =16
m(h)=3

o A2,(0)=(~1)>+16+3=18
A2(0)=(-1)°-3=3

Christophe Eyral, Grzegorz Oleksik, Adam Rézycki Twierdzenie Kusznirenki dla osobliwosci nieizolowanych



Rysunek : Diagram Newtona f i f;
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Whioski

f,g: (U,0) — (C,0) - niezdegenerowane osobliwosci nieizolowane.
Jedli T(f) =T (g) i liczby L& funkcji f i g istnieja, to:

o dimpXf =dimgXg=d
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Whioski

f,g: (U,0) — (C,0) - niezdegenerowane osobliwosci nieizolowane.
Jedli T(f) =T (g) i liczby L& funkcji f i g istnieja, to:

o dimpXf =dimgXg=d

© Af,(0) = Ag.(0), 0< k< d.
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Whioski

{f¢} - rodzina niezdegenerowanych osobliwosci. Jesli ['(f;) = I'(fy) i
liczby L€ funkgji f; istnieja, to:

o dimpXfy =dimgXfy=d
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Whioski

{f¢} - rodzina niezdegenerowanych osobliwosci. Jesli ['(f;) = I'(fy) i
liczby L€ funkgji f; istnieja, to:

o dimpXfy =dimgXfy=d

o Af,(0) =g ,(0), 0< k< d.

fo,z
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Whioski

{ft} - rodzina niezdegenerowanych osobliwosci. Jesli I'(f;) = I'(fy) i
liczby Lé funkcji f; istnieja, to:

o Jesli z=(z1,...,2,) jest prepolarnym uktadem
wspbtrzednych dla f; i dimg Xf; < n— 4, to typ
dyfeomorficzny wtdkna Milnora f; w O jest niezalezny od t
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Whioski

{ft} - rodzina niezdegenerowanych osobliwosci. Jesli I'(f;) = I'(fy) i
liczby Lé funkcji f; istnieja, to:

o Jesli z=(z1,...,2,) jest prepolarnym uktadem
wspbtrzednych dla f; i dimg Xf; < n— 4, to typ
dyfeomorficzny wtdkna Milnora f; w O jest niezalezny od t

@ Jedlin>5idimgXf; =1, to rodzina f; jest topologicznie
trywialna
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Whioski

Whiosek 4

f - niezdegenerowana osobliwo$¢ nieizolowana, dimg2f =d > 1,
liczby Lé funkcji f istnieja wzgledem pewnego prepolarnego uktadu
wspotrzednych. Wéwczas zredukowana charakterystyka Eulera
X(Ff o) widkna Milnora Fr g funkeji f w 0 wyraza sie wzorem

K(Fro) = (=1)" " (wo(fa) + (=1)")

Christophe Eyral, Grzegorz Oleksik, Adam Rézycki

Twierdzenie Kusznirenki dla osobliwosci nieizolowanych



