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Niech k bȩdzie cia lem charakterystyki zero.

Jeśli σ jest automorfimem pierścienia k[x, y], wielomianów dwóch zmiennych
nad k, to dobrze wiadomo (patrz na przyk lad [1]), że wieloka̧ty Newtona wielo-
mianów σ(x) i σ(y) sa̧ albo odcinkami albo trójka̧tami. W jednym i drugim przy-
padku wszystkie wierzcho lki leża̧ na osiach uk ladu wspó lrzȩdnych. Każdy wierz-
cho lek ma wiȩc co najmniej jedna̧ zerowa̧ wspó lrzȩdna̧.

W roku 1991 Ofer Hadas [2] udowodni l, że taka̧ sama̧ w lasność posiadaja̧ wszys-
tkie wierzcho lki wielościanów Newtona automorfizmów pierścieni wielomianów do-
wolnej skończonej liczby zmiennych. Celem niniejszego artyku lu jest przedstawie-
nie dok ladnego dowodu wyniku Hadasa w przypadku trzech zmiennych. Podamy
zatem dowód nastȩpuja̧cego twierdzenia.

Twierdzenie 1 ([2]). Jeśli σ jest automorfizmem pierścienia wielomianów
k[x1, x2, x3], to każdy wierzcho lek wielościanów Newtona wielomianów σ(x1), σ(x2),
σ(x3), ma co najmniej jedna̧ zerowa̧ wspó lrzȩdna̧.

Istotna̧ rolȩ w dowodzie tego twierdzenia odgrywać bȩda̧ pewne specjalne w la-
sności derywacji lokalnie nilpotentnych.
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1. Definicje, oznaczenia i proste fakty. Pierścień wielomianów
k[x1, x2, x3] oznaczać bȩdziemy przez k[X]. Przez Ω oznaczać bȩdziemy zbiór
wszystkich trójek nieujemnych liczb ca lkowitych. Jeśli α = (α1, α2, α3) należy
do zbioru Ω, to przez Xα oznaczamy jednomian xα1

1 xα2
2 xα3

3 .

Za lóżmy, że f ∈ k[X]. Wówczas f ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

f =
∑

α∈Ω fαX
α,

gdzie elementy fα należa̧ do cia la k i przy tym prawie wszystkie sa̧ równe zero.
Zbiór tych wszystkich elementów α ∈ Ω, dla których fα ̸= 0, oznaczamy przez
Sf i nazywamy nośnikiem wielomianu f . Wielościanem Newtona wielomianu f ,
oznaczanym przez N(f), nazywamy najmniejszy zbiór wypuk ly w R3 zawieraja̧cy
zbiór Sf ∪ {(0, 0, 0)}.

Przypomnijmy, że derywacja̧ pierścienia k[X] nazywamy każde k-liniowe odw-
zorowanie d : k[X] → k[X] takie, że

d(uv) = d(u)v + ud(v), dla u, v ∈ k[X].

Niech d bȩdzie derywacja̧ pierścienia k[X]. Wówczas przez Nil (d) oznaczamy
zbiór

{f ∈ k[X]; ∃n∈N dn(f) = 0}.

 Latwo sprawdzić, że zbiór ten jest podpierścieniem pierścienia k[X] zawieraja̧cym
cia lo k. Mówimy, że derywacja d jest lokalnie nilpotentna jeśli Nil (d) = k[X].
Wykorzystamy kilka nastȩpuja̧cych znanych w lasności derywacji lokalnie nilpotent-
nych.

Stwierdzenie 2.

(1) Derywacja d jest lokalnie nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy zmienne x1,
x2 i x3 należa̧ do Nil (d).

(2) Niech f, g ∈ k[X]. Jeśli derywacja d jest lokalnie nilpotentna i d(f) = fg,
to d(f) = 0.

(3) Niech 0 ̸= f ∈ k[X]. Jeśli d jest derywacja̧ pierścienia k[X], to odw-
zorowanie fd : k[X] → k[X], określone wzorem fd(u) = f · d(u) (dla u ∈ k[X]),
jest również derywacja̧. Derywacja fd jest lokalnie nilpotentna wtedy i tylko wtedy,
gdy derywacja d jest lokalnie nilpotentna i d(f) = 0.

(4) Jeśli σ : k[X] → k[X] jest automorfizmem i d : k[X] → k[X] jest derywacja̧,
to odwzorowanie D = σdσ−1 jest derywacja̧. Derywacja D jest lokalnie nilpotentna
wtedy i tylko wtedy, gdy derywacja d jest lokalnie nilpotentna.

Dowody znajdziemy na przyk lad w [3]. �

Za lóżmy teraz, że p = (p1, p2, p3) jest ustalonym niezerowym punktem w R3.

Niech s ∈ R. Mówimy, że niezerowy wielomian f =
∑

α∈Ω fαX
α ∈ k[X] jest

p-forma̧ stopnia s jeśli każdy punkt α = (α1, α2, α3) należa̧cy do nośnika Sf spe lnia
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warunek αp = s, gdzie przez αp oznaczamy liczbȩ α1p1 +α2p2 +α3p3. Zak ladamy
dodatkowo, że wielomian zerowy jest również p-forma̧ stopnia s. Zbiór wszystkich

p-form stopnia s oznaczamy przez A
(s)
p . Zbiór ten jest k-podprzestrzenia̧ liniowa̧

przestrzeni k[X].

 Latwo sprawdzić, że jeśli s, t ∈ R, to A
(s)
p ·A(t)

p ⊆ A
(s+t)
p . Ponadto

k[X] =
⊕

s∈R A
(s)
p ,

(suma prosta k-podprzestrzeni liniowych). Z każdym wiȩc punktem p ∈ R3 sto-
warzyszona jest gradacja pierścienia k[X] określona w powyższy sposób. Gradacjȩ
taka̧ nazywać bȩdziemy p-gradacja̧. Dowolny wielomian f ∈ k[X] ma jednoznaczne
p-przedstawienie

f =
∑

s∈R f (s),

gdzie każde f (s) jest p-forma̧ stopnia s zwana̧ p-sk ladowa̧ jednorodna̧ stopnia s
wielomianu f . Jeśli f ̸= 0, to degp(f) oznacza p-stopień wielomianu f , tzn. naj-

wiȩksza̧ liczbȩ rzeczywista̧ s taka̧, że f (s) ̸= 0. Jeśli f ̸= 0, to niezerowa̧ p-sk ladowa̧
najwyższego stopnia wielomianu f oznaczać bȩdziemy przez f∗. Umawiamy siȩ
ponadto, że 0∗ = 0.

Niech τ ∈ R i niech d : k[X] → k[X] bȩdzie derywacja̧. Mówimy, że derywacja
ta jest p-jednorodna stopnia τ , jeśli

d
(
A(s)

p

)
⊆ A(s+τ)

p , dla każdego s ∈ R.

Stwierdzenie 3. Derywacja d : k[X] → k[X] jest p-jednorodna stopnia τ wtedy i

tylko wtedy, gdy d(xi) ∈ A
(pi+τ)
p dla i = 1, 2, 3.

Dowód jest prostym sprawdzeniem. Patrz [3] strona 21. �
Dobrze wiadomo, że każda derywacja pierścienia k[X] jest jednoznacznie wyz-

naczona przez swoje wartości na zmiennych x1, x2 i x3. Za lóżmy zatem, że

d(x1) = f1, d(x2) = f2, d(x3) = f3,

gdzie f1, f2, f3 ∈ k[X]. Jeśli τ ∈ R, to przez dτ oznaczać bȩdziemy derywacjȩ
pierścienia k[X] zdefiniowana̧ równościami:

dτ (x1) = f
(p1+τ)
1 , dτ (x2) = f

(p2+τ)
2 , dτ (x3) = f

(p3+τ)
3 .

Ze stwierdzenia 3 wynika, że dτ jest derywacja̧ p-jednorodna̧ stopnia τ . Jest oczy-
wiste, że

d =
∑

τ∈R dτ ,

przy czym dτ = 0 dla prawie wszystkich τ . Każda zatem niezerowa derywacja
pierścienia k[X] jest skończona̧ suma̧ niezerowych derywacji p-jednorodnych postaci
dτ . Jeśli τ jest najwiȩksza̧ liczba̧ rzeczywista̧ taka̧, że dτ ̸= 0, to derywacjȩ dτ
nazywać bȩdziemy g lówna̧ p-sk ladowa̧ derywacji d.  Latwo udowodnić nastȩpuja̧ce
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Stwierdzenie 4. G lówna p-sk ladowa derywacji lokalnie nilpotentnej jest derywacja̧
lokalnie nilpotentna̧. �

3. Kilka faktów o derywacji jakobianowej. Jeśli w1, w2, w3 sa̧
wielomianami należa̧cymi do pierścienia k[X] = k[x1, x2, x3], to przez J(w1, w2, w3)
oznaczamy jakobian tych wielomianów, tzn. wyznacznik macierzy [∂wi/∂xj ].

Za lóżmy, że wielomiany w1, w2 ∈ k[X] sa̧ ustalone i rozpatrzmy odwzorowanie
dw1,w2 : k[X] → k[X] określone wzorem

dw1,w2(f) = J(w1, w2, f),

dla wszystkich f ∈ k[X]. Odwzorowanie to jest derywacja̧. Jest to tzw. derywacja
jakobianowa. Derywacje jakobianowe odgrywać bȩda̧ ważna̧ rolȩ w dowodzie twier-
dzenia 1.

Stwierdzenie 5. Jeśli w1 ∈ k[x1] oraz w2 ∈ k[x1, x2], to derywacja jakobianowa
dw1,w2 jest lokalnie nilpotentna.

Dowód. Jeśli w1 ∈ k[x1] oraz w2 ∈ k[x1, x2], to derywacja dw1,w2 ma postać
f · d, gdzie d = ∂/∂x3 oraz f = (∂w1/∂x1)(∂w2/∂x2). Derywacja d jest oczywíscie
lokalnie nilpotentna oraz d(f) = 0 (gdyż f ∈ k[x1, x2]). Teza wynika zatem ze
stwierdzenia 2(3). �

Stwierdzenie 6. Niech w1, w2 ∈ k[X] i niech σ : k[X] → k[X] bȩdzie automor-
fizmem. Jeśli derywacja dw1,w2

jest lokalnie nilpotentna, to derywacja dσ(w1),σ(w2)

również jest lokalnie nilpotentna.

Dowód. Zauważmy, że

dσ(w1),σ(w2) = J(σ) · σ · dw1,w2 · σ−1,

gdzie J(σ) jest jakobianem wielomianów σ(x1), σ(x2), σ(x3). Niech
∆ = σdw1,w2σ

−1. Derywacja ∆ jest (na mocy stwierdzenia 2(4)) lokalnie nilpo-
tentna. Ponieważ σ jest automorfizmem, wiȩc J(σ) jest elementem cia la k i sta̧d
∆(J(σ)) = 0. Zatem ze stwierdzenia 2(3) wynika, że derywacja dσ(w1),σ(w2) =
J(σ)∆ jest lokalnie nilpotentna. �

Niech teraz p = (p1, p2, p3) bȩdzie ustalonym punktem w R3. Rozważmy p-
gradacjȩ na k[X], opisana̧ w poprzednim rozdziale.

Pochodna cza̧stkowa ∂
∂xi

jest p-jednorodna̧ derywacja̧ stopnia −pi (wynika to
na przyk lad ze stwierdzenia 3). Sta̧d wynika, że jeśli w1, w2, w3 ∈ k[X] sa̧ p-
formami stopni odpowiednio s1, s2 i s3, to jakobian J(w1, w2, w3) jest p-forma̧
stopnia s1 + s2 + s3 − p1 − p2 − p3. Korzystaja̧c z tego faktu nie jest trudno
wykazać nastȩpuja̧ce dwa stwierdzenia.

Stwierdzenie 7. Niech w1, w2 ∈ k[X]. Jeśli w1 jest p-forma̧ stopnia s1 oraz w2

jest p-forma̧ stopnia s2, to derywacja dw1,w2 jest p-jednorodna stopnia s1 + s2 −
p1 − p2 − p3. �
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Stwierdzenie 8. Niech w1, w2 ∈ k[X]. Oznaczmy przez D derywacjȩ dw1,w2 i
niech

τ = degp(w1) + degp(w2) − p1 − p2 − p3.

Rozpatrzmy derywacjȩ Dτ zdefiniowana̧ w rozdziale 2. Mamy wówczas:

(1) Dτ = dw∗
1 ,w

∗
2
;

(2) jeśli Dτ ̸= 0, to derywacja Dτ jest g lówna̧ p-sk ladowa̧ derywacji D. �

Z powyższych stwierdzeń wynika:

Stwierdzenie 9. Niech σ : k[X] → k[X] bȩdzie automorfizmem. Niech w1 ∈ k[x1],
w2 ∈ k[x1, x2]. Oznaczmy przez D derywacjȩ dσ(w1),σ(w2) i niech

τ = degp σ(w1) + degp σ(w2) − p1 − p2 − p3.

Wówczas derywacja Dτ jest lokalnie nilpotentna. Ponadto, Dτ = dσ(w1)∗,σ(w2)∗ . �

4. Jakobianowe derywacje dla jednomianów. Jeśli α1, α1, α3 ∈
Ω, to dobrze wiadomo, że

J(Xα1 , Xα2 , Xα3) = det(α1, α2, α3)Xα1+α2+α3−1,

gdzie 1 = (1, 1, 1) ∈ Ω. Z faktu tego otrzymujemy:

Stwierdzenie 10. Niech D = dXα1 ,Xα2 , gdzie α1, α2 ∈ Ω. Wówczas dla β ∈ Ω
oraz m ∈ N zachodzi równość

Dm
(
Xβ

)
=

(∏m−1
l=0 det(α1, α2, β + lγ)

)
Xβ+mγ ,

gdzie γ = α1 + α2 − (1, 1, 1). �

Jeśli B jest podzbiorem w R3, to przez L(B) oznaczamy R-podprzestrzeń
przestrzeni R3 generowana̧ przez B. Przez e1, e2 i e3 oznaczamy odpowiednio
wektory (1, 0, 0), (0, 1, 0) i (0, 0, 1).

Stwierdzenie 11 ([2]). Niech D = dXα1 ,Xα2 , gdzie α1, α2 ∈ Ω. Za lóżmy, że
cia̧gi α1, α2 sa̧ liniowo niezależne nad Q. Jeśli derywacja D jest lokalnie nilpo-
tentna, to przestrzeń L(α1, α2) jest jedna̧ z p laszczyzn osiowych, tzn. istnieje
i ∈ {1, 2, 3} takie, że

L(α1, α2) = L ({e1, e2, e3}r {ei}) .

Dowód. Istnieje liczba naturalna m taka, że Dm(xi) = 0 dla wszystkich
i = 1, 2, 3. Dla każdego zatem i ∈ {1, 2, 3} istnieje (na mocy stwierdzenia 10)
nieujemna liczba ca lkowita li taka, że

0 = det (α1, α2, ei + liγ) = det (α1, α2, ei − li1).
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Sta̧d oraz z za lożenia o liniowej niezależności wynika, że

(1) ei − li1 ∈ L(α1, α2), dla i = 1, 2, 3.

Wykażemy teraz, że det (α1, α2, 1) ̸= 0. W tym celu rozpatrzmy t ∈ {1, 2, 3}
spe lniaja̧ce warunek et ̸∈ L(α1, α2). Takie t oczywíscie istnieje. Wówczas

det(α1, α2, et) ̸= 0,

0 = det (α1, α2, et − lt1) = det (α1, α2, et) − lt det (α1, α2, 1).

Skoro wiȩc det (α1, α2, et) ̸= 0, to musi być det (α1, α2, 1) ̸= 0.
Spójrzmy teraz na nastȩpuja̧cy cia̧g równości.

0 =
∑3

i=1 det (α1, α2, ei − li1)

= det (α1, α2,
∑3

i=1 ei) − det (α1, α2, 1)(
∑3

i=1 li)

= det (α1, α2, 1)(1 −
∑3

i=1 li).

Z równości tych wynika, że
l1 + l2 + l3 = 1.

Liczby l1, l2, l3 sa̧ ca lkowite i nieujemne. Istnieje zatem i ∈ {1, 2, 3} takie, że li = 1
oraz lj = 0 dla wszystkich j ̸= i. Sta̧d oraz z (1) wynika, że wektory ei, dla i ̸= j,
należa̧ do przestrzeni L(α1, α2). Zatem L(α1, α2) = L ({e1, e2, e3}r {ei}). �

5. Lematy o automorfizmach. Niech p = (p1, p2, p3) ∈ R3. W tym
rozdziale zak ladać bȩdziemy, że liczby p1, p2, p3 sa̧ liniowo niezależne nad Q. Przy
takim za lożeniu każda p-forma jest jednomianem.

Dla danego automorfizmu σ : k[X] → k[X] niech γp,σ : k[X] r {0} → Ω bȩdzie
funkcja̧ przyporza̧dkowuja̧ca̧ każdemu niezerowemu wilomianowi f ∈ k[X] jedyny
element α ∈ Ω taki, że niezerowa p-sk ladowa najwyższego stopnia wielomianu σ(f)
jest stowarzyszona z jednomianem Xα. Innymi s lowy:

γp,σ(f) = α, jeśli σ(f)∗ = cXα, dla pewnego c ∈ k r {0}.

Jeśli s jest nieujemna̧ liczba̧ ca lkowita̧ to przez Ws oznaczać bȩdziemy zbiór
wszystkich wielomianów z pierścienia k[x1, x2] stopnia 6 s. Zbiór Ws jest prze-
strzenia̧ liniowa̧ nad cia lem k wymiaru

(
s+2
2

)
.

Lemat 12. Niech p = (p1, p2, p3) ∈ R3 bȩdzie takim punktem, że liczby p1, p2, p3
sa̧ liniowo niezależne nad Q. Niech σ : k[X] → k[X] bȩdzie automorfizmem i niech
γ = γp,σ. Wówczas, dla każdej nieujemnej liczby ca lkowitej s, zbiór γ (Ws r {0})
jest skończony i posiada dok ladnie

(
s+2
2

)
elementów.

Dowód. Ustalmy nieujemna̧ liczbȩ ca lkowita̧ s i niech

As = σ (Ws) , Bs = γ (Ws r {0}) .
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Zbiór As jest oczywíscie przestrzenia̧ liniowa̧ nad k izomorficzna̧ z Ws; jej wymiar
jest wiȩc równy

(
s+2
2

)
. Wystarczy pokazać, że |Bs| = dimk As, gdzie |Bs| oznacza

moc zbioru Bs.
Niech Q1, . . . , Qt ∈ As bȩda̧ wielomianami o niestowarzyszonych najwyższych p-

formach, odpowiadaja̧cych elementom zbioru Bs. Wówczas jednomiany Q∗
1, . . . , Q

∗
t

sa̧ liniowo niezależne nad k i jest oczywiste, że wtedy wielomiany Q1, . . . , Qt ∈ At

sa̧ również liniowo niezależne nad k. Zatem |Bs| 6 dimk As. Sta̧d w szczególności
wynika, że zbiór Bs jest skończony.

Za lóżmy, że |Bs| = m. Niech Bs = {v1, . . . , vm} i niech f1, . . . , fs ∈ Ws r {0}
bȩda̧ takimi wielomianami, że

σ(f1)∗ = Xv1 , . . . , σ(fm)∗ = Xvm .

Oznaczmy: Q1 = σ(f1), . . . , Qm = σ(fm). Wielomiany Q1, . . . , Qm należa̧ do As

i maja̧ parami niestowarzyszone najwyższe p-formy. Sa̧ zatem, jak pokazalísmy
powyżej, liniowo niezależne nad k.

Wykażemy, że wielomiany te generuja̧ przestrzeń As. Niech 0 ̸= Q ∈ As. Ist-
nieje wówczas v ∈ Bs takie, że cXv = Q∗, dla pewnego c ∈ k r {0}. Wybierzmy
spośród Q1, . . . , Qm ten wielomian, którego najwyższa forma jest stowarzyszona z
Xv, pomnóżmy go przez c i odejmijmy od Q. Otrzymujemy wielomian Q

′
taki,

że Q
′ ∈ As i degQ

′
< degQ. Powtarzaja̧c tȩ procedurȩ obniżamy stopień kolej-

nych wielomianów, otrzymuja̧c ostatecznie zero. Wielomian Q jest wiȩc kombi-
nacja̧ liniowa̧ wielomianów Q1, . . . , Qm. Wielomiany Q1, . . . , Qm tworza̧ wiȩc bazȩ
przestrzeni As. Zatem |Bs| = m = dimk As =

(
s+2
2

)
. �

Lemat 13. Niech p = (p1, p2, p3) ∈ R3 bȩdzie takim punktem, że liczby p1, p2, p3
sa̧ liniowo niezależne nad Q. Niech σ : k[X] → k[X] bȩdzie automorfizmem i niech
γ = γp,σ. Wówczas, dla każdego wielomianu f ∈ k[x1] r {0} istnieje wielomian
g ∈ k[x1, x2] taki, że wektory γ(f) i γ(g) sa̧ Q-niezależne.

Dowód. Niech 0 ̸= f ∈ k[x1], niech α = γ(f) i oznaczmy przez B zbiór
γ (k[x1, k2] r {0}). Zbiór B jest podzbiorem Z-modu lu Z3. Niech M bȩdzie Z-
podmodu lem w Z3 generowanym przez B. Ponieważ Z3 jest modu lem noethero-
wskim, wiȩc Z-modu l M jest skończenie generowany. Istnieje wiȩc skończony
podzbiór {b1, . . . , br} zbioru B generuja̧cy (nad Z) modu l M .

Przypuśćmy, że ża̧dany wielomian g ∈ k[x1, x2] nie istnieje. Wówczas dla
każdego b ∈ B istnieje liczba wymierna tb taka, że b = tbα. W szczególności takie
liczby wymierne istnieja̧ dla generatorów b1, . . . , br. Niech m bȩdzie najmniejsza̧
wspólna̧ wielokrotnościa̧ mianowników wszystkich liczb wymiernych tb1 , . . . , tbs .
Wtedy dla każdego b ∈ M , istnieje liczba ca lkowita zb taka, że b = zb(1/m)α.
Modu l M jest wiȩc podmodu lem cyklicznego modu lu Zv, gdzie v = (1/m)α.

Za lóżmy teraz, że s ∈ N. Rozważmy zbiór Bs = γ (Ws r {0}), którym zaj-
mowalísmy siȩ w lemacie 12 i rozważmy nośniki wielomianów σ(x1) i σ(x2). Niech
S = {0} ∪ Sσ(x1) ∪ Sσ(x2).

Istnieje kula K(0, ρ) w R3 zawieraja̧ca zbiór S. Wtedy zbiór Bs zawarty jest
w kuli K(0, sρ), a zatem Bs ⊆ K(0, sρ) ∩ Zv. Jest oczywiste, że w kuli K(0, sρ)
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jest co najwyżej 2smρ punktów należa̧cych do Zv. Zatem |Bs| 6 2smρ. Z drugiej
jednak strony wiemy, na mocy lematu 12, że |Bs| =

(
s+2
2

)
. Zatem

s2

2 <
(
s+2
2

)
= |Bd| 6 2smρ,

a sta̧d s 6 4mρ, co jest sprzeczne z dowolnościa̧ s ∈ N. �

6. Dowód twierdzenia 1. Mamy dany automorfizm σ : k[X] → k[X].
Należy wykazać, że każdy wierzcho lek wielościanu Newtona N(σ(xi)), dla i =
1, 2, 3, ma co najmniej jedna̧ zerowa̧ wspó lrzȩdna̧. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy
i = 1.

Niech α ̸= 0 bȩdzie wierzcho lkiem wielościanu N(σ(x1)). Jest oczywiste, że ist-
nieje p laszczyzna w R3 przechodza̧ca przez wierzcho lek α i nie posiadaja̧ca innych
(oprócz α) punktów wspólnych z N(σ(x1)). Niech p = (p1, p2, p3) bȩdzie wektorem
kierunkowym tej p laszczyzny. P laszczyznȩ można tak dobrać, że liczby p1, p2, p3
sa̧ liniowo niezależne nad Q. Wówczas degp X

α jest albo najwiȩksza̧ albo naj-

mniejsza̧ liczba̧ w zbiorze wszystkich liczb postaci degp X
β , gdzie β ∈ Sσ(x1). Za-

mieniaja̧c ewentualnie p na −p możemy za lożyć, że jest liczba̧ najwiȩksza̧. Sk ladowa
p-jednorodna wielomianu σ(x1) jest wtedy stowarzyszona z jednomianem Xα, a za-
tem γ(x1) = α, gdzie γ = γp,σ jest funkcja̧ wprowadzona̧ w poprzednim rozdziale.

Spe lnione sa̧ za lożenia lematu 13. Na mocy tego lematu istnieje wielomian
g ∈ k[x1, x2] taki, że wektory α = γ(x1) i γ(g) sa̧ liniowo niezależne nad Q. Niech
β = γ(g).

Ponieważ x1 ∈ k[x1] i g ∈ k[x1, x2], wiȩc (patrz stwierdzenie 9) derywacja jako-
bianowa dσ(x1)∗,σ(g)∗ jest lokalnie nilpotentna. Sta̧d wynika, że derywacja dXα,Xβ

jest również lokalnie nilpotentna. Wektory α i β sa̧ liniowo niezależne nad Q.
Stwierdzenie 11 implikuje wiȩc, że przestrzeń L(α, β) jest p laszczyzna̧ osiowa̧ w
R3. Zatem co najmniej jedna wspó lrzȩdna wierzcho lka α jest zerowa. To kończy
dowód twierdzenia. �
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On the Newton polytopes of polynomial automorphisms
in three variables

Summary. We present a proof of the following theorem of Hadas. If σ is an auto-
morphisms of the polynomial ring k[x1, x2, x3] (where k is a field of characteristic
zero), then every vertex of the Newton polytopes of σ(x1), σ(x2) and σ(x3) has at
least one zero coordinate.
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