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O WIELOSCIANACH NEWTONA

AUTOMORFIZMOW PIERSCIENIA WIELOMIANOW
TRZECH ZMIENNYCH

[lona Nowosad (Toru)

Niech k bedzie ciatem charakterystyki zero.

Jedli o jest automorfimem pierdcienia k[z,y], wielomianéw dwéch zmiennych
nad k, to dobrze wiadomo (patrz na przyklad [1]), ze wielokaty Newtona wielo-
mianéw o(x) i o(y) sa albo odcinkami albo tréjkatami. W jednym i drugim przy-
padku wszystkie wierzcholki leza na osiach uktadu wspétrzednych. Kazdy wierz-
cholek ma wiec co najmniej jedna zerowa wspdlrzedna.

W roku 1991 Ofer Hadas [2] udowodnil, ze taka sama wlasnosé posiadaja wszys-
tkie wierzchotki wielo$cianéw Newtona automorfizméw pierécieni wielomianéw do-
wolnej skonczonej liczby zmiennych. Celem niniejszego artykutu jest przedstawie-
nie dokladnego dowodu wyniku Hadasa w przypadku trzech zmiennych. Podamy
zatem dowod nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1 ([2]). Jesli o jest automorfizmem pierscienia wielomiandw
klx1,x2, 23], to kazdy wierzchotek wielosciandw Newtona wielomiandw o(z1), o(x2),
o(x3), ma co najmniej jedng zerowg wspdirzedng.

Istotna role w dowodzie tego twierdzenia odgrywaé¢ beda pewne specjalne wta-
snosci derywacji lokalnie nilpotentnych.
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1. Definicje, oznaczenia i proste fakty. Piericiert wielomianéw
klx1,x9,x3] oznaczaé bedziemy przez k[X]|. Przez  oznaczaé bedziemy zbiér
wszystkich tréjek nieujemnych liczb caltkowitych. Jesli a = (1,9, as) nalezy

do zbioru €, to przez X oznaczamy jednomian x{'z5%x3°.

Zalézmy, ze f € k[X]. Wéwczas f ma jednoznaczne przedstawienie w postaci

f = ZQEQ fOtXaa

gdzie elementy f, naleza do ciala k i przy tym prawie wszystkie sa réwne zero.
Zbioér tych wszystkich elementéow a € €, dla ktérych f, # 0, oznaczamy przez
Sy i nazywamy nosnikiem wielomianu f. Wieloscianem Newtona wielomianu f,
oznaczanym przez N(f), nazywamy najmniejszy zbiér wypukly w R? zawierajacy
zbiér Sy U {(0,0,0)}.

Przypomnijmy, ze derywacjg pierscienia k[X] nazywamy kazde k-liniowe odw-
zorowanie d : k[X] — k[X] takie, ze

d(uwv) = d(u)v + ud(v), dla w,v € k[X].

Niech d bedzie derywacja pierscienia k[X]. Wéwczas przez Nil (d) oznaczamy
zbiér
{f € k[X]; 3nen d"(f) = 0}
Latwo sprawdzié, ze zbidr ten jest podpierécieniem pierdcienia k[X| zawierajacym
cialo k. Mé6wimy, ze derywacja d jest lokalnie nilpotentna jesli Nil (d) = k[X].
Wykorzystamy kilka nastgpujacych znanych wiasnosci derywacji lokalnie nilpotent-
nych.

Stwierdzenie 2.

(1) Derywacja d jest lokalnie nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy zmienne x4,
x9 i x3 nalezg do Nil(d).

(2) Niech f,g € k[X]. Jesli derywacja d jest lokalnie nilpotentna i d(f) = fg,
tod(f)=0.

(3) Niech 0 # f € k[X]. Jesli d jest derywacjg pierscienia k[X], to odw-
zorowanie fd : k[X] — k[X], okreslone wzorem fd(u) = f-d(u) (dla u € k[X]),
jest rowniez derywacjg. Derywacja fd jest lokalnie nilpotentna wtedy i tylko wtedy,
gdy derywacja d jest lokalnie nilpotentna i d(f) = 0.

(4) Jesli o : k[X] — k[X] jest automorfizmem i d : k[X] — k[X] jest derywacjg,
to odwzorowanie D = odo ™' jest derywacjg. Derywacja D jest lokalnie nilpotentna
wtedy i tylko wtedy, gdy derywacja d jest lokalnie nilpotentna.

Dowody znajdziemy na przyktad w [3]. X

Zatézmy teraz, ze p = (p1, p2, p3) jest ustalonym niezerowym punktem w R3.

Niech s € R. Méwimy, ze niezerowy wielomian f = > . foaX® € k[X] jest
p-formg stopnia s jesli kazdy punkt a = (a1, a2, a3) nalezacy do nosnika Sy spelnia
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warunek ap = s, gdzie przez ap oznaczamy liczbe a1p; + asps + azps. Zakladamy
dodatkowo, ze wielomian zerowy jest réwniez p-forma stopnia s. Zbiér wszystkich

p-form stopnia s oznaczamy przez AZ(,S). Zbiér ten jest k-podprzestrzenia liniowa
przestrzeni k[X].

Latwo sprawdzié, ze jesli s,t € R, to A;S) . Ag) - A§,5+t). Ponadto

KIX] = @,en A,

(suma prosta k-podprzestrzeni liniowych). Z kazdym wigc punktem p € R? sto-
warzyszona jest gradacja pierscienia k[X] okreslona w powyzszy sposéb. Gradacje
taka nazywaé bedziemy p-gradacjg. Dowolny wielomian f € k[X] ma jednoznaczne
p-przedstawienie

f = ZseR f(s)v

gdzie kazde f(*) jest p-forma stopnia s zwana p-sktadowq jednorodng stopnia s
wielomianu f. Jedli f # 0, to deg,(f) oznacza p-stopieri wielomianu f, tzn. naj-
wieksza liczbe rzeczywista s taka, ze f(®) % 0. Jedli f # 0, to niezerowa p-sktadowa
najwyzszego stopnia wielomianu f oznaczaé¢ bedziemy przez f*. Umawiamy sie
ponadto, ze 0* = 0.

Niech 7 € R i niech d : k[X] — k[X] bedzie derywacja. Mdéwimy, ze derywacja
ta jest p-jednorodna stopnia T, jesli

d (Az(f)) C A](f"”)7 dla kazdego s € R.

Stwierdzenie 3. Derywacja d : k[X] — k[X] jest p-jednorodna stopnia T witedy i
tylko wtedy, gdy d(z;) € Al(,pi+7) dlai=1,2,3.
Dowdd jest prostym sprawdzeniem. Patrz [3] strona 21. X

Dobrze wiadomo, ze kazda derywacja pierécienia k[X] jest jednoznacznie wyz-
naczona przez swoje wartosci na zmiennych w1, xo 1 x3. Zalézmy zatem, ze

d(x1) = f1, d(z2) = f2, d(x3) = f3,

gdzie f1, fa, f3 € k[X]. Jesdli 7 € R, to przez d, oznaczaé bedziemy derywacje
pierscienia k[X] zdefiniowana réwnosciami:

d-(x1) = fl(PlJrr)7 dr(z2) = f2(192+'r)7 dr(z3) = f§p3+7—),
Ze stwierdzenia 3 wynika, ze d, jest derywacja p-jednorodna stopnia 7. Jest oczy-

wiste, ze
d= ZTER dT’

przy czym d, = 0 dla prawie wszystkich 7. Kazda zatem niezerowa derywacja
pierécienia k[ X] jest skoriczong suma niezerowych derywacji p-jednorodnych postaci
d-. Jesli 7 jest najwieksza liczba rzeczywista taka, ze d, # 0, to derywacje d.
nazywaé bedziemy glowng p-sktadowg derywacji d. Latwo udowodni¢ nastepujace
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Stwierdzenie 4. Glowna p-sktadowa derywaciji lokalnie nilpotentnej jest derywacjg
lokalnie nilpotentng. X

3. Kilka faktéow o derywacji jakobianowej. Jesli wy,ws, w3 sa
wielomianami nalezacymi do pierécienia k[X| = k[z1, 2, x3], to przez J (w1, wa, w3)
oznaczamy jakobian tych wielomianéw, tzn. wyznacznik macierzy [Ow;/0x;].

Zatézmy, ze wielomiany wi, wo € k[X] sa ustalone i rozpatrzmy odwzorowanie
Ay ws © kK[X] = k[X] okreslone wzorem

dwl,w2(f) = J(w17w27f)a

dla wszystkich f € k[X]. Odwzorowanie to jest derywacja. Jest to tzw. derywacja
jakobianowa. Derywacje jakobianowe odgrywac¢ beda wazna role w dowodzie twier-
dzenia 1.

Stwierdzenie 5. Jesli wy € k[x1] oraz we € k[x1,x2], to derywacja jakobianowa
Ao, o jest lokalnie nilpotentna.

Dowéd. Jedli wy € k[z1] oraz wy € k[z1,x2], to derywacja dy,, w, ma postaé
f-d, gdzie d = §/0x3 oraz f = (Owy/0x1)(0ws/dx3). Derywacja d jest oczywiscie
lokalnie nilpotentna oraz d(f) = 0 (gdyz f € k[x1,x2]). Teza wynika zatem ze
stwierdzenia 2(3). X

Stwierdzenie 6. Niech wi,wy € k[X] i niech o : k[X] — k[X] bedzie automor-
fizmem. Jesli derywacja dy, w, jest lokalnie nilpotentna, to derywacja dy(w,),o(ws)
rowniez jest lokalnie nilpotentna.

Dowéd. Zauwazmy, ze

dn(wl),a(wz) = J(U) t0 dwl,w2 : 0_1’
gdzie J(o) jest jakobianem wielomianéw o(z1),0(z2),0(x3). Niech
A = 0dy, w,0 . Derywacja A jest (na mocy stwierdzenia 2(4)) lokalnie nilpo-
tentna. Poniewaz o jest automorfizmem, wigc J(o) jest elementem ciata k i stad
A(J(0)) = 0. Zatem ze stwierdzenia 2(3) wynika, ze derywacja dy(w,)o(ws) =
J(o)A jest lokalnie nilpotentna. X

Niech teraz p = (p1,p2,p3) bedzie ustalonym punktem w R3. Rozwazmy p-
gradacje na k[X], opisana w poprzednim rozdziale.

Pochodna czastkowa % jest p-jednorodna derywacja stopnia —p; (wynika to
na przyklad ze stwierdzenia 3). Stad wynika, ze jesli wq, wa, ws € k[X] sa p-
formami stopni odpowiednio s1, s3 i s3, to jakobian J(wi,ws,ws) jest p-forma
stopnia s; 4+ s3 + s3 — p1 — p2 — p3. Korzystajac z tego faktu nie jest trudno
wykaza¢ nastepujace dwa stwierdzenia.

Stwierdzenie 7. Niech wi,ws € k[X]. Jesli wy jest p-formg stopnia s; oraz we
jest p-formg stopnia sq, to derywacja dy, ., jest p-jednorodna stopnia s + So —
p1—p2 —p3. X
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Stwierdzenie 8. Niech wi,ws € k[X]. Oznaczmy przez D derywacje duy, w, ¢
niech

7 = deg,(w1) + deg,(w2) — p1 — p2 — ps.
Rozpatrzmy derywacje D, zdefiniowang w rozdziale 2. Mamy wowczas:
(1) D; = dwf,w;‘ 5
(2) jesli D, # 0, to derywacja D, jest gtdwng p-sktadowg derywacji D. X

7 powyzszych stwierdzen wynika:

Stwierdzenie 9. Niech o : k[X]| — k[X] bedzie automorfizmem. Niech wy € k[x1],
wy € klxy, 2], Oznaczmy przez D derywacje dy(w,),o(w,) @ niech

7 = deg, o(w;) + deg, o(w2) — p1 — p2 — p3-
Wéwezas derywacja Dy jest lokalnie nilpotentna. Ponadto, Dr = dg(w,) o (wy)*- X
4. Jakobianowe derywacje dla jednomianéw. Jesli oy, a1, a3 €
Q, to dobrze wiadomo, ze
J(Xo1, X2 X)) = det(ay, ag, az) X1 taztas—1
gdzie 1 = (1,1,1) € Q. Z faktu tego otrzymujemy:

Stwierdzenie 10. Niech D = dxai xa2, gdzie o, € ). Wowczas dla f €
oraz m € N zachodzi rownosé

D™ (XB) = ( ’l";gl det(OCl, 04276 —+ lfy)) )(,8-'1-'777,’)/7
gdzl@ v =1 + oy — (17 1’ 1) X

Jesli B jest podzbiorem w R3, to przez L(B) oznaczamy R-podprzestrzen

przestrzeni R generowana przez B. Przez ej, e i es oznaczamy odpowiednio
wektory (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1).

Stwierdzenie 11 ([2]). Niech D = dxoi xez, gdzie a1,a9 € Q. Zaldimy, Ze
ciggi oy, g $¢ liniowo niezalezne nad Q. Jesli derywacja D jest lokalnie nilpo-
tentna, to przestrzenn L(an,s) jest jedng z plaszczyzn osiowych, tzn. istnieje
i €{1,2,3} takie, ze

Loy, az) = L ({e1, e2,e3} ~ {ei}).
Dowdd. Istnieje liczba naturalna m taka, ze D™(x;) = 0 dla wszystkich
i = 1,2,3. Dla kazdego zatem i € {1,2,3} istnieje (na mocy stwierdzenia 10)

nieujemna liczba catkowita [; taka, ze

0 = det (a1, o, e; + 1;y) = det (o, g, e; — 1;1).
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Stad oraz z zalozenia o liniowej niezaleznosci wynika, ze
(1) e; — ;1€ L(al,ag), dla ¢ = 1,2,3.

Wykazemy teraz, ze det (a1, a2,1) # 0. W tym celu rozpatrzmy ¢t € {1,2,3}
speliajace warunek e; ¢ L(aq,aq). Takie ¢ oczywiscie istnieje. Wéwczas

det(ay, ag,e;) # 0,

0 = det (a1, a9,e; — ;1) = det (a1, an, er) — Iy det (aq, ag, 1).

Skoro wigc det (aq, ag, ;) # 0, to musi by¢ det (g, a2, 1) # 0.
Spéjrzmy teraz na nastepujacy ciag rownosci.

0

Zle det (041, Qg,€; — Zl].)
= det (o1, a9, 30 e;) — det (ar, a0, 1) (30_, 1)
= det (o1, a0, 1)(1 =2 1y).

Z réwnosci tych wynika, ze
L+l+l3=1

Liczby 11, 12,13 sa catkowite i nieujemne. Istnieje zatem i € {1,2,3} takie, ze I; = 1
oraz l; = 0 dla wszystkich j # i. Stad oraz z (1) wynika, ze wektory e;, dla i # 7,
nalezg do przestrzeni L(ay,as). Zatem L(ag, az) = L ({e1,e2,e3} N {e;}). K

5. Lematy o automorfizmach. Niech p = (p1,p2,p3) € R®. W tym
rozdziale zaktadaé¢ bedziemy, ze liczby p1, p2, p3 sa liniowo niezalezne nad Q. Przy
takim zalozeniu kazda p-forma jest jednomianem.

Dla danego automorfizmu o : k[X]| — k[X] niech v, , : k[X] \ {0} — Q bedzie
funkcja przyporzadkowujaca kazdemu niezerowemu wilomianowi f € k[X] jedyny
element o € ) taki, ze niezerowa p-skladowa najwyzszego stopnia wielomianu o (f)
jest stowarzyszona z jednomianem X <. Innymi stowy:

Yo.o(f) =, jesli o(f)" =cX®, dlapewnego c €k~ {0}.

Jedli s jest nieujemna liczba calkowita to przez W, oznaczaé bedziemy zbidr
wszystkich wielomianéw z pierscienia k[xi,zs] stopnia < s. Zbiér Wy jest prze-
strzenig liniowa nad cialem k& wymiaru (532).

Lemat 12. Niech p = (p1,p2,p3) € R? bedzie takim punktem, ze liczby p1,p2, P3
sg liniowo niezalezne nad Q. Niech o : k[X] — k[X] bedzie automorfizmem i niech
Y = Ypo. Woweczas, dla kazdej nieujemnej liczby calkowitej s, zbior v (W ~ {0})

jest skoriczony i posiada doktadnie (552) elementow.

Dowdéd. Ustalmy nieujemna liczbe catkowita s i niech

As:a(ws)’ BSZV(WS\{O})'
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Zbidér A, jest oczywiscie przestrzenia liniowa nad k izomorficzna z Wy; jej wymiar
jest wiec réwny (322). Wystarczy pokazaé, ze |Bs| = dimy, A, gdzie |Bs| oznacza
moc zbioru Bj.

Niech @, ..., Q; € A, beda wielomianami o niestowarzyszonych najwyzszych p-
formach, odpowiadajacych elementom zbioru Bs. Wéwcezas jednomiany QF, ..., Q5
sa liniowo niezalezne nad k i jest oczywiste, ze wtedy wielomiany Q1,...,Q: € A;
sa réwniez liniowo niezalezne nad k. Zatem |B;| < dimy As. Stad w szezegdlnosci
wynika, ze zbiér By jest skonczony.

Zalézmy, ze |Bs| = m. Niech Bs = {v1,...,up} i niech fi,..., fs € Wy~ {0}
beda takimi wielomianami, ze

o(fi) =X .., o(fm) =XV,

Oznaczmy: Q1 = o(f1),...,Qm = o(fm). Wielomiany Q1,...,Q,, naleza do Aj
i maja parami niestowarzyszone najwyzsze p-formy. Sa zatem, jak pokazalismy
powyzej, liniowo niezalezne nad k.

Wykazemy, ze wielomiany te generuja przestrzen As. Niech 0 # @Q € A;. Ist-
nieje wéwczas v € By takie, ze cX? = Q*, dla pewnego ¢ € k ~ {0}. Wybierzmy
sposréd @1, . .., Q. ten wielomian, ktérego najwyzsza forma jest stowarzyszona z
X", pomnézmy go przez ¢ i odejmijmy od Q. Otrzymujemy wielomian Ql taki,
ze Q/ € A; i deg Q/ < deg ). Powtarzajac te procedure obnizamy stopien kolej-
nych wielomianéw, otrzymujac ostatecznie zero. Wielomian ) jest wiec kombi-
nacja liniowa wielomianéw Q1, ..., Q,,. Wielomiany @, ..., Q,, tworza wiec baze

przestrzeni A;. Zatem |Bg| = m = dimy A = (3‘52). X

Lemat 13. Niech p = (p1,p2,p3) € R? bedzie takim punktem, Ze liczby p1, D2, p3
sg liniowo niezalezne nad Q. Niech o : k[X]| — k[X] bedzie automorfizmem i niech
Y = Ypo- Woweczas, dla kazdego wielomianu f € klx1] \ {0} istnieje wielomian
g € k[zy, x2] taki, Ze wektory v(f) i v(g) s¢ Q-niezaleine.

Dowdéd. Niech 0 # f € k[z1], niech a = ~(f) i oznaczmy przez B zbidr
v (k[z1, k2] ~ {0}). Zbiér B jest podzbiorem Z-modutu Z3. Niech M bedzie Z-
podmodutem w Z3 generowanym przez B. Poniewaz Z3 jest modutem noethero-
wskim, wiec Z-modul M jest skoriczenie generowany. Istnieje wiec skonczony
podzbiér {by,...,b.} zbioru B generujacy (nad Z) modul M.

Przypuéémy, ze zadany wielomian g € k[z1,x2] nie istnieje. Wowcezas dla
kazdego b € B istnieje liczba wymierna ¢, taka, ze b = t,a. W szczegdlnosci takie
liczby wymierne istnieja dla generatoréow by,...,b,. Niech m bedzie najmniejsza
wspolna wielokrotnodcia mianownikéw wszystkich liczb wymiernych tp,,...,t,.
Wtedy dla kazdego b € M, istnieje liczba calkowita z;, taka, ze b = z,(1/m)a.
Modut M jest wiec podmodutem cyklicznego modutu Zv, gdzie v = (1/m)a.

Zatézmy teraz, ze s € N. Rozwazmy zbiér B, = v (W, \ {0}), ktérym zaj-
mowali$my sie w lemacie 12 i rozwazmy nosniki wielomianéw o(z1) i o(z2). Niech
S = {0} U Sa(xl) U Sa(m2)~

Istnieje kula K(0,p) w R3 zawierajaca zbiér S. Wtedy zbiér B, zawarty jest
w kuli K(0,sp), a zatem By C K(0,sp) N Zv. Jest oczywiste, ze w kuli K (0, sp)
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jest co najwyzej 2smp punktéw nalezacych do Zv. Zatem |Bg| < 2smp. Z drugiej
jednak strony wiemy, na mocy lematu 12, ze |Bg| = (ng). Zatem

2 +2
5 < (°3%) = |Ba4| < 2smp,
a stad s < 4mp, co jest sprzeczne z dowolnoscia s € N. X

6. Dowdd twierdzenia 1. Mamy dany automorfizm o : k[X] — k[X].
Nalezy wykazaé, ze kazdy wierzchotek wieloscianu Newtona N(o(x;)), dla i =
1,2,3, ma co najmniej jedna zerowa wspoélrzedna. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy
i=1.

Niech o # 0 bedzie wierzcholkiem wieloscianu N(o(x1)). Jest oczywiste, ze ist-
nieje plaszczyzna w R? przechodzaca przez wierzcholek « i nie posiadajaca innych
(oprécz «) punktéw wspdlnych z N(o(x1)). Niech p = (p1, p2, p3) bedzie wektorem
kierunkowym tej plaszczyzny. Plaszczyzne mozna tak dobraé, ze liczby pi, p2, ps
sg liniowo niezalezne nad Q. Wowcezas deg, X jest albo najwigksza albo naj-
muiejszg liczbg w zbiorze wszystkich liczb postaci deg, X B gdzie B € So(zy)- La-
mieniajac ewentualnie p na —p mozemy zalozy¢, ze jest liczba najwieksza. Skladowa
p-jednorodna wielomianu o(z1) jest wtedy stowarzyszona z jednomianem X a za-
tem y(x1) = a, gdzie v = 7, » jest funkcja wprowadzona w poprzednim rozdziale.

Spelione sa zalozenia lematu 13. Na mocy tego lematu istnieje wielomian
g € k[x1, z2] taki, ze wektory oo = (1) 1 y(g) sa liniowo niezalezne nad Q. Niech
B=1(g)

Poniewaz z1 € k[z1] 1 g € k[x1,x2], wiec (patrz stwierdzenie 9) derywacja jako-
bianowa dy(;,)«,0(g)+ jest lokalnie nilpotentna. Stad wynika, Ze derywacja dxo xs
jest réwniez lokalnie nilpotentna. Wektory « i 8 sa liniowo niezalezne nad Q.
Stwierdzenie 11 implikuje wiec, ze przestrzen L(a, ) jest plaszczyzna osiowa w
R3. Zatem co najmniej jedna wspélrzedna wierzcholka o jest zerowa. To koriczy
dowdd twierdzenia. X
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On the Newton polytopes of polynomial automorphisms
in three variables

Summary. We present a proof of the following theorem of Hadas. If ¢ is an auto-
morphisms of the polynomial ring k[xy,z2, 23] (where k is a field of characteristic
zero), then every vertex of the Newton polytopes of o(x1), o(x2) and o(z3) has at
least one zero coordinate.
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