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DO CZTERNASTEGO PROBLEMU HILBERTA
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1 Wstep

Niech k bedzie ciatem. Niech k[X] = k[z1,...,z,] oraz k(X) = k(x1,...,2,)
beda odpowiednio piericieniem wielomianéw i cialem funkcji wymiernych nad k.
Zatézmy, ze L jest podcialem ciata k(X)) zawierajacym k i rozwazmy przekrdj L N
k[X]. Przekrdj ten jest podpierscieniem pierécienia k[X| zawierajacym cialo k.
Czternastym problemem Hilberta jest nastepujace pytanie.

Czy pierdcieri L N k[X] jest skoriczenie generowany nad k ?

W 1956 roku Nagata ([8], [9]) wykazal (konstruujac odpowiedni przyklad), ze
odpowiedZ na to pytanie moze by¢ negatywna. Liczba zmiennych w przyktadzie
Nagaty jest réwna n = 2r2, gdzie r > 4. Najmniejsza taka liczba jest n = 32.

Zalézmy teraz, ze d jest derywacja pierscienia k[X], tzn., d : k[X] — Ek[X]
jest k-liniowym odwzorowaniem takim, ze d(ab) = ad(b) + bd(a), dla wszystkich
a,b € k[X]. Niech k[X]? oznacza pierscier statych tej derywacji, tzn.:

k[X]* = {a € k[X]; d(a) = 0}.
Latwo sprawdzié¢, ze k[X]? = L N k[X], gdzie L jest cialem ulamkéw pierscienia

k[X]¢. Wystepujace tu cialo L jest oczywiscie podcialem ciata k(X) i zawiera k.
Mamy zatem szczegdlny przypadek czternastego problemu Hilberta:



Czy pierscien k[X]? jest skoticzenie generowany nad k ?

Jedli charakterystyka ciala k jest dodatnia, to wiadomo, ze odpowiedZ na to
pytanie jest pozytywna ([13]). Dalej zakladaé bedziemy, ze k jest cialem charak-
terystyki zero.

W 1988 roku udowodniono (w [13]), ze rozwazany pierscien k[X]¢ jest skoriczenie
generowany nad k w przypadku, gdy n < 3. Nastepnie Derksen [1] wykazal, ze
pierécien, wystepujacy we wspomnianym wyzej przykladzie Nagaty, jest postaci
k[X]%. Wrynika stad, ze (dla n > 32) istnieje derywacja pierscienia k[X], ktérej
pierdcien stalych nie jest skoriczenie generowany.

W 1990 roku P. Roberts [14] podal, dla n = 7, nowy kontrprzyklad do czter-
nastego problemu Hilberta. Roberts udowodnil, ze pieréciert stalych derywacji ¢
(pierscienia wielomianéw k[x,y, z, s, t, u,v]) okreslonej wzorem

_ .30 30 30 2,220
d=a"g; +y g + 25, + 7Y 275,

nie jest skonczenie generowany nad k. Dowodowi tego faktu poswigcona jest praca
[12]. Inne dowody znajdziemy w [2], [6], [4] (patrz réwniez [5], [7]). Derywacja §
jest lokalnie nilpotentna (tzn., ze dla kazdego f € k[X] istnieje liczba naturalna n
taka, ze 0" (f) = 0).

Z przedstawionych faktéw tatwo wynika, ze dla kazdego n > 7, istnieje derywa-
cja pierscienia k[X], ktérej pierscien stalych nie jest skoriczenie generowany nad k.
WspomnieliSmy o skoniczonej generowalnosci dla n < 3. Pozostaly zatem przypadki
n=4,n=2>5oraz n =6.

Ostatnio zaatakowano przypadek n = 6. W 1998 roku Gene Freudenburg
udowodnil:

Twierdzenie 1.1 ([4]). Pierscien statych derywacji A, pierscienia wielomiandw
klx,y, s, t,u,v], okreslonej wzorem

— 30 3,0 34 0 2,20
A =15 +ysg + Y tg, + 27y 5y
nie jest skonczenie generowany nad k.

Celem tego artykutu jest przedstawienie dowodu powyzszego twierdzenia. Po-
dany tutaj dowdd zostal opracowany na podstawie pracy Freudenburga [4].

2 Derywacja A i jej pierscien stalych

Niech B = k[z,y, s, t, u, v] bedzie pierscieniem wielomianéw nad cialem k& (cha-
rakterystyki zero) sze$ciu zmiennych z,y,s,t,u,v. Niech A : B — B bedzie
derywacja zdefiniowana w Twierdzeniu 1.1. Derywacja ta jest jednoznacznie wyz-
naczona przez rownosci

D(z) =0, D(y) =0,
D(s)=2%  D(t)=y’s, D)=y’  D(v)=a%>



Bez trudu stwierdzamy, ze derywacja A jest lokalnie nilpotentna.

Stosowaé bedziemy nastepujace oznaczenia:

A = B? = piericieni stalych derywacji A,

I = ideal w B generowany przez zmienne x i y,

O = k[s,t,u,v], pierdciei wielomianéw (zachodzi réwno$é¢ B = Olx, y]),
Q = 2300 3y20 ® 2?y?0O, modut wolny nad O o bazie {z3,y3, 22y?},

Modut Q jest podmodulem O-modutu B. Jest oczywiste, ze A(O) C Q.
Stwierdzenie 2.1 ([4]). ACk®I.

Przed dowodem tego stwierdzenia udowodnimy kilka lematow.
Lemat 2.2. A(I) N Q= {0}.

Dowdd. Oznaczmy przez M ideal w k[z,y| generowany przez x i y. Niech
g €. Wtedy g = > m;o;, gdzie m; € M, o; € O. Stad mamy:

Ag) =Y miA(o;) € > my (ac3(’) @20 x2y2(’)) - Zi+j>4 21 O.

Zatem A(g) € Q <= Q(g) =0, awiec A([)NQ ={0}. X

Lemat 2.3. k[s,2su —t2] N k[t,u] = k.

Dowéd. Oznaczmy: w = 2su — t2. Elementy s i w sa algebraicznie niezalezne
nad k. Mamy zatem dwa pierscienie wielomianéw k[s,w] i k[t,u], bedace pod-
pierscieniami pierscienia ks, ¢, u].

Niech f € k[s,w] Nk[t,u]. Wtedy

Fy(s)w? + -+ -+ Fi(s)w+ Fo(s) = f = Hy(u)t? + - - - + Hy(u)t + Ho(u),

gdzie Fy(s),..., Fo(s) € k[s], Hy(u) + ..., Ho(u) € k[u]. Wstawiajac u =0,t=0
otrzymujemy w = 0 i stad Fy(s) = Ho(0) € k, czyli

Fpy(s)w? + -+ Fi(s)w = Hy(u)t?! + - - - + Hyi (u)t + C(u)u,

gdzie C(u)u = Ho(u) — Ho(0). Wstawiajac teraz s = 01 ¢ = 0 stwierdzamy, ze
C(u)u = 0. Mamy zatem

(Fp(s)ywP™ ' + -+ Fi(s)) w = (Hg(u)t!™ " + - + Hy(u))

t.
Poniewaz zmienne w i ¢ sa wzglednie pierwsze, wiec Hy(u) = ... = H,(u) = 0 oraz

Fi(s)=...=Fy(s) =01istad f = Fo(s) = Hy(0) e k. K

Lemat 2.4. Niech d bedzie derywacjg pierscienia wielomiandw k[s,t,u] takg, ze
d(s) =0, d(t) = s id(u) =t. Wtedy k[s,t,u]? = k[s, 2su — t?].
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Dowdd. Jest to dobrze znany fakt. Patrz na przyktad [11] strona 71. X

Lemat 2.5. A N O=k.
Dowéd. Niech h € AN O. Wtedy

0=A(h) = m3% + y%% + y%% + nyg%
= Ghad 4 (s9h +15L) v + GhaPyt.

Poniewaz h € O wiec ostatnia suma nalezy do ). Zatem s% + t% =0, % =

0, % = 0. Stad, na mocy lematu 2.4, h nalezy do przekroju k[s, 2su — t?] N k[t, u],

ktory (patrz lemat 2.3) pokrywa si¢ z cialem k. Zatem h € k. K

Dowdéd Stwierdzenia 2.1. Niech f bedzie wielomianem nalezacym do A.
Wielomian ten mozemy przedstawi¢ w postaci f = g — h, gdzie g € I oraz h € O.
Wtedy 0 = A(f) = A(g) — A(h) i mamy:

A(h) = Alg) € A(I) N Q= {0}

(patrz Lemat 2.2). Zatem h € A, awiec h € ANO = k (Lemat 2.5) i stad f € IDk.
X

Zanotujmy teraz nastepne stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.6 ([4]). Dla kazdej liczby naturalnej m > 1 istniejg wielomiany
Bo, Bis -+ Bam—1 nalezgce do I* Nklx,y, s, t,u] takie, Ze wielomian

$U3m + ﬁ37n—1'U3m71 + -+ ﬁlvl + ﬁO
nalezy do pierscienia A.

Dowodem tego stwierdzenia zajmiemy sie pdzniej. Teraz, przy pomocy powyz-
szych faktéw, udowodnimy gléwny wynik.

Dowdéd Twierdzenia 1.1. Przypus$émy, ze pierscienn A jest skoriczenie genero-
wany nad k. Istnieja wtedy wielomiany fi,..., f, € A takie, ze A = Ek[f1,..., fn]
Mozemy zalozy¢, na mocy Stwierdzenia 2.1, ze wielomiany te naleza do ideatu I.
Rozwazmy pierscien B modulo I?. Jest jasne, ze

BmodI’=1-0®z-0dy-0.
W szezegdlnosci, dla kazdego i € {1,...,n}, istnieja elementy a;, b; € O takie, ze
fi = xa; +yb; (mod I?).

Oznaczmy przez r najwieksza z liczb degaz,...,dega,.
Niech teraz h bedzie dowolnym wielomianem nalezacym do A. Woéwczas h =
P(fi,..., fn), gdzie P = P(x1,...,2,) jest wielomianem n zmiennych nad cialem
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k. Zalézmy, ze czesé liniowa wielomianu P jest réwna L = cg 4+ 121 + -+ - + ¢y,
gdzie cg,c1,...,c, € k. Mamy wtedy:

h = P(fi,.... fa)

P(zay +yby,...,za, + yby,)

= L(zay +yby,...,xza, + yby,)

= co+x(cra; + -+ cpan) Fy(crby + -+ cpby)  (mod I2).

Zauwazmy, ze stopienn wielomianu ciaq+- - -4c¢,a, nie przewyzsza liczby r. Oznacza
to, ze kazdy wielomian nalezacy do A, rozpatrywany modulo I?, ma przy zmien-
nej = wspotezynnik (nalezacy do O) stopnia < r. Zwréémy uwage, ze omawiany
wspolczynnik jest jednoznacznie wyznaczony.

Spéjrzmy teraz na Stwierdzenie 2.6. Ze stwierdzenia tego wynika, ze dla kazdego
m > 1, istnieje h,, € A takie, ze

By = 0™ (mod I?)

(bowiem wielomiany Sy, ..., B3m—1, Wystepujace w tym stwierdzeniu, naleza do
I?). Zatem dla kazdej liczby naturalnej m zachodzi nieréwnosé 3m = deg v®™ < 7.
Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowdd Twierdzenia 1.1. X

Musimy jeszcze udowodnié¢ Stwierdzenie 2.6. Poswigcamy temu nastepne roz-
dziaty.

3 Derywacja D

Niech R = kla, b, s,t,u] bedzie pierscieniem wielomianéw nad k, pieciu zmien-
nych a,b, s, t,u. Oznaczmy przez D lokalnie nilpotentna derywacje pierécienia R
okreslona wzorem:

_ 0 [é) o)

Jezeli n jest liczba naturalng, to przez t, oznaczaé bedziemy wielomian z kfa, ]
zdefiniowany nastepujaco:

ab, gdyn=0 (mod 3),
t,=4¢ a, gdyn=1 (mod3),
b, gdy n=2 (mod 3).

Przy powyzszych oznaczeniach mozna udowodnié:

Twierdzenie 3.1 ([4]). Istnieje cigg (wy,), wielomiandw nalezgcych do R takich,
ze

(1) U/():]_, wy =8, wg =1,
(2) D(wy,) = thwp—1 dla wszystkich n € N oraz
(3) w, € aR+ bR dlan > 3.
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Dowodem tego twierdzenia zajmiemy sie p6zniej. Najpierw pokazemy jak, ko-
rzystajac z tego twierdzenia, mozna udowodni¢ Stwierdzenie 2.6.

Zanotujmy natychmiastowy
Whiosek 3.2. Jesli (w,,) jest ciggiem takim jak w Twierdzeniu 3.1, to
D* (wsm) = (ab)* w3 (m—s),

dla wszystkichm >1,0<i<m. X

4 Elementy stale derywacji lokalnie nilpotentnej

Zalézmy chwilowo, ze d jest niezerowa lokalnie nilpotentna derywacja pewnej
dziedziny B zawierajacej cialo k. Zalézmy ponadto, ze b € B jest takim elementem,
ze d(b) = 1. Dobrze wiadomo (patrz na przyklad [11] 63), ze wtedy kazdy element

postaci
Z;o:O % (_b)pdp (T)v

(gdzie r € B) nalezy do B?, pierécienia statych derywacji d.

Derywacja d moze jednak nie posiadaé¢ zadnego elementu b takiego, ze d(b) = 1.
Zalozyliémy, ze d # 0. Istnieje zatem zawsze element ¢ € B taki, ze d(c) # 0
i d?(c) = 0. Dla takiego elementu ¢ oznaczmy przez S podzbiér multyplikaty-
wny w B skladajacy sie¢ ze wszystkich poteg d(c)®, n > 0. Niech Bg bedzie
pierécieniem ulamkéw dziedziny B wzgledem systemu S i niech dg bedzie natu-
ralnym rozszerzeniem derywacji d do pierécienia Bg. Wéwczas dg jest derywacja
lokalnie nilpotentna speliajaca warunek dg(b) = 1 dla b = ¢/d(c) € Bgs. Stosujac
zatem powyzsze fakty dla derywacji dg i elementu b = ¢/d(c) stwierdzamy, ze kazdy
element postaci

w(r) =0 (5) @),

(gdzie r € B) nalezy do Bgs , pierscienia statych derywacji dg. Zanotujmy réwniez
oczywista réwnosé: Bgs N B = B

Dowéd Stwierdzenia 2.6. Wréémy teraz do poprzednich oznaczen. Niech
R =k[a,b, s, t,u], B =k[z,y,s,t,u,v]iniech D oraz A beda lokalnie nilpotentnymi
derywacjami wprowadzonymi w poprzednich rozdzialach. Zatézmy, ze

Wéwcezas R jest podpiericieniem pierscienia B i ograniczenie derywacji A do pier-
$cienia R pokrywa si¢ z derywacja D. Poniewaz A(v) = z2y? # 01 A%(v) = 0,
wiec zmienna v spelnia te same warunki co rozpatrywany powyzej element c. Zatem
kazdy element postaci

(1) = 2l o (=1 a2y 2P AP (r)u?,
(gdzie r € B) nalezy do pierécienia utamkéw pierscienia A = B2 wzgledem systemu
multyplikatywnego {A(v)™;n > 0}.
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Niech teraz m € N i niech r = xws,,, gdzie ws,, jest wielomianem takim, jak
w Twierdzeniu 3.1. Stwierdzamy woéwczas bez trudu (na mocy Twierdzenia 3.1 i
Whiosku 3.2), ze element
(—=1)*™(3m) 7 (2w3m)

jest wielomianem nalezacym do pierscienia A oraz, ze wielomian ten jest postaci
3m 3m—1 1
"™ + By 10 + -+ S + Bo,

gdZie /807 s 7/B3m—1 € ]C[I,y, 57tau]'

Wiemy ponadto (patrz Twierdzenie 3.1), ze jesli n > 3, to w, € aR + bR =
23R+1y3R. 7 tego wynika, ze wszystkie wielomiany postaci 3, naleza do ideatu I2.
W ten sposéb udowodniliémy Stwierdzenie 2.6. X

W powyzszym dowodzie wykorzystaliSmy Twierdzenie 3.1, ktérego jeszcze nie
udowodnilid$my. Zajmiemy sig¢ tym w nastepnym rozdziale.

5 Wiasnosci derywacji D

Powracamy do derywacji D pierscienia R = ka, b, s, t,u]. Przypomnijmy, ze D
jest lokalnie nilpotentna derywacja taka, ze

D(a)=0, D(b)=0, D(s)=a, D(t)=0bs, D(u)=bt.
Wprowadzamy Z3-gradacje w pierscieniu R przyjmujac:
dega = (1,0,0),  degb=(0,1,0),
degs = (1,0,1), degt = (1,1,2), degu = (1,2,3).
W szczegblnosci deg ts,, = (1,1,0), degtzm+1 = (1,0,0), deg iz, = (0,1,0), dla
wszystkich m > 0. Wzgledem takiej gradacji derywacja D jest jednorodna stopnia
(0,0,—1).

Zakladamy, ze czytelnik zna podstawowe pojecia i fakty dotyczace pierécieni z
gradacja oraz derywacji jednorodnych.

Jezeli n > 1, to przez §,, oznaczaé bedziemy element z Z" zdefiniowany wzorem
on = (0,0,n) + 377, degt;.

Przyjmujemy dodatkowo, ze §p = (0,0,0). Zauwazmy, ze dla wszystkich m > 0
zachodza réwnosci:

83m = (2m,2m,3m),
O3m+1 = (2m+1,2m,3m + 1),
Ogmy2 = (2m+1,2m+1,3m+ 2).

Pamietamy, ze musimy udowodni¢ jeszcze Twierdzenie 3.1. Udowodnimy wie-
cej. Pokazemy, ze mozna skonstruowaé¢ wielomiany postaci (wy,), o ktérych mowa
w Twierdzeniu 3.1, spelhiajace dodatkowe warunki. Udowodnimy nastepujace
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Twierdzenie 5.1 ([4]). Istnieje cigg (wy,), wielomiandw nalezgeych do R takich,
ze

)’UJOZI, wyp =S, ’lUQZt,

2) D(wy) = thwy—1 dla wszystkich n € N,

) wy, € aR+ bR dlan > 3,

4) wy, € aR, dla wszystkich n > 1 takich, ze n = 1 (mod 3), oraz

5) degw,, = d,, dla wszystkich n € N.

Przed dowodem wprowadzmy jeszcze pewne oznaczenia i udowodnimy dwa
lematy. Jesli p,q € {0,1,2}, to przez v(p,q) oznacza¢ bedziemy element nalezacy
do zbioru {1,a,b,b/a} zdefiniowany nastepujaca tabelka.
7(0,0)=11~(0,1)=b  |7(0,2)=b

7(150) =1|1(, 1) =1 7(172) -
F20) 1) = bal 122 =1

Rozwazaé bedziemy réwniez funkcje A : Ng x Ng — {1,a,b,b/a} okreslong wzorem
A(m,n) = v(m mod 3, m mod 3).
dla wszystkich m,n € Ng = {0,1,2,...}. Zwréémy uwage, ze jesli m = 2 (mod 3)
in=1(mod3), to A(m,n) =b/a. W pozostatych przypadkach A(m,n) nalezy do
kla, b].
Lemat 5.2. Jesli 1 < i< m, to:
tm—iA(m, i) = tmA(m — 1,4)  oraz t;A(m,i) =t A(m—1,i—1).

Dowdéd. Niechm =0 (mod3), i = 0 (mod 3). Wtedy ¢,,—;A(m, i) = aby(0,0) =
ab, tmA(m — 1,i) = aby(2,0) = ab, wigc ty—_iA(m,i) = tyA(m — 1,4). Ponadto
tiA(m,i) = aby(0,0) = ab, t,A(m — 1,4 — 1) = aby(2,2) = ab, czyli t;A(m,i) =

tmA(m —1,i—1). W podobny sposéb sprawdzamy wszystkie pozostale przypadki.
X

Lemat 5.3. Niech n > 3. Zatozmy, ze wg = 1,w1,...,w, jest ciggiem jednorod-
nych wielomianow z pierscienia R spelniajgcym nastepujgce wtasnosci.

(a) degwy, = 0y dlam=1,...,n

() D(wp,) = tmwm—1 dlam=1,...,m, oraz

(¢) wm € aR, dla wszystkich 1 < m < n takich, ze m = 1 (mod 3).

Oznaczmy: ’g(m,z) = g(m,m—i) = A(m, D) wiwm—;

U

dla wszystkich m,i takich, Ze 3 < m < n, 0 < i < m/2. Zachodzg wiwczas
nastepujgce wtasnosci.

(A1) &m,i) jest zawsze wielomianem naleZgcym do aR + bR.

(A2) Jedlii>1, m=1(mod3), to {,,) € aRk.

(A3) &(m,s) Jest wielomianem jednorodnym stopnia 0

(A4) D ( ) =tm (E(m,l’i) + §(m,1’i,1)), dla wszystkz'ch m>=4,1<i<m.
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Dowdd. Sprawdzamy to bez trudu rozpatrujac wszystkie przypadki w za-
leznosci od reszt z dzielenia przez 3 liczb m oraz i. W dowodzie wiasnosci (Ay4)
wykorzystujemy Lemat 5.2. X

Dowdéd Twierdzenia 5.1. Wielomiany w, skonstruujemy indukcyjnie w

szescioelementowych blokach. Najpierw okredlamy wielomiany wq, ws, ..., ws.
w; = S,
Wy = t,
ws = au,
wy = aus— (1/2)at?,
ws = (3/5)bus® — (3/10)sbt? — (1/5)atu,
we = (1/7)(2bwiws + bwawy — wi),
wry = (1/7)(2awaws — wawy).

Wielomiany te speliaja zadane warunki.
Zalézmy teraz, ze wielomiany wy, wa, . .., Wem—s, gdzie m > 2, zostaly juz skon-
struowane. Skonstruujemy wielomiany

Wem—4, Wem—2, Wem—3, Wem—1, Wem+1, Wem;

w takiej kolejnosci, jak je teraz wypisaliSmy.

Wielomian ten definiujemy wzorem:
(45) Wn = &1y —Em2) F €)=+ (1) ms—1) + 3(=1)"Ems),

gdzie n = 6m — 4, s = 5 = 3m — 2. Latwo sprawdza sig, Ze spelnione sa wszystkie
warunki od (1) do (5). Wykorzystujemy w tym celu Lemat 5.3. W dowodzie
warunku (2) korzystamy z wilasnosci (A4) oraz z oczywistej réwnosci: {(,—1,5) =
g(n—l,s—1)~

Niech n = 6m — 2, s = § = 3m — 1. W tym przypadku mamy
zdefiniowane juz wielomiany &, ;) dla i = 2,3,...,s i z tatwosciag sprawdzamy,
ze wszystkie te wielomiany naleza do aR. Wielomian w,, ktérego teraz chcemy
skonstruowaé, bedzie mial postac

(AG) Wy, = 015(77,,2) + 02§(n,3) +o C572£(n,s—1) + csflg(n,s)a
gdzie ¢1,...,cs—1 sa pewnymi liczbami wymiernymi. Dzialajac na réwnosé (Ag)

derywacja D otrzymujemy (dzigki wlasnosci (Ay)):

o D(wn) = c1€m-1,1) + (1 + 2)€m-12) + (c2 + 3)€n—-1,3)
(47) ot
(05—2 + cs—l)§(n—1,s—1) + Cs—lg(n—l,s)'
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Drzialajac na t¢ réwnos¢ jeszeze raz derywacja D i korzystajac z réwnosci §(,—2,5) =
&(n—?,s—l)v Otrzymujemy:

(tntn—1)"'D(wyp) = crwp—2+ (2¢1 + c2)€(n—2.1)
+(c1 4+ 2¢o + €3)€m—2,2) + (c2 + 2¢3 + c4)E(n—2,3)
J’_ [P
H(cs—a+2¢s 3+ cs—2)€(n—2,5-3)
H(cs—3 +2cs—2 +2¢5-1)8(n-2,5—2)
+(cs—2 4+ 2¢5-1)€m—2,5-1)-

Pojawil sie wielomian w,_o, ktéry jest juz nam znany. Zamieniajac w,_o suma
(naprzemienng) podana w (As) dochodzimy do uktadu réwnan liniowych postaci
Ac =y, gdzie

1 T
c= (Cla <. ~7Cs—1)T7 Yy = <1a 717 ]-7 RN (71)8717 2(]‘)3)

oraz A jest (s—1) x (s—1) macierzg o wymiernych wspétczynnikach. Obliczamy bez
trudu, ze wyznacznik tej macierzy jest niezerowy. Wyznacznik ten jest réwny (n —
1). Ac = y jest zatem uktadem Cramera. Mamy wigc wymierne liczby c¢1,...,cs_1,
ktére (przy pomocy (Ag)) wyznaczaja wielomian w,. Zanotujmy, ze ¢; = (n —
3)(n—1)"1 ca =1—3cy, c3 = —1 — 2¢9, itd. Latwo pokazaé, ze

(Ag) c1 >0, ca<0, c5>0, ....

Jest jasne, ze wielomian ten spelnia wszystkie warunki od (1) do (5), ale bez
warunku (2). Warunku (2) nie mozemy sprawdzié, gdyz nie mamy jeszcze wielo-
mianu wy,_1.

Niech n bedzie takie, jak poprzednio, tzn. n = 6m — 2. Wtedy
6m — 3 = n — 1. Z poprzedniej konstrukcji wielomianu w,, wiemy, ze a | wy,.
Poniewaz D(a) = 0, wiec stad wynika, ze wielomian a dzieli wielomian D(wy,).
Definiujemy w,,_1 przyjmujac

wn_1 = a D(w,).

Mamy wéwezas réwnoéé (2) dla wielomianu w,,, tzn. D(w,,) = t,w,—_1. Poniewaz
D2(w,) = a?bw,_o, wiec D(w,_1) = abw,_o = t,_1w,_o. Zauwazmy ponadto
(patrz (A7)), ze wielomian w,_1 jest kombinacja liniowg nad Q pewnych wielo-
mianéw postaci &(,,, ;). Wnioskujemy stad (na mocy (A1)), ze w,—1 € aR + bR.

Teraz przyjmujemy: n = 6m — 1, s = 251 = 3m — 1. Wielomian wy,,
ktorego chcemy skonstruowac, bedzie miat postac:

(Ag) Wy, = d1(n,1) + d2&(n,2) + -+ ds&(ns)
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gdzie dy, . ..,ds sa pewnymi liczbami wymiernymi. Dzialajac na powyzsza réwnosé
derywacja D i zamieniajac wielomian w,_; réwnoscia (A4g) dochodzimy do ukladu
réwnani liniowych Bd = ¢/, gdzie

0/2(07617"'7C871)T7 y:(d17d27"';d8)T

oraz B jest s x s macierza postaci

1 10 0 0 0
110 0 0
o 0 1 1 0 0
B=| .
Csa 00 0 ... 1 1
51 00 0 ... 0 1|

Wyznacznik tej macierzy jest réwny 1 — Zf;ll(—l)i+1ci7 a wigc na mocy (Ag) jest

rézny od zera. Mamy zatem wielomian w,,, okreslony réwnoscia (Ag). Wielomian
ten speklia oczywiscie wszystkie warunki od (1) do (5). Ponadto, tatwo wykazad,
ze

(AIO) d1>0, do <0, d3 >0, ....

Teraz zakladamy, ze n = 6m + 1 oraz s = 251 = 3m. Mamy juz zdefi-
niowane wielomiany &, 2), §(n,3)s - -+, §(n,s) 1 bez trudu sprawdzamy, ze wszystkie

te wielomiany naleza do aR. Szukamy wielomianu w,, w postaci

(All) Wy = e1€(n,2) + e2§(n,3) + 4+ esflg(n,s)v

gdzie e1,...,e5s_1 sa liczbami wymiernymi. Dzialajac na powyzsza rownosé¢ dwu-
krotnie derywacja D i stosujac réwnosé¢ (Ag) dochodzimy (dzigki (A4)) do ukiadu
réwnan liniowych postaci Ee = d, w ktérym

62(617'“76371):’17 y:(dlaan"wdsfl)T

oraz E jest (s — 1) x (s — 1) macierza postaci

[di+2 1 0 0 0 0000
dy+1 2 1 0 0 0000
ds 1 2 1 0 0000
dy 01 21 0000
E= : .
des 0000 ... 1210
dey 0000 ... 01 21
| dey 0000 ... 00 1 3|

WykorzystaliSmy oczywista rownos¢ §,—2,s) = n—2,s—1)- Wyznacznik macierzy
E jest réwny
(n—2)+ 352 (n = 2i — 2)d;.
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Dzigki (A1g) stwierdzamy szybko, ze wyznacznik ten jest rézny od zera. Mamy
zatem wielomian w,. Jest jasne, ze wielomian ten spelnia wszystkie warunki od
(1) do (5), ale bez warunku (2). Warunku (2) nie mozemy sprawdzi¢, gdyz nie
mamy jeszcze wielomianu w,, 1.

Niech n bedzie takie, jak poprzednio, tzn. n = 6m + 1. Wtedy 6m =
n — 1. 7 poprzedniej konstrukcji wielomianu w,, wiemy, ze a | w,. Poniewaz
D(a) = 0, wiec stad wynika, ze wielomian a dzieli wielomian D(w,). Definiujemy
Wp—1 Przyjmujac

wn_1 = a D(wy,).

Mamy woéwczas réwnosé (2) dla wielomianu wy,, tzn. D(w,) = t,w,—1. Bez
trudu sprawdzamy (podobnie jak to bylo z wielomianem wg,,—_3), ze spetlnione sa
wszystkie warunki od (1) do (5). To konczy dowdd Twierdzenia 5.1. X

W ten sposéb udowodniliémy wszystkie fakty, z ktérych korzystaliémy w dowo-
dzie Twierdzenia 1.1.

Uwaga 5.4 ([4]). Pierscieni stalych powyzszej derywacji D jest skoriczenie ge-
nerowany nad k. Mozna udowodnié, korzystajac ze znanego algorytmu van den
Essena [3] (patrz [11]), Ze piescien RP jest generowany przez 5 nastepujacych wielo-
mianéw:

a, b, 2awy — bw?, 3aws — Jabwiwy + wa‘;’, 10bwws — 16bwowy + 9w§.

6 Przyklad Robertsa

Niech B; = k[xz,y, z, s,t,u, v] bedzie pierscieniem wielomianéw nad k siedmiu
zmiennych. Ustalamy gradacje na By taka, ze zmienne z,y, 2z maja stopien 0, a
pozostate zmienne, s,¢,u i v, maja stopien 1. Rozwazmy derywacje ¢ : By — By
okreslona réwnosciami:

6(x) =0, d(y) =0, 6(z) =0,
5(s) = a3, 5(t) =2, S(u) = 23, S(v) = x%y%22%.
Derywacja ta jest lokalnie nilpotentna derywacja jednorodna stopnia —1.

W 1990 roku P. Roberts [14] udowodnik:

Twierdzenie 6.1. Pierscien stalych derywacji 0 nie jest skoriczenie generowany
nad k.

Dowdd tego twierdzenia jest dlugi. W opracowaniu [12] zajmuje przeszlo 20 stron,
z ktérych wiekszodé (wszystkie strony oprécz dwéch) przeznaczono na dowdd na-
stepujacego stwierdzenia.

Stwierdzenie 6.2 ([14] Lemma 3). Dla kazdego n > 0 istnieje jednorodny wie-
lomian, nalezgcy do pierscienia statych BS, w ktérym wystepuje jednomian o™ ze
wspotczynnikiem rownym 1.
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Gene Freudenburg w omawianej pracy [4] podaje krétki dowéd Stwierdzenia
6.2, oparty na Stwierdzeniu 2.6. Przedstawiamy teraz ten dowdd.

Dowéd Freudenburga. Niech hy, ho i hg beda wielomianami z k[z, y, z, s, t, u]
zdefiniowanymi nastepujaco:

h1 S,
hy = %(z3st +y3su — 23tu),
hs %(yﬁstﬂ + 20st? + 323 stu — 23y3tu? — x3z3ut2).

Sprawdzamy bez trudu, ze wielomiany te speliaja réwnosci:
(5(h3) = ygzghg, 5(h2) = y323h1, (S(hl) = 1'3.
Definiujemy teraz homomorfizm ¢ : B = k[z,y, s,t,u,v] — By przyjmujac:

o)==, ¢(y)=yz, @(s)=hi, @t)=nh, @) =hs, @) =u.

Homomorfizm ten, jak tatwo sprawdzié, spelia réwnoséé dp = pA. Zatem ¢(A) C
B2, gdzie A = BA.

Wykazalismy (patrz Stwierdzenie 2.6), ze dla kazdego m > 1 istnieja wielomiany
B3m—1,- - - B0 nalezace do k[, y, s,t,u| takie, ze wielomian xv3™ + B3, 1031 +
-+« + Bp nalezy do pierécienia A. W dowodzie wykorzystaliSmy posta¢ wielomi-
anu 7(zwsy,). Powtarzajac to samo dla wielomianéw mw(xwsm+1) 1 m(2Wsm42)
stwierdzamy, ze dla kazdej liczby n > 1 istnieja wielomiany So,..
Bn_1 € k[z,y, s, t,u] takie, ze wielomian

*

U™+ B 10" 4 4 Brot 4 By

nalezy do A. Dzialajac teraz na powyzszy wielomian homomorfizmem ¢ otrzymu-
jemy wielomian z By, nalezacy do pierscienia statych derywacji d, ktéry posiada jed-
nomian xv™ ze wspdlczynnikiem réwnym jeden. Rozwazmy skladowa jednorodna
stopnia n tego wielomianu. Poniewaz derywacja d jest jednorodna, skladowa ta
nalezy do pierscienia stalych i oczywiscie zawiera zv™. X
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Freudenburg’s counterexample to the fourteenth problem
of Hilbert

Summary. Let B = k[, y, s, t,u,v] be the polynomial ring in six variables over a
field k of characteristic zero and let A : B — B be the derivation of B defined by
the equalities:

D(z) = D(y) =0, D(s) =2®, D(t)=y>s, D(u) = y*, D(v) = 2y°.

Tt is known (Gene Freudenburg 1998) that the ring of constants with respect to A
is not finitely genereted over k. In the paper a proof of this fact is given.
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