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DO CZTERNASTEGO PROBLEMU HILBERTA
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1 Wstep
Niech K bedzie cialem, i niech K[X] = Klzi,...,2,] oraz K(X) =
K(z1,...,2,) beda odpowiednio pierécieniem wielomianéw i cialem funkcji wy-

miernych nad K. Zalézmy, ze L jest podcialem ciala K(X) zawierajacym K i
rozwazmy pierscien R = L N K[X]. Pierscieri ten jest podpierécieniem pierscienia
K[X] zawierajacym K. Czternastym problemem Hilberta jest nastepujace pytanie.

Pytanie 1.1. Czy pierscient R jest skoriczenie generowany nad K ¢

W 1956 roku Nagata ([6], [7]) wykazal (konstruujac odpowiedni przyklad), ze
odpowiedZ na to pytanie moze by¢ negatywna. Liczba zmiennych w przykladzie
Nagaty jest réwna n = 2r%, gdzie r > 4. Najmniejsza taka liczba jest n = 32.

Zalézmy teraz, ze d jest K-derywacja pierscienia K[X], tzn., d : K[X] — K[X]
jest K-liniowym odwzorowaniem takim, ze d(ab) = ad(b) + bd(a), dla wszystkich
a,b € K[X]. Niech K[X]¢ oznacza pierscier statych tej derywacji, tzn.:

K[X] = {a € K[X]; d(a) = 0}.

Latwo sprawdzi¢, ze K[X]? = L N K[X], gdzie L jest cialem ulamkéw pierscienia
K[X]?. Wystepujace tu ciato L jest oczywicie podciatem ciata K(X) i zawiera K.
Mamy zatem szczegdlny przypadek czternastego problemu Hilberta:
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Pytanie 1.2. Czy pierscien K[X]? jest skoriczenie generowany nad K ¢

Jedli charakterystyka ciala K jest dodatnia, to nie jest trudno wykazaé, ze
odpowiedZ na to pytanie jest pozytywna ([10]). Zaklézmy dalej, ze K jest cialem
charakterystyki zero.

W 1988 roku udowodniono (w [10]), Ze rozwazany pierscienn K[X]? jest skonicze-
nie generowany nad K w przypadku, gdy n < 3. Nastepnie Derksen [1] wykazal,
ze pierscien, wystepujacy we wspomnianym wyzej przykladzie Nagaty, jest postaci
K[X]?. Wynika stad, ze (dlan > 32) istnieje K-derywacja pierécienia K|[X], ktérej
pierscien stalych nie jest skoriczenie generowany.

W 1990 roku Roberts [11] podal, dla n = 7, nowy kontrprzyklad do czter-
nastego problemu Hilberta. Pézniej okazalo sie (patrz [8] lub [9]), ze piersciert
wystepujacy w kontrprzykladzie Robertsa jest pierécieniem stalych pewnej K-
derywacji D, pierscienia wielomianéw (nad K) siedmiu zmiennych. Deveney i
Finston [2], w 1994 roku, opisali derywacje D i podali inny dowdd nieskoriczonej
generowalnosci jej pierscienia statych.

Z tych faktéw wynika, ze dla kazdego n > 7, istnieje K-derywacja pierscienia
k[X], ktérej pierdcien stalych nie jest skonczenie generowany nad K. Pozostal
nastepujacy otwarty problem.

Pytanie 1.3. Niech d bedzie K-derywacjg pierscienia wielomiandw K[X] =
Klzy,...,1,)], gdzie 4 < n < 6. Czy piersciern K[X]? jest skoriczenie generowany
nad K ¢

W niniejszej pracy badamy dokladnie wspomniang derywacje D (podang przez
Deveneya i Finstona) i wykazujemy, ze jej pierscieni stalych nie jest skoriczenie
generowany. Dowdd, ktéry przedstawiamy, zostal opracowany na podstawie pracy
Robertsa [11].

2 Derywacja D i jej wlasnosci

Przez caly czas K jest ustalonym cialem charakterystyki zero oraz R = K|z, y, 2]
jest pierscieniem wielomianéw nad K trzech zmiennych x,vy, z. Ponadto,

A = R[s,t,u,v] = K[z,y, 2,8, t,u, V]

jest pierécieniem wielomianéw nad K siedmiu zmiennych z,y, z,s,t,u,v. Usta-
lamy gradacje na A taka, ze zmienne z,y, z maja stopieri 0, a pozostale zmienne,
s,t,u i v, maja stopien 1. Przez A, dla n € Ny, oznaczamy grupe wszystkich
wielomianéw jednorodnych stopnia n. W szczegdlnosci Ag = R oraz kazde A, jest
grupa wszystkich zwyktych wielomianéw jednorodnych nad R zmiennych s,t,u i v.

Zajmowac sig¢ bedziemy K-derywacja D : A — A zdefiniowang réwnosciami:
D(z) =0, D(y) =0, D(z) =0,
D(s)=2% D)=y’  D(u)=z°  D(v)=a’y*?
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tzn., derywacja D ma postac:
D=a2 432 4230 4 322,20

Pierscient stalych tej derywacji oznaczamy, tak jak zwykle, przez AP. Jest oczy-
wiste, ze D jest R-derywacja (tzn. D(R) = 0) oraz, ze D jest derywacja lokalnie
nilpotentna. Ponadto:

Stwierdzenie 2.1. D(A,) C A,y dlan €N.

Dowéd. Wystarczy sprawdzié¢ to dla jednomianéw. Niech w = s%tPucv?, gdzie
a,b,c,d € Ng, a+b+c+d=mn. Wtedy

D(w) = az®s* 1 tPuv? + by st uv? + 235 Pu o + d(zyz)? s tPucvd L.

Widzimy, ze D(w) jest suma czterech jednomianéw (nad R), z ktérych kazdy nalezy
do An—l- X

Przez (x,y, z) oznaczamy ideal w R generowany przez zmienne z, y i z.
Stwierdzenie 2.2 ([11] Lemma 2). A, NAP C (z,y,2)A,, dlan > 1.

Dowéd. Niech F bedzie wielomianem nalezacym do A, N AP, n > 1. Wielo-
mian ten (poniewaz nalezy do A,) jest postaci

F = Z Fapeq - s“tPuc0v?,
a-+b+c+d=n

gdzie elementy Fyp.q naleza do pierscienia R. Nalezy wykazaé, ze wszystkie ele-
menty postaci Fypeq naleza do ideatu (z,y, z). Przypusémy, ze tak nie jest.
Przypusémy, ze pewien element o = Fypcq nie nalezy do (z,y, z). Wowczas

a=Fypeq=0a +r, gdzie o € (v,y,2) oraz 0#7r € K.

Poniewaz a+b+c+d =n > 1, wiec co najmniej jedna z liczb a, b, ¢, d jest wieksza
od zera.

Zalézmy, ze a > 0. Jednomian as®*t’ucv? wystepuje w sposéb istotny w wielo-
mianie F. Zatem w wielomianie D(F') wystepuje jednomian postaci

ms® 1Puco?,  gdzie m € R.

Zbadajmy wszystkie jednomiany tej postaci w D(F'). Takie jednomiany otrzymu-
jemy z tych jednomianéw wystepujacych w F', ktére sa postaci:

asatbucvd) Bsa—ltb+1ucvd, ,ysa—ltbuc—i-lvd, 68a—1tbucvd+17

gdzie o, 3,7, € R, przy czym a = o 4+ r. ZalozyliSmy, ze D(F) = 0. Oznacza to,
ze wspolezynnik z R, wystepujacy w D(F) przy s*~1tPucv?, musi byé réwny zero.
Stad otrzymujemy réwnosc:

aa’ +7)2® + (b +1)By” + (c+ 1)yz" + (d + 1)da’y?2* = 0.
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z ktérej wynika sprzecznosé: wielomian x® nalezy do idealu w R generowanego
przez wielomiany

4

X", .’£3y, 1’3

2, 3, 23, 22yt
Sprzecznosé te otrzymalidémy przy zalozeniu, ze a > 0. Do podobnych sprzecznosci
dochodzimy w przypadkach, gdy b > 0lubc¢>01lubd > 0. X

Stwierdzenie 2.3 ([11] Lemma 3). Dla kazdego n > 0 istnieje jednorodny wie-
lomian F,, nalegcy do A, N AP, w ktérym wystepuje jednomian xv™ ze wspol-
czynnikiem réwnym 1.

Dowodem tego stwierdzenia zajmiemy sie pézniej. Teraz, przy pomocy tego
stwierdzenia, udowodnimy gléwny wynik:

Twierdzenie 2.4 ([11]). Pierscieri AP nie jest skoriczenie generowany nad K.

Dowéd. Przypusémy, ze pierscien AP jest skoriczenie generowany nad K.
Derywacja D jest jednorodna (Stwierdzenie 2.1), istnieje wiec skoriczony zbidr
generatoréw, z ktorych kazdy jest wielomianem jednorodnym. Niech m bedzie
maksymalnym stopniem sposréd stopni wszystkich generatoréow. Rozwazmy liczbe
naturalna n wicksza od m. Wiemy ze Stwierdzenia 2.3, ze do AP nalezy wielo-
mian jednorodny F' = Fj,, stopnia n, w ktérym wystepuje jednomian xv™ ze
wspolczynnikiem rownym 1. Wielomian ten jest wiec suma iloczynow generatoréow
ze wspélczynnikami z ciala K. Poniewaz n > m, wiec zaden z wystepujacych
iloczynow nie moze sktadac sig z tylko jednego czynnika. Kazdy iloczyn ma wigc co
najmniej dwa czynniki, nalezy wiec (na mocy Stwierdzenia 2.2) do (z, vy, 2)%A,,. Za-
tem F € (z,y, 2)%A,, i w szczegdlnosci xv™ € (z,y, 2)%A,,. Stad wynika sprzecznosé:
zmienna r nalezy do ideatu (,y, 2)?. X

Musimy jeszcze udowodnié Stwierdzenie 2.3.

3 Uwagi i fakty przygotowawcze

Zmierzamy do wykazania, ze dla kazdego n > 0 istnieje wielomian F), nalezacy
do A, N AP, w ktérym wystepuje jednomian zv™ ze wspélezynnikiem réwnym 1.
Niech n € Ny. Zalézmy, ze wielomian F,, (ktérego szukamy) ma postaé

F, = F(n,0)00" + F(n,1)v" ' + F(n,2)v" % 4+ --- + F(n,n — 1)v' + F(n,n),

gdzie F'(n,0), F(n,1),...,F(n,n) sa wielomianami jednorodnymi nalezacymi do
RJ[s,t,u] (nie ma zmiennej v), ktérych stopnie sa odpowiednio réwne 0,1,...,n.
Ponadto, F'(n,0) = .

Stwierdzenie 3.1. Przy powyzszych oznaczeniach nastepujgce dwa warunki sq
rownowazne.

(1) D(Fy) =0,
(2) D(F(n,i)) = —(n—i+ 1)F(n,i — 1)(2yz)?, dlai=1,2,...,n.
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. Wynika to z nastepujacego ciagu réwnosci:

D(Fy)

D (S0 F(n, o)
" oD (F(n,i)o"™)
Yo (D(F(n,i))v™™%) + (n — i) F(n, i) (zyz)?v" 1)
Yo D(F(n,i)om ™ 4+ 31 ((n— i) F(n,i)(zyz)?v" !

—ny?22s,

+(5) (z?yztst + a?yzsu — aPyztu),

— () (z*20st? + 2ty 23 stu + atySsu? — 2723 %u — 2Ty tu?),

+(Z) (39?2822 — 2239° 2% % tu + a3y 22 s%u? + 2209220 st
+225y5 22 stu? — 32992 2%t2u?),

— (g) (3x2y*2196312 — 622y 2" s3tu + 322y 024 s3u? — 22592105243
+2209% 27 5220 4 225y T 24 % tu? — 225y10 21 2w + 4aBy 2 stPu
—3x8ytatst?u? + 4aby zstu® — 22y 3u? — 201yt t?u3).

X

7Z przykladu tego otrzymujemy poszukiwane wielomiany F,, dlan =0, 1, 2, 3,
4, 5. Zanotujmy te wielomiany dla n =0, 1,2, 3.

Przyklad 3.3.

F =
o=
F, =
Fy =

x?

vl — y?22%s,

2v? — 2922250 + 22yt st + 22ytzsu — 2Oyztu,

xv® — 3y?22sv? + 3(xyztst + 22ytzsu — 2Pyztu)v

—(2%20%st% + 2323 stu + atyPsu? — 27232 — 2TyPtu?). X

4 Jednomiany dopuszczalne

Wszystkie jednomiany wystepujace w wielomianie F,, (obserwujemy to dla n =

0,1,...

,5) maja pewna wspélnag wlasnosé. Jesli G jest takim jednomianem, to
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wielomian D™(G) jest réwny D"™(zv™) (z dokladnosdciag do wspélezynnika z ciata
K).

Przyklad 4.1.
(1) D (av') = D (y*2%s) = 2°y?2%,

(2) D?(2v?) = D?(y?2%sv) = D*(a?yzist) = D?*(2%y*zsu) = D?*(aPyztu) =
2$5y424,

(3) D3(zv?®) = D3(y?22sv?) = D3(22yztstv) = D3 (2?y*zsuv) = ... = 627y025.
X

Zauwazmy (patrz Stwierdzenie 2.1), ze jesli G € A,,, to D"(G) € R. Nastepne
stwierdzenie podaje doktadniejsze informacje.

Stwierdzenie 4.2. Jeslia+b+c+d=n, to

Dn (Satbuc’l}d) — n] . x3a+2dy3b+2dz3c+2d

Dowéd. Z wzoru Leibniza wiemy, ze

D (s*uv?) = Y (i,5,p,¢)D'(s*) DY (1) DP (u) D (v*),
i+j+ptg=n
o (G4 _ (i+j+p+q)! : ; : Terrie o ifqay — ;
gdzie (i,7,p,q) = Tl gl Stwierdzenie 2.1 implikuje, ze D*(s*) = 0 dla ¢ > a.
Analogicznie D’(t*) = 0 dla j > b, DP(u®) = 0 dla p > ¢, DI(v?) = 0 dla q > d.
Jest ponadto oczywiste, ze D%(s?) = al! - 232, D*(t?) = bl - y3°, D¢(u€) = ¢! - 23,
Di(v?) = d! - (zyz)??. Mamy zatem

D"(s%uv?) = {a,b,c,d)D*(s*)D(t*) D¢(u¢) D (v?)
= {a,b,c,d)-al-bl-c!-d! - 239323 (zyz2)?

x3a+2dy3b+2d230+2d. X

d
= n!-
Whiosek 4.3. Niech a,b,c,d,i,j,k € Ng. Jesli a+b+c+d=n, to

Dn (Iiyjzksatbucvd) _ n; . I3a+2d+iy3b+2d+j235+2d+k' IX
Whiosek 4.4. D" (zv") = n! - x27H1y2nz2n X

Niech 14, j, k, a,b, c,d beda nieujemnymi liczbami catkowitymi. Zalézmy, ze a +
b+c+d=n
i rozwazmy jednomian
G = (z'y 2F) s tPuco?.

Jest to jednomian nalezacy do A,,.
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Definicja 4.5. Moéwimy, ze powyzszy jednomian G jest dopuszczalnym jednomia-
nem stopnia n, jesli

Dn(G) — Dn((I}Un> — n' . x2n+1y2n22n.

Stwierdzenie 4.6. Jednomian G = (x'y/2F)s%Pucv? stopnia n  (gdzie
i,j,k,a,b,e,d € Ng oraza+b+c+d=mn) jest dopuszczalny witedy i tylko wtedy,
gdy

(41) a <[22, b< [22], < [%], (gdziem=n—d=a+b+c),

oraz
(4.2) i=2m+1—-3a, j=2m-—3b, k=2m—3c.

Przez [x] oznaczamy cze$é catkowitq liczby x.

Dowéd. 7Z Whniosku 4.3 wynika, ze jednomian G jest dopuszczalny wtedy i
tylko wtedy, gdy

m3a+2d+iy3b+2d+jz3c+2d+k — z2n+1y2n22n.

Stad otrzymujemy trzy réwnosci:
3a+2d+i=2n+1, 3b+2d+j=2n, 3c+2d+k=2n,
czyli:
i=2n—a—-d)—a+1, j=2(n—-b—-d)—b, k=2(n—c—d)—c
Wiemy, ze a + b+ c+d =n. Zatem:
i=20b+c)—a+1, j=2(a+c)—b k=2(a+b)—c

i stad, po uzwglednieniu réwnosci a + b+ ¢ = m = n — d, otrzymujemy réwnosci
(4.2):
i=2m+1—3a, j=2m-—3b, k=2m-—3c

Poniewaz i, j, k sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, wiec: 2m+1 > 3a, 2m > 3b,
2m > 3¢, a zatem mamy nieréwnosci (4.1):

2m+1 2 2
o< [2R] o< [F] e<[F]
Wykazalismy wigc, ze jesli G jest dopuszczalnym jednomianem stopnia n, to za-
chodza warunki (4.1) i (4.2). Widzimy, na mocy powyzszych rachunkéw, ze za-
chodzi réwniez implikacja w przeciwnym kierunku. X

Ze stwierdzenia tego wynika, ze dopuszczalny jednomian G (stopnia n) jest
jednoznacznie wyznaczony przez liczby calkowite a, b, c. Zanotujmy to dokladniej:
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Stwierdzenie 4.7. Niech n € N. Niech (a,b,c) bedzie trdjkg nieujemnych liczb
catkowitych spetniajgcych nieréwnosci

o< [BR], b<[BR], e[,
gdzie m = a+ b+ c < n. Istnieje wtedy doktadnie jeden dopuszczalny jednomian G
stopnia n, ktorego wyktandniki przy zmiennych s,t,u s¢ odpowiednio réwne a,b, c.
Jednomian ten jest rowny

(xiyjzk)satbucvn—m’
gdziei=2m+1—3a, j=2m—3b, k=2m—3c. X

Zauwazmy jeszcze, ze (na mocy powyzszych stwierdzen) liczby calkowite i, j, k,
wystepujace w dopuszczalnym jednomianie nie zalezg od d (czyli od wykladnika
przy zmiennej v). Zalezg one tylko od liczb a,b, c. Stad wynikaja, w szczegdlnosei,
nastepujace dwa stwierdzenia.

Stwierdzenie 4.8. Jesli G jest dopuszczalnym jednomianem stopnia n, to G - vP
(gdzie p € N) jest dopuszczalnym jednomianem stopnia n + p. K

Stwierdzenie 4.9. Jesli G = (z'y’ 2%)s 4t uv? jest dopuszczalnym jednomianem,
to

i+j+k=3a+b+c)+1. K

5 Jednomiany specjalne i jednomiany stowarzy-
szone

Jedli w € A oraz n € N, to przez w'™ oznaczamy n-tg podzielong potege wielo-
mianu w, tzn.:
w™ = %w".
Jednomianem specjalnym stopnia n nazywaé bedziemy kazdy jednomian
(27 29) @Oy (@) = _ L (giyd k) sagbycod,

taki, ze (x'y’2¥)s*tPucv? jest dopuszczalnym jednomianem stopnia n. Jednomia-
ny specjalne sa to wiec jednomiany dopuszczalne pomnozone przez pewne liczby
wymierne. Przypomnijmy (patrz Stwierdzenie 4.7), ze jednomiany dopuszczalne
stopnia n (a zatem réwniez jednomiany specjalne stopnia n) sa jednoznacznie wyz-
naczone przez swoje liczby a, b, c.

Zbiér wszystkich jednomianéw specjalnych stopnia n oznaczaé bedziemy przez
Sh.
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Niech G = (x'y?2#)s(®t(®)y()y(4) bedzie jednomianem specjalnym stopnia .
Rozpatrzmy nastepujace jednomiany stopnia n — 1:

(2i13yd 27)5(a= D10 (@) () oile a>0,
(xiyj+3zk)8(a)t(b—l)u(c)fu(d)7 oile b> 0,
(l,iyjszrS)S(a)t(b)u(C*l)v(d)7 oile ¢>0,

(2729 +2k42)5(a) () ()y(d=1) - g ile d > 0.

Kazdy z tych jednomianéw nazywaé bedziemy jednomianem stowarzyszonym z G.
Jedli n > 0, to istnieje co najmniej jeden taki jednomian. Liczba wszystkich jedno-
mianéw stowarzyszonych z G nie jest wigksza od 4. Latwo wykazaé:

Stwierdzenie 5.1. Jesli Hq,...Hp, (gdzie p < 4) sg wszystkimi jednomianams

stowarzyszonymi z jednomianem specjalnym G, to D(G) = Hi+Hy+---+H,. K

Przez B,, oznaczaé¢ bedziemy zbiér wszystkich jednomianéw, stowarzyszonych
z jednomianami specjalnymi stopnia n. Dany jednomian nalezy wiec do zbioru B,
dokladnie wtedy, gdy jest jednomianem stowarzyszonym z pewnym jednomianem
specjalnym stopnia n. Stopienl kazdego jednomianu nalezacego do B, jest réwny
n—1.

Stwierdzenie 5.2. Kazdy jednomian nalezgcy do B, jest jednoznacznie wyznaczo-
ny przez swoje wyktadniki przy zmiennych s,t,u. Innymi stowy, zalézimy, Ze

H, = (xhyizzia) S(al)t(az)u(%)’l}(a“), Hy = (leyj22j3) g(01)4(b2), (b3), (ba)
sg jednomianami nalezgcymi do B,,. Jesli (a1, az2,a3) = (b1, ba,bs), to Hy = Ho.

Dowéd. Poniewaz jednomiany H; i Hy maja ten sam stopien, réwny n — 1,
wiec:

aq = (n—l)—(a1+a2+a3) = (n—l)—(b1+b2+b3) :b4,

czyli (a1,a2,as,aq4) = (b1,ba2,b3,bs). Nalezy zatem wykazaé, ze (i1,i2,i3) =
(41,72, 73)- W tym celu udowodnimy, ze

(il,ig,ig) = (2(12 + 2@3 —a1 + 3, 2@1 + 2(13 — a2 + 2, 2@1 + 2&2 —as+ 2)

Z definicji jednomianu stowarzyszonego wynika, ze jednomian H; jest stowarzyszo-
ny z jednomianem specjalnym (stopnia n), ktérego wyktadniki przy s, ¢, u, v tworza
jedna z nastepujacych czwoérek:

(a1 +1,a9,as,a4), (a1,a2+1,a3,a4), (a1,a2,a3+ 1,a4), (a1,a9,as,a4+1).
Rozwazmy kazdy z tych przypadkéw i skorzystajmy ze Stwierdzenia 4.7.
Przypadek (a1 + 1, az, as,as):
(i1,42,73) = (2(n—a4)+1—3(a1+1)+3, 2(n —as) — 3az, 2(n — as) — 3az),
= (2(a14+a2+as+1)+1-3a1, 2(a1 +a2+as+1) — 3az,

2(a1 + a2 + a3z + 1) — 3as),
= (2a2—|—2a3—a1+3, 2a1 + 2a3 — a2 + 2, 2a1+2a2—a3+2).
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Przypadek (a1, a2 + 1,a3,a4):

(n—a4)+1—3a1, 2(n —as) —3(az + 1) + 3, 2(n — as) — 3as),
(a1 4+ a2 +as+1)+1—3a1, 2(a1 + a2 + a3+ 1) — 3az,

2(a1 + a2 +az + 1) — 3a3),
= (2a2 +2a3 — a1 + 3, 2a1 +2a3 — a2 + 2, 2a1 + 2a2 — az + 2).

(1,12,13) (2
(2

Przypadek (a1, az2,as + 1,a4):

(n—a4)+1—3a1, 2(n —as) — 3az, 2(n —as) — 3(az + 1) + 3),
(a1 +a2+a3+1)+1—3a1, 2(a1 + a2 +as + 1) — 3az,

2(ay + a2 + as + 1) — 3as),
= (2a2 +2a3 — a1 + 3, 2a1 +2a3 — a2 + 2, 2a1 + 2a2 — az + 2).

(i1,42,i3) =

(2
(2

Przypadek (a1, az,as,as + 1):

(41,42,23) = (2n—(asa+1))+1—3a1+2, 2(n — (as + 1)) — 3az + 2,
2(n — (a4 + 1)) — 3as + 2),
= (2(a1+az+4a3)+1—3a1+2, 2(a1 + a2 + a3z) — 3az + 2,
2(a1 + a2z + az) — 3az + 2),
= (2a2+2a3 —a1+3, 2a1 +2a3 —az + 2, 2a1 +2a2 —az +2).

Widzimy zatem, ze w kazdym przypadku ciagi (i1,42,43) sa takie same. Ponie-
waz jednomian Hy powstaje w ten sam sposéb, wiec stad wynika, ze (i1, i2,43) =
(jl,jg,jg). Zatem Hy = Hy. X

W dowodzie powyzszego stwierdzenia wykazalismy:

Stwierdzenie 5.3. Jesli (xilyi22i3) slan)la2)q(a3)y(29) jest jednomianem naleig-
cym do By, to

(il,ig,ig) = (2(12 —|—2£L3 —a +37 2(11 + 20,3 — as —|—2, 2&1 —|—2a2 — as + 2) X

6 Macierz odwzorowania D,,

Niech n € N. WyrdzniliSmy dwa zbiory jednomianéw w A. Pierwszym z nich
jest zbior S, jednomianow specjalnych stopnia n. Drugim jest zbiér B,,, wszyst-
kich jednomianéw stowarzyszonych z jednomianami nalezacymi do S,,. Rozwazmy
teraz K-podprzestrzenie liniowe w A rozpiete na tych zbiorach. Oznaczmy te pod-
przestrzenie odpowiednio przez S, i B,. Sa to przestrzenie skonczenie wymiarowe
(zbiory S, i B, sa bowiem skoniczone).

Wiemy (patrz Stwierdzenie 5.1), ze D (S,,) C B,,. Niech D,, oznacza odwzoro-
wanie D obcigte do S,,. Mamy zatem K-liniowe przeksztalcenie

D,:S, —B,

takie, ze D, (w) = D(w) dla wszystkich w € S,. Badaé¢ bedziemy teraz macierz
przeksztalcenia D,,. Spdjrzmy najpierw na kilka przyktaddw.
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Przyklad 6.1. Niech n = 2. Wiemy, ze jednomiany specjalne stopnia 2 sa jed-
noznacznie wyznaczone przez tréjki (a, b, ¢) nieujemnych liczb catkowitych takich,
ze a < [(2m+1)/3], b < [2m/3], ¢ < [2m/3], gdzie a + b+ c=m < 2.

Dla m =2 mamy: a+b+c=2oraz a,b,c < 1. W tym przypadku mamy trzy
tréjki (1,1,0), (1,0,1) oraz (0,1,1), z ktérych otrzymujemy (patrz Stwierdzenie
4.7) trzy jednomiany specjalne stopnia 2:

1100 = (22y2*)sM (M0
1019 = (22y%2)sMtOy (M0,
0110 = (2Pyz)s@tMy(My(0),

Dlam =1mamy: a+b+c=1oraza < 1,0 <0, c<0. W tym przypadku mamy
tylko jedna tréjke: (1,0,0) i z niej powstaje jednomian specjalny

100" = (y222)s(W10, 0V,
Dla m = 0 otrzymujemy tylko jeden jednomian specjalny:
0002 = ()5 Oty = g2,

Zbiér S5 sklada sie zatem z pieciu jednomianéw: 110°, 101°, 011°, 100!, 0002.

Zbadajmy teraz zbidr Bj, jednomianéw stowarzyszonych z powyzszymi jed-
nomianami. Wypiszmy jeszcze raz wszystkie jednomiany specjalne i obok nich
wszystkie jednomiany z nimi stowarzyszone.

1109 : 1009 = (22y*2*)sMWtOy 04 010 = (2Pyz*)s( @D y(0)(0);
1019 : 1009 = (22y2*)sM Oy Oy 001y = (25y?2)s(D ()41 (0);
011° : 0109 = (25y2?)s @Dty 001 = (xy?2)s(O )y Vy(0);
1000 1009 = (z2y*2%)sM Oy 040 000, = (23y?22)sO (D041,
0002 : 000; = (2%y%22)s(0¢(0)q,(0) (1),

Zbiér B, sklada sie wiec z czterech jednomianéw: 100g, 010y, 001 i 000;.

Rozpatrzmy teraz odwzorowanie Ds : So — Bo. Dla elementéw bazowych (czyli
dla jednomianéw specjalnych) mamy nastepujace réwnosci, (poréwnaj Stwierdzenie
5.1):

Do(110%) = 100p + 010y, D5(101%) = 100, + 001,
D5 (011%) = 010 + 001, D5(100') = 100, + 000;
D5(000%) = 000;.

Odwzorowanie Dy ma zatem (w rozwazanych bazach) macierz, ktéra symbolicznie
zapisujemy w nastepujacy sposob:

110° 101° 011° | 100" | 000
1000 1 1 0 1 0

0100 1 0 1 0 0
001o 0 1 1 0 0
0001 0 0 0 1 1

ZakonczyliSmy omawianie przyktadu dla n =2. X
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Przyklad 6.2. Niech n = 3. Jednomiany specjalne stopnia 3 sa jednoznacznie wy-
znaczone przez tréjki (a, b, ¢) nieujemnych liczb catkowitych takich, ze a < [(2m +
1)/3], b < [2m/3], ¢ < [2m/3], gdzie a + b+ ¢ =m < 3.

Dlam = 3 mamy: a+b+c = 3 oraz a,b,c < 2. W tym przypadku mamy siedem
tréjek: (2,1,0), (2,0,1), (1,2,0), (1,1, 1), (1,0,2), (0,2,1) i (0,1,2), z ktérych
otrzymujemy (patrz Stwierdzenie 4.7) siedem jednomianéw specjalnych stopnia 3.
Jednomiany te oznaczaé¢ bedziemy symbolicznie odpowiednio przez abc’:

2100 = (2y329)s@¢), 2010 = (2y823)s@u),
1200 = (2%20)s(¢®?), 1119 = (2%9?23)sM My D)
1020 = (z%y%)sMu?), 0210 = (2723)t@u),

0120 = (27y*)tWu®.

Dla m = 2 mamy: a+b+c =2 oraz a,b,c < 1. Sytuacja jest dokladnie taka sama,
jak dla m = 2 w Przyktadzie 6.1 (dla n = 2). W tym przypadku mamy trzy tréjki
(1,1,0), (1,0,1) oraz (0,1,1), z ktérych otrzymujemy trzy jednomiany specjalne
stopnia 3:

1100 = (2?yz?)sMtMy)
101t = (24 z)s(1 ORION
011t = (2Py2)tMuMyp™),

Dlam =1 mamy: a+b+c=1oraza < 1,b < 0, ¢ < 0. Sytuacja jest doktadnie taka
sama, jak dla m = 1 w Przykladzie 6.1 (dla n = 2). W tym przypadku mamy tylko
jedna tréjke: (1,0,0) iz niej powstaje jednomian specjalny: 100% = (y?22)sMv(2),
Dla m = 0 otrzymujemy tylko jeden jednomian specjalny: 000% = (x)v(B).

Zbidr Ss sklada sie zatem z dwunastu jednomiandw:

210°,201°,120°,111°,102°,021°,012°, 110%, 101, 011, 1002, 000°.

Zbadajmy teraz zbiér Bj, jednomianéw stowarzyszonych z powyzszymi jedno-
mianami. Wiemy (Stwierdzenia 5.2, 5.3), ze jednomiany stowarzyszone sa jedno-
znacznie wyznaczone przez wyktadniki p, ¢, r stojace odpowiednio przy zmiennych
s,t,u. Wykladnik przy v jest wtedy réwny d = (n—1) — p— ¢ —r. Taki jednomian
stowarzyszony oznacza¢ bedziemy symbolicznie przez pqry.

Wypiszmy jeszcze raz wszystkie jednomiany specjalne stopnia 3 i obok nich
wszystkie jednomiany z nimi stowarzyszone.

210° : 2009, 1100; 2019 : 2009, 101¢;
120° : 1109, 020; 111° : 1109, 101p, 011p;
102° : 101g, 0020; 021° : 0209, 011g;
012° : 011y, 002; 110' : 1109, 1001, 0104;
101t : 101g, 1004, 001;; 011' : 011y, 010, 001¢;
1002 : 100, 000y; 0002 : 000s.

Zbiér Bj sklada sie wiec z 10 jednomiandw:

2000, 1100, 1019, 0200, 0110, 0029, 1001, 0101, 0017, 0005.



Odwzorowanie D3 : S3 — B3 ma zatem (w rozwazanych bazach) macierz, ktéra

symbolicznie zapisujemy w nastepujacy sposéb:

2100

2019

1209

1119

1020

0210

0120

110t

1011

011!

1002

0003
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2000
1109
1010
0209

1
1

1

1

1

1

1

011p 1 1 1 1
0029 1 1
1001 1 1 1
0101 1 1
001, 1 1
0002 1 1

Zaznaczono tylko jedynki. W miejscach pustych stoja zera. X

Przyklad 6.3. Niech n = 4. Zbiér S, sktada sie z 20 jednomiandow:

310°,301°,220°,211°,202°, 1219, 1129, 0229,
210%,201%,120%, 1111, 1024, 0211, 0121,
1102,1012,0112,

1003,

000

Natomiast zbiér By ma 18 jednomiandw:

3000, 2100, 2019, 1200, 1119, 1029, 0210, 0120,
2004, 110,, 1017, 020;, 0117, 0021,

1005, 010, 0015,

000;.

Odwzorowanie Dy : Sy — B4 ma (w rozwazanych bazach) macierz:

1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1
1 1 1 1
1 1
1 1 1
1 1
1 1
1)1

Zaznaczono tylko jedynki. W miejscach pustych stoja zera. X
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Niech teraz n bedzie dowolna liczba naturalna. Porzadkujemy elementy zbioru
Sy, w taki sposéb by potegi zmiennej v nie malaty. Podobny porzadek wprowadzamy
dla elementow zbioru B,. Grupujemy ponadto razem wszystkie jednomiany z ta
sama potega zmiennej v. Wowczas macierz odwzorowania D, : S, — B, ma
nastepujaca blokowa postac:

My N, O 0 ... 0 0 0]
0 M; Ny 0
0 My Ny
M = . . . . . .
0 0 0 ... N, 0 0
0 0 0 ... M, N,.1 0
i 0 0o 0 ... 0 M, 1 |

Kazda z wystepujacych tu macierzy My (dla d =0,1,...,n — 1) ma wymiar pg X
q4, gdzie pg jest liczba wszystkich jednomiandéw w zbiorze B, posiadajacych przy
zmiennej v wykladnik d, natomiast qq4 jest liczbg wszystkich jednomianéw w zbiorze
Sp posiadajacych przy zmiennej v wykladnik d. Kazda macierz postaci Ngy;1 (dla
d=0,1,...,n— 1) ma wymiar pg X ¢4+1-

W szczegdlnoscei, ostatnia macierz N, jest wymiaru 1 x 11 jest réwna [1].

Stwierdzenie 6.4. Rzqd kazdej macierzy My (dlad=0,1,...,n—1), jest réwny
liczbie pg, czyli liczbie wszystkich wierszy macierzy My.

Dowodem tego stwierdzenia zajmiemy sie w nastepnych rozdziatach.

Zmierzamy do dowodu Stwierdzenia 2.3, z ktérego skorzystaliémy w dowodzie
gléwnego wyniku (Twierdzenia 2.4). Wykazemy teraz, ze stwierdzenie to wynika
ze Stwierdzenia 6.4.

Dowéd Stwierdzenia 2.3. Rozpatrzmy macierz M’, powstala z macierzy
M przez odrzucenie ostatniej kolumny. Rzad macierzy M’ jest réwny (na mocy
Stwierdzenia 6.4) liczbie wszystkich wierszy tej macierzy. Macierz M ma zatem taki
sam rzad co macierz M’. Oznacza to w szczegdlnosci, ze ostatnia kolumna macierzy
M jest kombinacja liniowa (nad cialem K') pozostatych kolumn tej macierzy. Mamy
zatem réwno$é postaci
L=a1by+ -+ o FEp,

w ktérej L jest ostatnia kolumna macierzy M (czyli kolumna skladajaca sie z
samych zer i jednej jedynki), a F1,..., E, sa wszystkimi pozostatymi kolumnami.
Elementy a4, ..., a, naleza do ciala K.

Wiemy, ze kolumny macierzy M odpowiadaja jednomianom specjalnym stopnia
n, czyli elementom zbioru S,. Innymi stowy, kazda kolumna jest wektorem przed-
stawiajacym w bazie B,, element postaci D, (w), gdzie w € S,,. W szczegdlnosci
ostatnia kolumna (czyli kolumna, ktéra oznaczylismy przez L) dotyczy jednomianu
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specjalnego zv(™. Pozostale jednomiany specjalne oznaczmy odpowiednio przez
w1, ..., w, 1 rozwazmy wielomian F,, = (n!) - F, gdzie

F =20 — qqw; — agwy — -+ — .

Wielomian Fj, jest jednorodny i jego stopien jest réwny n, nalezy wiec do A,. W
wielomianie tym wystepuje jednomian xv" ze wspélczynnikiem réwnym 1. Ponad-
to:

D(F,)=D,(n!-F)=nl-(L—a1E; —...—a,E;,) =nl-0=0.

Zatem F, € AP i to koriczy dowéd Stwierdzenia 2.3. X

Pozostalo do udowodnienia Stwierdzenie 6.4.

7 Troéjkaty i szeSciokaty

Niech d bedzie ustalona liczba ze zbioru {0,1,...,n) i niech m = n — d.
Rozwazmy macierz M,. Musimy wykazaé (patrz Stwierdzenie 6.4), ze wszystkie
wiersze tej macierzy sa liniowo niezalezne nad K. Wiemy, ze macierz ta ma tyle
wierszy ile jest wszystkich jednomianéw w zbiorze B,, posiadajacych przy zmien-
nej v wykladnik d. Wiemy réwniez (na mocy Stwierdzen 5.2 i 5.3), ze jednomiany
takie sa jednoznacznie wyznaczone przez swoje wykladniki aq,as, a3 przy zmien-
nych s,¢,u. Suma tych wykladnikéw (czyli a1 + as + a3) jest w tym przypadku
stata i wynosi (n—1) —d = m —1. Wyktadniki te spelniaja jeszcze pewne warunki,
wynikajace z definicji jednomianéw stowarzyszonych z jednomianami specjalnymi.

Wiersze macierzy M, mozna wiec indeksowaé¢ pewnymi jednomianami stopnia
m — 1, postaci s*1t*2y?3.

Uporzadkujmy wszystkie jednomiany (zmiennych s, t,u) ustalonego stopnia w
naturalna tréjkatna postaé¢. Dla przyktadu jednomiany stopnia 2 mozna uporza-
dkowa¢ nastepujaco:

s2
st su
2 tu u?

Oto takie uporzadkowania dla stopni 3,4 i 5

85

st st stu
s st sSu 322 $Stu sBu?
%t 2w $%? $%tu s?u? 22 $%t%u sPtu? sl
st? stu su? st3 st?u stu? su® st stdu st?u? stu® sut

2 2u tu? ud tr Bu 2w Wt Pt B Rd

W podobny sposéb porzadkujemy wszystkie jednomiany ustalonego stopnia.
Takie uporzadkowanie rozwaza Roberts w [11]. Wystarczy zaznaczaé tylko odpo-
wiednie wykladniki. Na przyklad dla jednomiandéw mamy wtedy tréjkat:
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500
410 401
320 311 302
230 221 212 203
140 131 122 113 104
050 041 032 023 014 005

WyjasniliSmy juz, ze wiersze macierzy My mozna indeksowaé rozwazanymi jed-
nomianami stopnia m — 1. Pewne z nich nalezy jednak odrzucié. Zalezy to tylko od
liczby m. Wynika to z wlasnosci jednomianéw specjalnych i definicji jednomianéw
stowarzyszonych z jednomianami specjalnymi.

Nastepujace rysunki przedstawiaja schematycznie odpowiednie tréjkaty wraz z
odrzuconymi jednomianami. Jednomiany odrzucone zaznaczono tlusta kropka.

o) (o))
o [oXe] [oXeXNe]
o) [eXe) 000 0000
[oXe] [oXeXNe} [ NoNeoX } [ NoNoNoXN ]
m-—1= m—1= m—1= m—1=
o
[ X ]
[o)e)e}
o 0000
o O 0O
[e)e] o000 000 O
[e)e)e} 0000 O0O0O000O0
O ® OO oce
o o 0000 LK J
[ NoNoNeoNoX ] [ N NoNeoNeoN N J [ X N NoNoNoNoN N N }
m—1=5 m—1=6 m—1=9

Powstaja szesciokaty (tréjkaty z obcigtymi rogami). Rozpatrzmy, przy ustalo-
nym m, wielokat powyzszej postaci dla m — 1.

—_

Definiujemy dwie liczby naturalne p i ¢. Liczba p jest
liczba wszystkich niettustych kropek (czyli kropek postaci
o) wystepujacych w pierwszym gérnym nietlustym wier-
szu. Liczba ¢ jest liczba wszystkich niettustych kropek
wystepujacych w ostatnim wierszu. Tabelka przedstawia
liczby p i q dla wielokatéw z powyzszych przyktaddw.

© U W N
WO NN~ — S
B R W N W N[

Stwierdzenie 7.1. p=m —[(2m +1)/3], ¢=2[2m/3] —m + 2.

Dowdd. Przy powyzszych zalozeniach zmienna s wystgpuje z maksymalnym
wyktadnikiem réwnym [(2m + 1)/3]. Liczba thlustych wierszy wystepujacych w
gérnym rogu tréjkata jest wiec réwna (m — 1) — [(2m + 1)/3]. Zatem p = (m —
H—[2m+1)/3]+1=m—[2m+1)/3].

Rachunki dla liczby ¢ sa podobne. Ostatni wiersz ma m kropek (tlustych i
niettustych). Z lewej strony jest (m—1)—[2m/3] kropek ttustych i tyle samo kropek
thustych jest z prawej strony. Zatem: ¢ = m—2((m—1)—[2m/3]) = 2[2m/3]—m+2.
X
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Stwierdzenie 7.2. Liczba q jest zawsze wieksza od liczby p.

Dowdd. Nalezy wykazaé, ze 2[2m/3]—m~+2 > m—[(2m+1)/3], (skorzystaliémy
ze Stwierdzenia 7.1) czyli, ze: 2[2m/3] + [(2m + 1)/3] + 2 > 2m. Rozpatrujemy
trzy przypadki:

m = 3k ©22m/3]+ [(2m+1)/3] +2 =6k +2=2m+ 2 > 2m;
m=3k+1 : 22m/3]+[2m+1)/3]+2=6k+3=2m+ 1> 2m;
m=3k+2 : 22m/3]+[2m+1)/3]+2=6k+5=2m+1>2m. X

8 Liniowa niezalezno$¢ wierszy macierzy My

Niech, tak jak w poprzednim rozdziale, d bedzie ustalona liczba ze zbioru
{0,1,...,n — 1} i niech m = n — d. Rozwazmy macierz M.

Zmierzamy do wykazania, ze wszystkie wiersze tej macierzy sa liniowo niezale-
zne nad K. Zaznaczmy, ze wyrazami macierzy My sa tylko zera i jedynki. Kazda
kolumna tej macierzy ma co najwyzej trzy jedynki. To samo dotyczy kazdego
wiersza.

Wyjadnialidmy juz niejednokrotnie, ze macierz My nie zalezy od d, a tylko zalezy
od liczby m = n—d. Mozemy wiec w dalszym ciagu zalozy¢, ze d = 0, czyli m = n.
Wystarczy zatem udowodnié, ze wiersze macierzy My sa liniowo niezalezne nad k.

Wiemy, z poprzedniego rozdzialu, ze kazda taka macierz (w szczegdlnosci ma-
cierz My) ma tyle wierszy ile jest niettustych kropek w wielokacie odpowiadajacym
liczbie m — 1.

Oznaczmy nietluste kropki wystepujace w pierwszy gérnym nietlustym wier-
szu (pamigtamy, ze jest ich p) odpowiednio przez (1,1), (1,2), ..., (1,p). Kropki w
nastepnym wierszu ozanacza¢ bedziemy odpowiednio przez (2,1), (2,2),
(2,3),.... Kropki w trzecim wierszu oznaczamy jako (3,1),(3,2),..., itd. Takie,
oznaczenia stosujemy az do ostatniego wiersza, przy czym nie zwazamy na to, czy
kropki sa tluste czy niettuste. Ttuste kropki w dolnych odrzuconych rogach maja
tez swoje oznaczenia.

Rozwazany wielokat, czyli zbiér wszystkich niettustych kropek, oznaczmy przez
B. Zdanie ” (i, j) € B” oznacza wigc, ze kropka (i, j) wystepuje w wielokacie i jest
niettusta.

Niettustych kropek jest tyle ile jest wierszy w macierzy My. Wiersz macierzy
My odpowiadajacy kropee (i,7) € B oznacza¢ bedziemy przez Wi, ;.

Rozwazmy teraz nastepujaca réwnosc:
(8.1) Z Y@, j) - Wea ) = 0,
(.5)eB

w ktorej wszystkie elementy postaci (4, j) naleza do ciala K.

Stwierdzenie 8.1. Kazdy element postaci v(i,j), wystepujgcy w réwnosci (8.1),
jest rowny zero.
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Ze stwierdzenia tego wynika, ze wszystkie wiersze macierzy My (a stad, ze
wszystkie wiersze kazdej macierzy postaci My) sa liniowo niezalezne nad K. Stad
wynika zatem Stwierdzenie 6.4, jedyne stwierdzenie, ktére pozostato do udowod-
nienia.

Teraz wystarczy udowodni¢ tylko Stwierdzenie 8.1. W tym celu zbadajmy
doktadniej elementy postaci y(i,7). Wstawmy w kazde (nietluste) miejsce (i, 7)
wielokata B element (7, j). Otrzymujemy w ten sposéb wielokatna tablice z ele-
mentami ciala K, ktora oznacza¢ bedziemy przez 7. Tablica ta posiada pewne
wiasnosci, ktore przypominaja wlasnosci trojkata Pascala. Mowi o tym nastepujace
stwierdzenie.

Stwierdzenie 8.2.

(1) Suma kazdych trzech elementdw tablicy v, stojgcych w sgsiednich punktach
tworzgcych trdojkat postaci V, jest rowna zero.

(2) Suma kazdych dwdch sgsiednich elementéw tablicy v, lezgcych w niettustych
punktach na brzegu gtdwnego tréjkgta, jest réwna zero (dotyczy to réwniez podstawy
trojkgta).

Dowdd. Kazdy wiersz macierzy My ma tyle wspolrzednych ile jest w tej
macierzy kolumn, czyli tyle ile jest jednomianéw specjalnych stopnia m z zerowym
wyktadnikiem przy zmiennej v. Kazda kolumna ma co najwyzej trzy jedynki, a
pozostale miejsca sa zerowe.

Kolumna, ktéra ma dokladnie trzy jedynki pochodzi od takiego specjalnego jed-
nomianu G, w ktérym kazda ze zmiennych s, t, u wystepuje z niezerowym wyktad-
nikiem (gdyz wtedy i tylko wtedy wielomian D(G) jest suma doktadnie trzech jed-
nomianéw stowarzyszonych). Rozpisujac réwnosé (8.1) wzgledem takiej kolumny
(czyli wzgledem wspdéhrzednej odpowiadajacej tej kolumnie) otrzymujemy réwnosé
postaci

V(6 3) + (@5 + 1)+ +1,5+1) =0.

Elementy (i, 5), v(i,j+1) oraz y(i+ 1, j+1) stoja w punktach tworzacych tréjkat
postaci V. Jest oczywiste, ze kazda taka rownos¢ powstaje w ten sposéb. Udowod-
nilismy zatem (1).

Kolumna, ktéra ma dokladnie dwie jedynki pochodzi od takiego specjalnego
jednomianu (z zerowym wykladnikiem przy zmiennej v), w ktérym nie wystepuje
dokladnie jedna ze zmiennych s,t,u. Rozpisujac réwnosé (8.1) wzgledem takiej
kolumny otrzymujemy réwnosci, o ktérych mowa w (2). X

Ponizszy przyktad jest ilustracja Stwierdzenia 8.2 i jego dowodu dla m —1 = 3.

Przyklad 8.3. Niech n = m = 4. Jednomianami specjalnymi stopnia 4 bez zmiennej
v sa: 310°, 301°, 220°, 211°, 202°, 121°, 112°, 022° (patrz Przyklad 6.3). Oznaczaé
je bedziemy teraz bez wykladnika zerowego: 310, 301, 220, 211, 202, 121, 112, 022.
Jednomiany stowarzyszone z tymi jednomianami, to: 3000, 2109, 201, 1200, 111¢, 1020,
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0210, 012¢. Opuszczaé¢ bedziemy dolne zero. Macierz My ma w tym przypadku postaé:

310 | 301 | 220 | 211 | 202 | 121 | 112 | 022,
300 | 1 1
210 | 1 1 1
201 1 1 1
120 1 1
111 1 1 1
102 1 1
021 1 1
012 1 1
300
. . . 210 201
Wielokat dotyczacy tej sytuacji wyglada tak: 190 111 102
021 012

Oznaczmy wiersze powyzsze] macierzy tak samo jak odpowiednie jednomiany sto-
warzyszone 1 zalézmy, ze zachodzi réwnos$é (8.1). W tym przypadku réwnosé ta ma
postaé:

7(300) - 300 +~(210) - 201 +(120) - 120+ y(111) - 111 +~(102) - 102 +~(021) - 021 +(012) - 012 = 0,
gdzie wszystkie elementy postaci v(ijk) naleza do ciala K.

Z réwnosci tej otrzymujemy osiem nastepujacych réwnosci (tyle réwnosci ile macierz
Mo ma kolumn):

v(300) 4+ ~4(210) = 0 v(300) + ~(201) = 0
v(210) 4+ ~(120) = 0 v(210) + ~4(201) + ~(111) = 0,
7(201) 4+ ~4(102) = 0, 7(120) + ~(111) + ~(021) = 0,
~v(111) + ~(102) + ~(012) = 0, v(021) + ~4(012) = 0

Zauwazmy, ze wszystkie réwnosci, w ktérych wystepuja trzy skiladniki wyznaczaja w
wielokacie tréjkat postaci V. Pozostale réwnosci (z dwoma sktadnikami) spelniaja waru-
nek (2) Stwierdzenia 8.2. X

Ze Stwierdzenia 8.2 wynika, ze wszystkie elementy postaci v(i,7) mozna wy-
znaczy¢ jednoznacznie przy pomocy elementéw: ~(1,1),v(1,2),...,v(1,p), czyli
elementéw z pierwszego nietlustego gérnego wiersza.

9 Wiasnosci elementéw postaci (i, j)

Wszystkie oznaczenia sa takie, jak w poprzednich rozdzialach. Rozpoczy-
namy od nastepujacego ogdlnego lematu, w ktérym wystepuja symbole Newtona.
Zaktadamy, ze jesli a < b lub b < 0, to (‘;) =0.

Lemat 9.1. Niech aq,...,a, € K. Niech

aij = (=) 20y (Zh)an
dlaieN, jeZ. Wowczas:
(1) a1 = a1, a12 = ag, ..., G1p = Qp;
(2) aij =0 dla j <O0;
(3) aij + aijr1 + aip1,j41 = 0.
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Dowéd. Wiasnosci (1) i (2) sa oczywiste. Wykazemy wlasnosé (3).

aij +aij+a o = (170 (D) an + (1) 0 (41t an

+ (D)0 (tn)an

= (1)1 ((;:;11) + (j-&i-Iih) - (j-i—li—h))
= (Y0
= 0. X

W dalszym ciagu elementy (1, 1),v(1,2),...,v(1,p) oznaczaé¢ bedziemy odpowie-
dnio przez
Y1, Y25, ---5 Vp-

7 powyzszego lematu oraz ze Stwierdzenia 8.2 wynika:
Stwierdzenie 9.2. Dla wszystkich (i,j) € B zachodzi rédwnosé:
Vi j) = (1) ho (). W
Chcac zatem udowodnié Stwierdzenie 8.1 wystarczy udowodnié:
Stwierdzenie 9.3. Wszystkie elementy v1,v2,...,7p 5¢ réwne zero.

Dowdéd. Rozwazany wielokat ma w ostatnim wierszu ¢ niettustych kropek.
Wiemy, ze ¢ > p (patrz Stwierdzenie 7.2) Oznaczmy je odpowiednio przez (r,1),
(r,1+1),...(r,l+q—1) (ril sa pewnymi liczbami naturalnymi). Ze Stwierdzenia
8.2 wynika, ze

y(r,1) +  qlni+1) = 0,
v l+1)  + A l+2) = 0,
yrl+q—-2) + ~(rl+qg—-1) = 0.

Spéjrzmy na pierwsza z tych réwnosci i zastosujmy do niej Stwierdzenie 9.2. Otrzy-
mujemy woéwczas réwnosé:

(=) o () + (1) 00 (zJ::h)Vh =0,
z ktoérej wynika réwnosé:
> h—1 (z+{;h)7h =0.
W ten sposéb otrzymujemy nastepujacy jednorodny uktad réwnan:

doh=1 (le;h)% =0
> h=1 (H;h)% =0

he1 (z+q—r1—h)7h = 0.
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Réwnan jest ¢ — 1 1 mamy p niewiadomych: 71, ..., q,. Wiemy, ze ¢ —1 > p (patrz
Stwierdzenie 7.2). Rozpatrzmy p X p macierz wyznaczong przez p poczatkowych
réwnan. Macierz ta ma postaé [c;;], przy czym

Cij = (l+1i¢7j)'

Wystarczy teraz udowodnié, ze macierz ta ma niezerowy wyznacznik. Permutacja
kolumn, okreslona wzorem j — p+1—j, sprawia, ze badany wyznacznik jest réwny
(z doktadnoscia do znaku) wyznacznikowi macierzy [cgj], gdzie
/ T
¢y = (1optizs)-
Z oczywistej nieréwnosci [2m/3] < [(2m + 1)/3] + 1 wynika, ze | —p > 0. Bez
trudu stwierdzamy réwniez, ze wszystkie wystepujace tu symbole Newtona sa rézne

od zera. Teza wynika zatem z Twierdzenia 10.1, ktére bedzie udowodnione w
nastepnym rozdziale. X

Spéjrzmy na dwa nastepujace przyktady ilustrujace dowdd powyzszego stwier-
dzenia oraz dowdd Stwierdzenia 8.1.

Przyklad 9.4. Rozwazmy przypadek m — 1 = 5. Wielokat dotyczacy tego przy-
padku ma postaé:

Liczby p i ¢ sa odpowiednio réwne 2 i 4. Oznaczmy: a =y =~v(1,1), b= =
v(1,2). Tablica v ma zatem, na mocy Stwierdzenia 8.2, nastepujaca postaé:

a b
—a —a—0b —b
a 2a+b a+2b b
—a —3a—b —3a — 3b —a—3b —b
da+0b 6a + 4b 4a + 6b a+4b

Suma kazdych dwdéch sasiednich elementéw ostatniego wiersza jest (na mocy
Stwierdzenia 8.2), réwna zero. Mamy zatem, w szczegdlnosci, dwie réwnosci:

(da+0b) + (6a+4b) = 0,
(6a+4b) + (4da+6b) = 0.

Z réwnosci tych wynika, ze a =b=0. X

Przykiad 9.5. Niech m —1 = 6. Wielokat dotyczacy tego przypadku ma postac:
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Liczby p i g sa odpowiednio réwne 2 i 3. Oznaczmy: a=~v; =(1,1), b=y =
~(1,2). Tablica v ma zatem, na mocy Stwierdzenia 8.2, nastepujaca postaé:

a b
—a —a—b —b
a 2a+b a+2b b
—a —3a—b —3a — 3b —a—3b —b
4da+b 6a + 4b 4a + 6b a+4b
—10a — 5b —10a — 10b —5a — 10b

Suma kazdych dwdéch sasiednich elementéw ostatniego wiersza jest (na mocy
Stwierdzenia 8.2), réwna zero. Mamy zatem, w szczegdlnosci, dwie réwnoscei:

(—10a —5b) + (—10a—10b) = O,
(—10a — 10b) + (—5a—10b) =

Z réwnosci tych wynika, ze a =b=0. X

10 Wyznacznik z symbolami Newtona

Oznaczenia stosowane w tym rozdziale nie maja zadnego zwiazku z oznaczeniami
stosowanymi w poprzednich rozdziatach.

Niech n bedzie liczba naturalna i niech p, ¢ beda liczbami catkowitymi takimi,
ze
0<g+2<qg+2n<p.

Rozwazmy n x n macierz A = A(p, q) = [a;;], w ktérej
dla i,j=1,...,n.

aij = (g4744)

Wyznacznik tej macierzy oznaczaé bedziemy przez wy,(p, ). Mamy zatem:

(q+€+1) (q+€)+2) et (q+f+n)

(q+g+1) (q+g+2) e (q+§+n)
wy(p,q) =

(q+5+1) (q+z+2) e (q—&-i-&-n)

Celem tego rozdziatu jest podanie dowodu nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 10.1. Liczba w,(p, q) jest rézna od zera.

Przed dowodem zanotujmy najpierw dwa proste lematy.

Lemat 10.2. (}) = 2:=£(," ), dla1 <k <n. K

Lemat 10.3. ZTJF%(Z) = (Zﬁ), dla0<k<n X

Istotna role odgrywa nastepny lemat.

Lemat 10.4. wy(p,q) = (_1)"_1(qi2) (q+3)(q+4)1-~(q+n+1)w”‘l(p +1q+2).

Dowdéd. Niech Ay, ... A, oznaczaja kolumny macierzy A = A(p, q) i niech

—g—i—1 .
cj:%, dla j=1,2,...,n—1.

Latwo sprawdzié, ze

g 1
G = % = (i) (i)
dlaj=1,2,...,n—1. Kazda kolumne A; (dla j =1,...n—1) mnozymy przez c; i
odejmujemy od kolumny A;4 1. W ten sposéb otrzymujemy nowa n x n macierz B,
ktérej wyznacznik pokrywa si¢ z wyznacznikiem macierzy A, tzn. det B = d,,(p, q).
Wystarczy zatem badac¢ det B.
Pierwszy wiersz macierzy B jest rowny

[(g4741):0,0,...,0].
Kolumny By, ..., B, macierzy B maja postaé: B; = A; oraz
Bj :Ajfcj_lAj_l, dla j:2,,n

Zbadajmy liczbe b;;, (tzn. i-ta wspdlrzedna kolumny B;) dla j > 1.

bij = (i) = 5 (i)
- s ) E(r ) G0

1

( D ) ptl—g—j—i _ p—q—j

q+i+j—1 g+i+j+1 q+j+1
_ ( P ) (p+1)(1—1)
q+i+ji—1/ (q+i+5)(q+5+1)
_ 1—i . p+1( P )
a1 grity \g+itj—1

_ i (ptl
= () (Lemat 10.3).
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Macierz B ma zatem nastepujaca postac:

(q+]1)+1) 0 0 0

(q+]2)+1) q—‘:ﬁ (q-zi)-;-}—2) q—‘:l{&-?) (q—l‘:gj-3) ﬁ (q—ﬁ;—ﬁl-n)
(q+§+1) q+713-2 (qig—}-Z) q—‘:l%,—S (qi;rj%) q+713-n (q—:&.i;r—&{n)

B =
(q—i-zz')-i-l) ;—f—ll_-i-12) (qf—er-"l—2) ;—5-11_4}3) (q-?:zr-il-?)) ;—&(-21_-&-172 (qf—j—i{n)
| (o) e k) 2 (k) i () |
Widzimy wiec, ze
wa(p,q) = det B = (—1)" 1 P) oy ~det C,

gdzie C jest (n — 1) x (n — 1) macierza réwna

Wyznacznik z tej macierzy jest oczywiscie réwny w,—1(p + 1,49 + 2). To koticzy

dowéd lematu. X

Dowé6d Twierdzenia 10.1. Poniewaz w1 (p,q) = (qu) # 0, wigc twierdzenie

+4)--(g+n+1)

[ (q+12)i]{+1) <q+§ii+2) (q+2+ﬁil(n—l)) |
(q—&-gié-&-l) (q+12):~i-_;+2) (q+2+p2—:-1(n—1))
L (q+2+p(:;i1)+1) (q+2+zzj7,_il)+2) (q+2+(np——ii§+(n—1)) ]

zachodzi dla n = 1. Teza wynika zatem z Lematu 10.4 i indukcji. X

Twierdzenie 10.1 wykorzystaliSmy w dowodzie Stwierdzenia 9.3, ktore bylo os-
tatnim etapem dowodu Twierdzenia 2.4, gléwnego twierdzenia tej pracy.
Udowodnilismy zatem, ze pierscien stalych badanej derywacji D nie jest skoriczenie

generowany.

11 Uwagi koncowe

Rozwazmy K-automorfizm o pierscienia A, zdefiniowany réwnosciami:

o(x) =, a(y) =y,

o(t) =t+y°

o(v) = v+ z?y?2>.



43

Automorfizm ten pokrywa s¢ z automorfizmem

eP =5 Lpr

p=0 p!

(pamigtamy, ze derywacja D jest lokalnie nilpotentna). PierScieri niezmiennikéw tego
automorfizmu, czyli pierécien

A7 ={w e A; o(w) =w}

jest réwny pierscieniowi AP . Z Twierdzenia 2.4 wynika zatem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 11.1. Pierscieri A7 nie jest skoriczenie generowany nad K.

11.2| Niech m bedzie liczba naturalng i niech D,, : A — A bedzie K-derywacja taka,
ze:

0, D
ym+1’ D

3
-~
w
N
I
o

D Din(y)
Dy (s) = 2™, D ()

m+1 Dm(U) — Imymzm.

3
&
[
N

Derywacja D, badana w tej pracy, jest derywacja D2. Powtarzajac caly dowéd Twierdze-
nia 2.4 mozna udowodni¢:

Twierdzenie 11.2 ([11]). Jedli m > 2, to pierscieri AP™ nie jest skoriczenie genero-
wany nad K.

Rozpatrzmy pierscien wielomianéw K[X,Y] = Kl[z1,...,Zn,Y1,--.,Ym], gdzie
n,m € N. Méwi¢ bedziemy, ze dana K-derywacja d pierscienia K[X,Y] jest elementarna,
jesli jest postaci:

d(z1) =0, d(z2)=0, ..., d(zn)=0,
d(yl):f17 d(y2)2f27 SRR d(ym):fm7

gdzie fi,...,fm € K[X] = K[z1,...,2zn]. Kazda derywacja elementarna jest lokalnie
nilpotentna. Derywacja D, badana w tej pracy, jest elementarna (tutaj n = 3, m = 4).
Mozna udowodnié¢ nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 11.3 ([4]). Niech d bedzie elementarng K-derywacjg takg, jak powyzej i
niech R bedzie jej pierscieniem statych.

(1) Jesli ideat w K[X], generowany przez wielomiany fi,. .., fm, jest réwny K[X], to
pierscient R jest skoriczenie generowany nad K.

(2) Jeslin < 2 lubm < 2, to piersciert R jest skoriczenie generowany nad K.

Twierdzenie 11.4 ([4]). Jesli m > 4, to dla kazdego n > 3 istnieje elementarna K-
derywacja z nieskoriczenie generowanym pierscieniem staltych.
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Roberts’ counterexample to the fourteenth problem of
Hilbert

Summary. Let A = K|[z,y, z, s,t,u,v] be the polynomial ring in seven variables
over a field K of characteristic zero and let D : A — A be the derivation of A
defined by the equalities:

D(z) = D(y) = D(2) =0, D(s) =2, D(t) =¢®, D(u) =2* D(v) = 2?y?2%

It is known (P. Roberts 1990) that the ring of constants with respect to D is not
finitely genereted over K. In the paper a proof of this fact is given.
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