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DOWOD TWIERDZENIA ABHYANKARA I MOHA
WEDLUG RICHMANA

A. Nowicki (Torun)

W niniejszym artykule zajmujemy sie dowodem nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 0.1. Niech k[t] bedzie pierscieniem wielomiandw zmiennej t nad
ciatem k charakterystyki zero i niech f,g € k[t] \ k. Jezeli k[f,g] = kl[t], to

deg f | degg lub degg | deg f.

Twierdzenie to pojawito sie w latach piecdziesiatych, z blednym dowodem, w
pracy Segrego [13] pos$wieconej hipotezie jakobianowej i po raz pierwszy zostalo
udowodnione w 1975 roku przez Abhyankara i Moha [3] (patrz tez [1]). Historia
tego twierdzenia i jego zastosowania sa opisane w pracach [3] i [4]. W latach
1977 — 1982 pojawily si¢ inne dowody. Podali je Miyanishi [7] (patrz tez [§]),
Ganong [5] 1 Rudolph [12].

Abhyankar i Moh udowodnili to twierdzenie przy pomocy rowinigtej przez
nich teorii pierwiastkéw aproksymatywnych wielomianéw. Czytelnikowi zain-
teresowanemu wprowadzeniem w problematyke teorii pierwiastkéw aproksy-
matywnych polecamy piekne artykuly Arkadiusza Ploskiego [9] i [10], w ktérych
znajdziemy, miedzy innymi, dowéd omawianego twierdzenia oraz dodatkowe o
nim informacje.
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W 1986 roku Richman [11] podal nowy interesujacy dowdd, nie odwolujacy
sie¢ do pierwiastkéw aproksymatywnych. W dowodzie tym istnieje jednak pewna
luka. Konstruujac, istotny w catym dowodzie, ciag (Hi,..., Hy_1) spemiajacy
réwnosé (13) (patrz dowdd Proposition 7 w [11]), Richman wykorzystuje kilka-
krotnie udowodnione wcze$niej Proposition 6 i twierdzi, ze w ten sposob otrzyma
sie rownos¢ postaci y; = 0. Nie ma gwarancji, ze taka rownosé¢ otrzymamy. Przy
pomocy Proposition 6 otrzymujemy tylko ciag pewnych funkcji wymiernych
y1,Y1,Yy,... o coraz to mniejszych stopniach. Z faktu, ze stopnie sa coraz
mniejsze nie wynika, ze ktéras z tych funkcji jest réwna 0. Stopnie moga by¢é
liczbami ujemnymi.

Autor niniejszego artykutu znalazt te usterke, poinformowat o niej Richmana
i w liscie do Richmana z 1987 roku udowodnil pewien dodatkowy fakt (patrz
Stwierdzenie 9.4 w tym artykule) pozwalajacy uratowaé¢ omawiany dow6d. Rich-
man (w liscie z 1987 roku) przyznaje autorowi racje. Sprawa ta nie zostala jed-
nak nigdzie opublikowana. PézZniej, w 1991 roku, wspomniang usterke zauwazyl
réwniez i naprawit Kang [6].

Celem tego artykulu jest przedstawienie pelnego dowodu Twierdzenia 0.1
wedtug idei Richmana.

Zalozylismy w Twierdzeniu 0.1, ze k jest cialem charakterystyki zero. Przy
pewnym dodatkowym zalozeniu, mianowicie ”char(k) { NWD(deg f,degg)”,
twierdzenie to zachodzi takze dla cial o dodatnich charakterystykach (patrz
np. [3]). W takiej wersji dowodzi to Richman w [11]. Tym przypadkiem nie
bedziemy sie tu jednak zajmowac.

Zaznaczmy jeszcze, ze Twierdzenie 0.1 mozna latwo udowodnié¢, gdy stopient
jednego z wielomianéw f i g jest liczba pierwsza (patrz Wniosek 1.7).

1 Wiadomosci wstepne

Przez caly czas w tym artykule zakladamy, ze k jest cialem charakterystyki
zero, k[t] jest pierScieniem wielomianéw jednej zmiennej ¢ nad k oraz k(t) jest
cialem funkcji wymiernych zmiennej ¢ nad k. Jezeli K C L jest skonczonym
rozszerzeniem cial, to stopienl tego rozszerzenia oznaczmy przez (L : K). Roz-
pocznijmy od nastepujacego stwierdzenia.

Stwierdzenie 1.1. Jezeli R jest pierscieniem przemiennym takim, ze k C R C
k[t], to pierscient k[t] jest catkowity nad R.

Dowéd. Niech f = a,t" +---+ait+ag, gdzie a, .. ., a9 € k,a, # 0, bedzie
wielomianem nalezacym do R ~\ k. Mamy wtedy réwnos¢

t" ta,ta,  t" -+ ay(ag— f) =0,

z ktérej wynika, ze zmienna ¢ jest elementem catkowitym nad R (nawet nad
k[f]). ®

W podobny prosty sposéb mozna wykaza¢ nastepne stwierdzenie.
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Stwierdzenie 1.2. Jezeli g € k[t] \ k, to k(t) jest skoriczonym rozszerzeniem
ciata k(g) oraz (k(t) : k(g)) = degg. K

Zatézmy teraz, ze f i g sa wielomianami nalezacymi do k[t] \ k. Mamy
wowczas pierscienie k C klg] C k[f,g] C k[t] oraz ciala k C k(g) C k(f,g) C
k(t). Ze Stwierdzenia 1.1 wynika, ze pierscien k[f, g jest catkowity nad k[g]. W
szczegblnosei wielomian f jest calkowitym elementem nad k[g]. Istnieje zatem
moniczny wielomian W € k[g][X] taki, ze W(f) = 0.

Stwierdzenie 1.3. Niech f,g € Ek[t] \ k i niech W € k[g][X] bedzie monicz-
nym wielomianem minimalnego stopnia takim, ze W(f) = 0. Wtedy degW =

(k(f,9) : k(g)).

Dowdéd. Niech N = (k(f,9) : k(g)) = (k(g)(f) : k(g)) i niech B € k(g)[X]
bedzie wielomianem minimalnym dla f nad k(g). Poniewaz W(f) =01 W €
klg][X] C k(g)[X] wiec W = AB, gdzie A jest pewnym wielomianem nalezacym
do k(g)[X]. Istnieja wowczas elementy a,b € k[g] takie, ze aA,bB € k[g][X]. W
pierscieniu k[g][X] zachodzi wigc réwnosé: abW = aA - bB.

Pierscien k[g] jest dziedzing z jednoznacznos$cia rozkladu (poniewaz k[g] jest
pierécieniem izomorficznym z k[t]). Istnieja zatem elementy ay,b; € k[g] oraz
prymitywne wielomiany A, By € klg][X] takie, ze aA = a1 A, i bB = b1 By.
Mamy zatem réwnosé: abW = a1bi(A1By). Wielomian W jest prymitywny
(bo jest moniczny) i wielomian A;B; tez jest prymitywny (na mocy Lematu
Gaussa). Stad wynika, ze W = ¢(41B1), gdzie ¢ jest pewnym odwracalnym
elementem pierécienia k[g]. Istnieje wiec odwracalny element d € k[g] taki,
ze dB; jest monicznym wielomianem nalezacym do k[g][X]. Niech H = dB;.
Wtedy H € k[g][X] jest moniczny, H(f) = 01ideg H = deg B = N. Z minimal-
nosci wielomianu W wynika wiec, ze degW = N = (k(f,g) : k(g)). ¥

Whiosek 1.4. Niech f,g € k[t] \ k. Wtedy
kS, 9] = kgl /Y~ + klglfY 72 4 -+ klglf + K[g],
gdzie N = (k(f,9) : k(9))-
Dowéd. Niech E = klg]fN~' 4+ -+ + klg]f + k[g]. Ze Stwierdzenia 1.3

wynika, ze fV € E i stad otrzymujemy (stosujac prosta indukcje), ze f € E
dla wszystkich n > N. K

Whiosek 1.5. Niech f,g € k[t]. Jezeli k(f,q) = k(g), to k[f,g] = klg].

Dowéd. Wynika to z Wniosku 1.4 dla N =1. X

Whniosek 1.6. Jezeli g € k[t], to k(g) N k[t] = klg].
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Dowdéd. Niech f € k(g) Nk[t]. Wtedy k(f,g) = k(g) a zatem, k[f, g] = k[g]
(Wniosek 1.5), czyli f € k[g]. K

Nastepny wniosek jest szczegdlnym przypadkiem Twierdzenia 0.1.

Whiosek 1.7. Niech f, g € k[t]\ k. Zaldimy, ze stopieni jednego z wielomiandw
f i g jest liczbg pierwszq. Jezeli k[f, g] = k[t], to deg f | degg lub deg g | deg f.

Dowdd. Niech degg = p, gdzie p jest liczba pierwsza. Wtedy (na mocy
zalozenia oraz Stwierdzenia 1.2)

(k(f,9) 1 k(9)) = 1-(k(f,9):k(9)) = (k(t):k(f 9)(k(f g):k(g))
= (k(t) : k(g)) = degg = p,

a zatem z Wniosku 1.4 wynika, ze k[f, g] = k[g]fP~ +--- + klg]f + K[g].

Wiemy, ze t € k[f,g]. Istnieja wiec niezerowe elementy ay,...,as € k[g]
takie, ze

= af o a i,
gdzie s > 1 oraz p > i1 > ---i5 = 0.

Przypuéémy, ze degg t deg f. Wtedy stopnie wielomianéw ay f%,. .., asf%
sa parami nieprzystajace modulo p (poniewaz stopnie wielomianéw aq, ..., as
sa podzielne przez p i p t deg f), a zatem istnieje r € {1,..., s} takie, ze i, > 0
i 1=degt = deg(a,f'). Stad wynika, ze deg f = 1, czyli deg f | degg. X

2 Ustalenie oznaczen i definicje

W dalszym ciagu niniejszego artykutu zakladamy, ze f i g sa wielomianami
nalezacymi do k[t] \ k. Przez N oznaczamy liczbe (k(f,g) : k(g)). Jezeli N =1,
to (patrz Wniosek 1.5) f € k[g] 1 wtedy degg | deg f. Zakladaé wiec bedziemy,
ze N > 1. Z réwnosci

degg = (k(t) : k(g)) = (k(t) : k(f, 9))(k(f,9) : k(g))
wynika, ze N < degg.

Jezeli n jest dodatnia liczba catkowita, to oznaczmy:

Ap = [P+ E[glf" 4+ Elg]f + Kg],

A = AR E(9)f (),

L, = Klglf" +klglf* "+ +E[g]f + K],
Ly = k(@)f"+k(g) "+ +k(g)f +k(g).

Dodatkowo przyjmujemy, ze Lo = k[g] oraz EO =k(g). Wtedy A, = f"+Lp_1,
Ap = f"+ L,—1. Ponadto A, = k[f,g] i A, = k(f,g) dla wszytkich n > N
oraz L, = k[f,g9] 1 L, = k(f,g) dlan > N — 1 (patrz Wniosek 1.4).
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Stwierdzenie 2.1. Jezeli n jest liczbg naturalng, to A, Nk[f,g] = An i L, N
k[f, g] = Ly.

Dowdéd. Pokazemy, ze A, Nk[f,g] = A,. Jezeli n > N, to réwnoéé ta jest
oczywista, gdyz wtedy A, = k(f,g). Zalézmy, ze n < N iniech u € A, Nk[f,g].
Wtedy u = f*+an_1f* 1+ +a1f+ag, dla pewnych a,_1,...,a0 € k(g). Z
drugiej strony u = by _1 fN "1+ -+by f+bg, gdzie by _1, ..., by € k[g], poniewaz
u € k[f,g] = Kk[glfN"1+- - +E[g]f +k[g]. Wielomiany fN=1, ... f1 fO tworza
baze przestrzeni k(g)(f) nad k(g). Przedstawienie elementu u jest wiec jedno-
znaczne. To implikuje, ze elementy a,_1,...,ao naleza do klg|, czyli u € A,.
Mamy zatem inkluzje A, Nk[f,g] C A,. Inkluzja w przeciwnym kierunku jest
oczywista. Podobnie wykazujemy, ze L, Nk[f,g] = L,,. X

Definicja 2.2. a-Systemem nazywamy kazdy cigg (hi,...,hy_1) elementéw z
ciata k(f,g) taki, ze:

(a) hyn, € A, dla wszystkichn =1,..., N — 1,

(b) liczby 0,deghy,...,deghn_1 sg parami nieprzystajgce modulo deg g.

Definicja 2.3. §-Systemem nazywamy kazdy cigg (h1,...,hn—1) elementéw
pierscienia
k[f,g] taki, ze:

(a) hy, € A, dla wszystkichn=1,...,N — 1,

(b) liczby 0,deghy,...,deghn_1 sg parami nieprzystajgce modulo deg g.

3 Wiasnosci a i f-systemow

Ze Stwierdzenia 2.1 wynika, ze kazdy a-system (hq,...,hn_1) taki, ze hq,
... hn—1 € K[f, 9], jest B-systemem. Bez trudu wykazujemy nastepujace dwa
stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.1. Niech (hi,...,hn_1) bedzie a-systemem i niech n € {1,
.o, N =1}, Wtedy

(1) Zn = Iy + anh

(2) Ly = k(g)hn + -+ k(9)h1 + k(g). B

Stwierdzenie 3.2. Niech (hi,...,hny_1) bedzie B-systemem. Wtedy L, =
klglhn + - - - + klglh1 + K[g] dla wszystkichn € {1,...,N —1}. K

Udowodnimy teraz nastepne stwierdzenie.
Stwierdzenie 3.3. Niech (hi1,...,hn_1) bedzie B-systemem. Niech hy = 1,

n < N iniechw € L,. Istniejg wtedy jednoznacznie wyznaczone liczby catkowite
s i takie, ze degw = degg®h,, s 2 0ir € {0,1,...,n}.
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Dowé6d. Wiemy z poprzedniego stwierdzenia, ze L,, = k[g|h,+- - -+k[glh1+

klglho. Istnieja wiec wielomiany w,,...,ug € k[g] takie, ze w = uphy, + -+ +
ughg. Z definicji [-systemu wynika, ze stopnie wielomiandéw uy,h.,, ..., uohg
sq parami rézne. Zatem degw = degu,.h,, dla pewnego r € {0,1,...,n}.

Liczba degu, jest podzielna przez degg (poniewaz w, € k[g]). Istnieje wigc
nieujemna liczba catkowita s spelniajaca réwnoé¢ deg u,, = sdeg g. Mamy zatem
degw = degu,h, = deg g°h,.

Przypu$émy teraz, ze dla pewnych liczb catkowitych ry, s1, 72, s9 takich, ze
81,82 = 01iry,re € {0,...,n}, zachodzi ré6wnosé¢ deg g®' h,, = degg®?h,,. Wt-
edy deg h,, —degh,, = (s1 —s2) deg g, czyli deg h,., = deg h,., (mod deg g). Stad
wynika, ze ry = ro i stad dalej otrzymujemy réwnosé s; = so. X

Istotna role w dowodzie Twierdzenia 0.1 odgrywac¢ bedzie nastepujace twie-
rdzenie.

Twierdzenie 3.4. Istnieje co najmniej jeden [3-system.

Twierdzenie to udowodnimy w Rozdziale 10.

4 Dowdd Twierdzenia 0.1

Dowéd. Oznaczmy: dy = deg f, dg = deg g, d = NWD(dy,dy). Niech dy = ad,
dg = bd, gdzie a i b sa wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Istnieja
liczby catkowite m i n takie, ze 1 = ma + nb oraz 0 < m < b. Mamy wtedy
d =mds +ndy, a zatem

(4.1) d =deg f™ (moddy).

Przypomnijmy, ze przez N oznaczmy liczbe (k(f,g) : k(g)). W naszym
przypadku liczba ta jest oczywiscie réwna liczbie d, (gdyz dy = (k(t) : k(g)) =
(k(t) : k(f,9))N =1-N = N).

Niech (hg = 1,h1,...,hn_1) bedzie 3-systemem. Poniewaz wielomian t?
nalezy do k[f,g] = Ly—1 (patrz Wniosek 1.4) wiec, na mocy Stwierdzenia 3.3,
istnieja liczby calkowite r i s takie ze

(4.2) d =degt! =degg°h,, s>0 i re{0,1,...,N —1}.

Wielomian f" nalezy do L,,. Stosujac jeszcze raz Stwierdzenie 3.3 (tym
razem dla wielomianu ™) stwierdzamy, ze deg f™ = deg g** h,,, gdzie 0 < r1 <
mis; > 0.

Z (4.1) i (4.2) wynika, ze degh,, = degh, (mod d,), czyli i = r. Mamy
zatem nieréwno$é r < b, z ktérej wynika, ze h,. € Ly_1 = k[g]f>~* +-- - +k[g] f°.

Zauwazmy teraz, ze wielomiany f°, f1,..., f®~! maja parami nieprzystajace
stopnie modulo d,. Istotnie, przypusémy, ze deg f* = deg f/ (mod d,) dla
pewnych ¢,5 € {0,1,...,b —1}. Wtedy (i — j)d; = ud,, gdzie u € Z. Stad
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mamy réwnosé (i — j)a = ub, z ktérej wynika, ze b | i — j (gdyz liczby a i b sa
wzglednie pierwsze). To implikuje, ze i = j.

Powtarzajac dowdd Stwierdzenia 3.3 widzimy, ze deg h, = deg gP f*, gdzie p,
1 sa pewnymi nieujemnymi liczbami catkowitymi. Mamy zatem

d = deg g°h, = sd, + degh, = sd, + deg g” f* = (s + p)d, + idy,
gdzie s+p > 0,7 > 0 oraz s+ p+1i > 0. Stad mamy dalej
d = (s+p)dg +id; > min(dy,d,) > NWD(dy,d,) = d,
czyli NWD(dy,d,) = min(dy, d,), a zatem dy | dy lub dg | dy. K

W powyzszym dowodzie zalozenie ”k[t] = k[f, g]” potrzebne bylo tylko po
to by stwierdzié, ze istnieje niezerowy wielomian w nalezacy do k[f, g] i posia-
dajacy stopieni d, gdzie d = NWD(deg f,deg g). Role wielomianu w odgrywat
tu wielomian t?. Udowodnili$my zatem

Twierdzenie 4.1 ([11]). Niech f,g € k[t]\k i niech d = NWD(deg f,degg).
Jezeli pierscien k[f,g| zawiera niezerowy wielomian stopnia d, to deg f | degg
lub deg g | deg f. K

W dowodzie wykorzystaliSmy Twierdzenie 3.4 méwiace o tym, ze istnieje co
najmniej jeden (S-system. Faktu tego jeszcze jednak nie udowodniliémy. Cata
pozostala cze$é¢ artykutu zmierza do przedstawienia dowodu tego faktu.

5 Istnienie a-systemu

W tym rozdziale udowodnimy, ze istnieje co najmniej jeden a-system.

Niech S bedzie podzbiorem zbioru k[t] \ {0}. Zalézmy ze kazde dwa rézne
wielomiany nalezace do S maja rézne stopnie i oznaczmy przez degS zbior
{degs; s € S}. Przypomnijmy, Ze stopied wielomianu zerowego jest réwny
—00.

Jezeli h € k[t], to przez R(h,S) oznaczaé bedziemy wielomian nalezacy do
k[t], ktéry definiujemy w nastepujacy indukcyjny sposéb.

Definicja 5.1.
(1) R(0,S) =0.
(2) Niech h #0, degh =m > 0 i zaldzmy, ze R(h',S) jest juz okreslone dla
wszystkich wielomiandw h' € k[t] takich, Ze degh’ < degh. Wtedy:
(a) Jezeli degh & deg S, to przyjmujemy R(h,S) = h.
(b) Jezeli degh € deg S, to istnieje (dokladnie jedno) s € S takie, Ze
deg h = deg s i istnieje ponadto (doktadnie jeden) niezerowy element a € k taki,
ze deg(h — as) < degh. Przyjmujemy wdéwczas, ze R(h,S) = R(h — as, S).
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Przyklad 5.2. Niech S = {22 + 1,2z + 1}. Wtedy deg S = {2,1} i mamy:
(1) R(z3,S) = 2®, R(a® + 3z,5) = x° + 3z (gdyz stopnie wielomianéw 2 i
2% + 3z nie naleza do zbioru deg S),
(2) R(2? +2,8) = R((2®> + ) — (22 +1),8) = R(z — 1,5) = R((z — 1) —
1/2(2x +1),5) = R(-3/2,5) = -3/2. K

Mamy zatem funkcje R(_,S) : k[t] — k[t]. Latwo sprawdzi¢ nastepujace
stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.3. Niech h € k[t]. Wtedy:

(1) deg R(h, S) & deg S;

(2) jezeli degh & deg S, to R(h,S) = h;

(3) R(h,S) =0 < h=ais1+--+apsy, gdziear,...,ap €k is1,...,8, €
S. K

Udowodnimy teraz

Stwierdzenie 5.4 ([11]). Istniejg wielomiany hq,...,hy_1 € k[t] takie, Ze:
(1) hpy € Ly~Ly_1,dlan=1,....N—1;
(2) liczby 0,deg hq,...,deghn_1 sg parami nieprzystajgce modulo degg.

Dowéd. Wielomiany Ay, ..., hy—1 skonstruujemy indukcyjnie.
Niech S = {¢g";n =0,1,...}. Przyjmijmy hy = R(f,S). Wtedy hy € L1\ Ly
i liczby 0 oraz deg hq nie przystaja do siebie modulo deg g.
Zalézmy, ze wielomiany hq,..., h, sa juz skonstruowane. Jezelin+1 = N,
to konstrukcja jest juz zakonczona. Zalézmy wiec, ze n + 1 < N i niech hy = 1.
Rozwazmy zbidr
T ={h.g"; 7=0,...,n, i >0}

Jest oczywiste, ze T C k[t] \ {0} oraz, ze elementy zbioru T' maja parami rézne
stopnie. Niech
Yo = R(fn+1,T).

Wtedy yo € f**! + L, (w szczegdlnosci yo # 0) i elementy zbioru T'U {yo}
(patrz Stwierdzenie 5.3) maja parami rézne stopnie. Mozemy wiec rozpatrzyé¢
wielomian

y1 = R(gf", T U {yo}).

Wielomian ten nalezy do zbioru (g + ao)f™™! + L, dla pewnego ag € k. W
szczegllnoscei y; # 0. Ponadto elementy zbioru T'U {yo, y1 } maja parami rézne
stopnie.

Kontynuujac to postepowanie mozemy skonstruowaé¢ nieskonczony ciag o,
Y1, .., niezerowych wielomianéw z k[t] takich, ze

Yi = R(gifnJrlvT U {yOa cee 7yi71})

dla:=0,1,....
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Z tatwoscia sprawdzamy, ze stopnie wielomianéw zbioru T'U {yo, ..., ¥;} sa
parami rozne. Stad w szczegdlnosci wynika, ze stopien kazdego z wielomianow
Y0, Y1, - - - Nie jest podzielny przez degg. 7Z latwoscia tez sprawdzmy, ze y; €
(¢*+ai_1g"" 1 +---+ag)f** + L, dla pewnych ag, . ..,a;_1 € k. To implikuje,
ze wszystkie wielomiany o, y1, ... naleza do zbioru L, 1 \ L.

Wykazemy teraz ze wérdéd wielomiandw yg, vy, - . . istnieje taki, ktorego sto-
pien nie przystaje do zadnej z liczb deg hg, deg hq, ..., degh,, modulo degg.

Przypusdémy, ze tak nie jest. Wowczas dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej
J istnieje liczba m; € {0,...,n} taka, ze

degy; = degh,,, (moddegg).

Poniewaz elementéw zbioru {0,...,n} jest tylko skorficzona ilo$é, wiegc istnieje
nieskonczony podzbiér U, nieujemnych liczb calkowitych, oraz istnieje liczba
s € {0,...,n} taka, ze degy, = deghs (moddegg) dla wszystkich u € U.
Wtedy

(5.1) degyy + pndegg = deghg, gdzie p, € Z.

Zauwazmy, ze p, > 0. Istotnie, przypusé¢my, ze p, < 0. Wtedy degy, =
deg(g~P»hs), g Pvhs € T i mamy sprzeczno$¢ poniewaz stopnie elementéw

zbioru T'U {yo, ..., Y.} sa parami rézne. Kazda wigc liczba catkowita postaci
pu jest dodatnia. Zatem z (5.1) wynika, ze degy, < deghs dla kazdego u € U
wbrew temu, ze zbior U jest nieskoriczony i stopnie wielomianéw yo,y1,... sa

parami rézne.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze istnieje nieujemna liczba calkowita j
taka, ze liczby degy;,0,degh,...,degh, sa parami nieprzystajace modulo
degg. Definiujemy teraz wielomian h,41 przyjmujac hp41 = y;. X

Niech hq,...,hx—1 beda wielomianami takimi jak w powyzszym stwierdze-
niu. Z tego, ze hy, € L, ~ L,_1 (dlan = 1,...,N — 1) wynika, ze h,
ma przy f" niezerowy wspélezynnik nalezacy do k[g]. Dzielac h,, przez ten
niezerowy wspoélezynnik otrzymujemy wymierng funkcje h], nalezaca do zbioru
A,,. Liczby 0,deghf,...,degh’y_, sa oczywiscie parami nieprzystajace modulo
deg g. WykazaliSmy zatem nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.5. Istnieje co najmniej jeden a-system. X

6 Definicje ciagu c(1), ..., c(p)

_ Przypomnijmy (patrz Rozdzial 2), ze jezeli n = 0,1,...,N — 1, to przez
L,, oznaczamy zbior k(g)f™ +---+k(g)f* + k(g) f°. Wprowadzmy jeszcze dwa
nastepne oznaczenia:

U, = {degy; v €Ly},

G, = ideal w Z generowany przez zbidr U,.
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Mamy wiec ciag idealéw Gy C G1 C ... C Gny_1. Zauwazmy, ze Gy jest idealem
gléwnym generowanym przez deg g. Mamy ponadto

Stwierdzenie 6.1. Gy # G;.
Dowdd. Wiemy ze Stwierdzenia 5.4, ze istnieje by € Ly \ L takie, ze deg hy
nie przystaje do 0 modulo degg. Oznacza to, ze degh; € G1 \ Gy. X
Zdefiniujemy teraz ciag ¢(1),¢(2), ..., c(p) pewnych liczb naturalnych.

Definicja 6.2.

(1) ¢(1) =1.

(2) Zatézmy, zZe liczby c(1),...,c(m) sq juz okreslone i niech S bedzie zbiorem
wszystkich liczb naturalnych n € {c(m) + 1,¢(m) + 2,...,N — 1} takich, ze
Gemy & Gn. Jezeli S = 0, to definiowanie koriczymy i liczbe m oznaczamy
przez p. Jezeli S # 0, to c(m + 1) jest nagmniejszym elementem zbioru S.

Przyjmujemy dodatkowo, ze ¢(p+ 1) = N.

Zdefiniowany powyzej ciag ¢(1),...,c(p) posiada nastepujace wlasnosci:

G =1,

) ce(l)<ce(2)<...<c(p) <N -1,

(i47) Go C Ge1) © -+ C Gy,

(iv) Gen) = Gemy41 = - = Ge(nyr)—1, dlan=1,... p.
Pokazemy teraz, ze ciag ¢(1),.. ., c¢(p) mozna zdefiniowaé takze w inny spo-

sOb; przy pomocy a-systemu. W tym celu udowodnimy najpierw nastepujace
stwierdzenie.

Stwierdzenie 6.3. Niech (hq,...,hn_1) bedzie a-systemem. Oznaczmy hg = g
i niech n bedzie liczbg naturalng nalezgeq do zbioru {1,...,N — 1}. Wtedy:

(1) Un = [ J{degh, + Zdegg},
§=0

(2) G, = (deghgy,deghy,...,deghy,).

Dowéd. (1) Niech 0 < j < n, s € Z. Wtedy degh; + sdegg = deg(g°h;) €
Un, wige U}_o{degh; + Zdegg} C U,. Inkluzja odwrotna wynika z faktu, ze
wszystkie liczby degg,deghy,...,deghy_1 sa parami nieprzystajace modulo
degg.

(2) Wynika z (1) oraz ze Stwierdzenia 3.1. K

Niech (hy,...,hy—1) bedzie a-systemem. Przyjmijmy dodatkowo, ze hg = ¢
i oznaczmy:

do deghg = degg
dq = deghy

dyv-1 = deghn_1.
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Liczby do,d1,...,dn—_1 sa calkowite (moga by¢ ujemne) i zadne dwie sposréd
nich nie przystaja do siebie modulo dy = deg g. Teraz ciag ¢(1),. .., c¢(p) mozna
zdefiniowaé¢ w nastepujacy sposéb:

Definicja 6.4.

(1) e(1) =1.

(2) Zatéimy, ze liczby c¢(1),...,c(m) sg juz zdefiniowane. Jezeli liczby dy,
di,...,dy_1 naleig do ideatu (do,dy, ..., dcm)), to c(m) jest ostatnim wyrazem
ciggu 1 w tym przypadku liczbe m oznaczamy przez p. W przeciwnym przypadku
przyjmujemy c(m + 1) = 4, gdzie i jest najmniejszg z liczb ¢(m) + 1,¢(m) +
2,. .. ,N —1 takg, ze dl € (do,dl, .. adc(m))

Widzimy (na mocy Stwierdzenia 6.3), ze powyzsze dwie definicje okreslaja
ten sam ciag ¢(1),...,c(p). Z Definicji 6.2 wynika, ze ciag ten nie zalezy od
wyboru a-systemu.

Zanotujmy jeszcze nastepujace oczywiste stwierdzenie.

Stwierdzenie 6.5. Niech n € {1,...,N — 1}. Nastepujgce warunki sg réwno-
wazne:

(1) n wystepuje w ciggu c(1),...,c(p);

(2) istnieje ¢ € A,, takie, ze degp & G,;

(3) Gpo1 #Gp. K

7 Liczby ey,...,e, i wlasnodci ciagu c(1),...,c(p)

Niech (hi,...,hy_1) bedzie ustalonym a-systemem. Niech hy = g i niech
d; = degh; dlai =0,1,...,N — 1. W poprzednim rozdziale zdefiniowali$my
ciag ¢(1),...,¢(p). Przyjmujemy dodatkowo, ze ¢(p + 1) = N.

Oznaczmy przez Dy, Dy, ..., D, idealy pierdcienia Z zdefiniowane nastepu-
jaco:

Definicja 7.1.
(do), dla 37 =0,
D; = '
(do,dl,...,dc(j)), dla  je{l,...,p}.

Niech s € {1,...,p}. Wiemy (patrz Definicja 6.4), ze de.s) & Ds—1. Kazdy
ideal w Z jest idealem gléwnym. W szczegélnosci Ds_; jest idealem gléwnym.
Istnieje zatem liczba naturalna n taka, ze nd.(s) € Ds—1.

Definicja 7.2. Najmniejszq liczbe naturalng n takg, ze nd.s) € Ds_1 oznaczaé
bedziemy przez e.

W ten sposéb pojawiaja nam sie liczby naturalne eq,...,e,. Sa to liczby
wigksze od 1. W niniejszym rozdziale udowodnimy nastepujace stwierdzenie.
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Stwierdzenie 7.3 ([11]). Jezelis € {1,...,p}, to esc(s) = c(s+1).

Przed dowodem tego stwierdzenia wprowadzimy pewien nowy zbiér By i
udowodnimy kilka lematow.
Niech s bedzie ustalonym elementem zbioru {1,...,p}. Oznaczmy:

B; = {hnhi(s) ; 0<n<c(s), 0<j <es}
W szczegdlnosei mamy:

By ={yg :gh?, gh%7 el ghirl}.

Lemat 7.4.

(1) Stopnie elementéow zbioru Bs s¢ parami nieprzystajgce modulo dy =
degg.
(2) |Bs| = esc(s) (gdzie |Bs| oznacza moc zbioru By).
(3) Zbior By jest liniowo niezalezny nad k(g).
(4) esc(s) < N.
(5) szor By jest bazg przestrzeni liniowej Lo, e(s)—1 nad k(g).
Dowdéd. (1). Przypusémy, ze

deg(hnhg(s)) = deg(hu, hc(s ) (mod dp),

gdzie n,m € {0,1,...,¢(s) — 1} oraz 0 < a,b < es. Jezeli a = b, to degh,, =
deg h,, (mod dp) i z definicji a-systemu wynika, ze n = m. Mozemy wiec
zatozy¢, ze a # b.

Niech a > b. Wtedy (a — b)d.(s) € Ds—1 i mamy sprzecznos¢ z wlasnoscia
minimalnosci liczby e,. Podobnie postgpujemy w przypadku gdy b > a.

(2). Z (1) wynika, ze elementy postaci hnhi(s) (gdzie0<n<e(s) i< )<
es) sa parami rézne. Jest ich oczywiscie ¢(s)es.

(3). Niech ajaq + -+ + apa, =0, gdzie a1, ..., a, € k(g) oraz ay,...,a, sa
parami réznymi elementami zbioru Bg.

Przypusémy, ze a; # 0. Wtedy a; = —aflagag — = aflanan. Poniewaz
stopnie elementéw postaci al_lozi sa podzielne przez dy, wiec z (1) wynika, ze
liczba dega; jest réwna jednej z liczb deg(aj 'agay),. .., deg(a; *ayay). Jest
to jednak sprzeczne z (1).

(4). Wynika to z (2) i (3) oraz z tego, ze Bs C k(f,9) i N = (k(f,9) : k(g)).

(5). Jezeli 0 < n < N, to wielomiany fO, f! ..., f" sa liniowo niezalezne
nad k(g). Kazda wigc przestrzen nad k(g), postaci Ly, ma wymiar réwny n + 1.
Poniewaz esc(s) — 1 < N (patrz (4)), wigc w szezegdlnosci dimy(g) Le, o(s)—1 =
esc(s). Wiemy z (2) i (3), ze podprzestrzeni generowana przez zbiér Bs ma tez
wymiar réwny esc(s). Wystarczy zatem pokazaé, ze By C Lo, e(s)—

Niech u = hnhz(s), gdzie 0 < n < ¢(s)10 < j < es. Mamy Wtedy

u € Zn(zc(s ) - AnJrgc(s C fn+jc(s) c Ze c(s)—1

s
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i stad wynika, ze By C Le_o(5)—1- B

Lemat 7.5. esc(s) < c(s+1).

Dowdéd. Jezeli s = p, to nieréwnosé¢ wynika z Lematu 7.4(4) (gdyz c(p+1) =
N). Zalézmy wiec, ze s < p iniech m bedzie liczba naturalng mniejsza od egc(s).
Wtedy Am € Le,c(s)—1, & zatem, na mocy Lematu 7.4(5), hp, = arag + -+ +
Qn Gy, gdzie aq, ..., ap € k(g)1a1,...,a, sa parami réznymi elementami zbioru
Bs. Z Lematu 7.4(1) wiemy, ze elementy a, ..., as maja parami nieprzystajace
stopnie modulo dy. Stad wynika, ze d,, = degh,, = deg(a;a;), dla pewnego
Jj € {1,...,n}. Ponadto jest oczywiste, ze deg(aj a;) € Ds, czyli d,, € Ds;.
Jezeli wigc m < esc(s), to d,, € Ds. Z definicji ciagu ¢(1),...,c(p) wiemy, ze
de(s+1) € Ds. Zatem c(s + 1) > esc(s). K

Lemat 7.6. Dia kazdego w € Dy istnieje b € By takie, Ze w = degb (mod dy).

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na s. Niech s = 1. Przypomnijmy, ze ¢(1) = 1,
By = {ghy = g,ght,...,gh" '} oraz Dy = (do,d;). Niech w € D;. Istnieja
wtedy liczby calkowite a i m takie, ze w = ady + md;. Poniewaz e1dy € (dp),
wiec mozemy zalozyé, ze 0 < m < e;. Wtedy w = adegg + deghl* = (a —
1) deg g + deg(gh*), czyli w = b (mod dy), gdzie b = gh* € B;.

Zalézmy teraz, ze lemat jest prawdziwy dla pewnego s € {1,...,p—1} i niech
w € Dgyy. Poniewaz Dyyy = Dy + (de(s41)), Wiee w = w' + mde(s41), gdzie
w' € Dy oraz m € Z. Wiemy, ze es11d.(s41) € Ds. Mozemy zatem zalozy¢, ze
0 < m < egy1. Ponadto, na mocy indukeji, w’ = degd’ (mod dy) dla pewnego
b € Bs. Z Lematéw 7.4 1 7.5 oraz ze Stwierdzenia 3.1 wynika, ze

b/ € Bs - Iesc(s)fl C zc($+1)71 = k(g)hc(erl)fl + -+ k’(g)ho

Zatem deg b’ = deg h, (mod dyp), dla pewnego r < c(s+1) (gdyz ho, . . ., he(s41)—1
maja parami nieprzystajace stopnie). Mamy teraz:

w=w +mdesy1) = degb’ +deghi ) = degh, +deghi(, ) = degb,

gdzie b= hyhf ) € Bopr. K
Teraz mozemy juz udowodni¢ zapowiedziane stwierdzenie.

Dowdéd Stwierdzenia 7.3. Niech n = esc(s). Wtedy (Lemat 7.4) n < N.
Zalézmy, ze n = N i przypusémy, ze s < p. Woéwczas (na mocy Lematu 7.5)
otrzymujemy nastepujaca sprzecznosé: N = ezc(s) < c¢(s+1) < c¢(p) < N — 1.
Jezeli wigc n = N, to s = p i mamy e,c(p) = N =c(p+1).

Zalézmy teraz, ze n < N. Pokazemy, ze d,, ¢ Ds. Przypusémy, ze tak
nie jest. Niech d,, € D;. Wtedy istnieje element b € B, (patrz Lemat 7.6)
taki, ze d,, = degb (mod dy). Ale, na mocy Lematu 7.4 i Stwierdzenia 3.1,
By C Le,c(s)-1 = Ln—1 = k(g)hn—1 + -+ + k(g)ho, wiec degb = degh; dla
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pewnego j < n. Stad wynika, ze deg h,, = d,, = deg h; wbrew temu, ze elementy
ho, ..., h, maja parami nieprzystajace stopnie.

Wykazalismy wiec, ze d,, € Ds. Zatem n > ¢(s + 1) (patrz Definicja 6.4),
czyli esc(s) = ¢(s+ 1) i z Lematu 7.5 wynika, ze ese(s) = c¢(s+1). K

Whiosek 7.7. Jezeli s € {1,...,p}, to erea...es =c(s+1).

Dowdd. e; = e1c(1) = ¢(2), ereq = ¢(2)es = ¢(3), itd. K

8 Funkcje wymierne postaci w(H, s)

Poczawszy od Rozdzialu 5 zmierzamy do wykazania, ze istnieje S-system.
Fakt ten jest istotny w dowodzie Twierdzenia Abhyankara i Moha przedsta-
wionym w Rozdziale 4. Wiemy juz, ze istnieje a-system. Wykazalismy to w
Rozdziale 5.

W niniejszym rozdziale z kazdym a-systemem H stowarzyszymy pewne, je-
dnoznacznie wyznaczone, funkcje wymierne w(H, 1), ..., w(H, p), nalezace odpo-
wiednio do przestrzeni Zc(l),l, . 7Ic(p)7l' Wykazemy, ze stopnie tych funkcji
sa mniejsze odpowiednio od liczb dc(1), ..., dcs)- To pozwoli nam udowodnié
(w nastepnym rozdziale), Ze istnieje a-system, dla ktérego wszystkie powyzsze
funkcje sa zerowe. Fakt ten bedzie bardzo uzyteczny w dowodzie twierdzenia o
istnieniu S-systemu.

Niech H = (hy, ..., hy_1) bedzie a-systemem i niech s bedzie ustalona liczba
naturalng nalezaca do zbioru {1,...,p}. Zakladaé¢ bedziemy dodatkowo, ze
ho = g oraz hy = 0. Przed wprowadzeniem zapowiedzianej funkcji wymiernej
postaci w(H, s) udowodnimy nastepujace dwa stwierdzenia.

Stwierdzenie 8.1. Dla kazdego w € ZC(S+1)_1 istniejg jednoznacznie wyzna-
czone elementy wy, wa, ..., w. nalezgce do ZC(S),l takie, zZe

(8.1) w=wh "+ wh® 2+ we_1ht + woh?,
gdzie h = he(s) oraz e = es.

Dowéd. Niech, tak jak w Rozdziale 7, B = By = {h,h/; 0 < n <
e(s), 0 < j < e}. Wiemy, ze zbiér B jest baza nad k(g) przestrzeni fec(s),l =
zc(s+1)—1 (patrz Lemat 7.4 i Stwierdzenie 7.3). Zatem w = a1by + -+ + a,by,
gdzie ay,...,a, € k(g) oraz by,...,b, sa parami réznymi elementami zbioru
B. Wylaczajac w tym rozkladzie elementy postaci hY,...,h*"! i grupujac o-
dpowiednio pozostale elementy, otrzymujemy rozklad (8.1), w ktérym elementy
wy, ..., we naleza do przestrzeni k(g)ho + -+ + k(g)he(s)—1 = ZC(S)_l. Jedno-
znacznos¢ wynika z tego, ze zbiory Bs sa liniowo niezalezne nad k(g). X
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Stwierdzenie 8.2. hifs) — he(s+1) € Le(s1)-1-

Dowéd. Niech H = hifs) — he(s41). Jezeli s = p, to H = hifp) (gdyz

hep1)y = hn = 0) i wtedy H € k(f,g) = Ly_1 = Zc(p—i-l)—l' Dla s < p mamy:
hitsy € (Aes))® C Ac,e(s) = Ac(sn)

(patrz Stwierdzenie 7.3) oraz h(sy1) € ZC(S+1). Poniewaz ZC(S“) = fels+1) 4

Lc(erl)fla wigc He Zc(s+1)71- X

Z powyzszych dwdéch stwierdzen wynika natychmiast nastepujacy wniosek.

Whiosek 8.3. Isiniejg jednoznacznie wyznaczone elementy wi, ws, . .., we na-
lezgee do Le(s)—1 takie, ze

(8.2) he = he(sy1) = wih® +weh® 2 4+ +we_1h' + wh?,
gdzie h = he(s) oraz e =ez. X

Definicja 8.4. Element wy € Zc(s)—l z Wniosku 8.3 oznaczaé bedziemy przez
w(H, s).

Stwierdzenie 8.5. degw(H, s) < deg he(s).

Dowéd. Niech h = hes), e = e5, B = B, = {hah?; 0<n<e(s), 0<j<
e} i niech

(8.3) h® — hc(s+1) =aiby + -+ a.by,
gdzie ay,...,a, € k(g) i b1,...,b. sa parami réznymi elementami zbioru B.
Poniewaz stopnie elementéw by, . .., b, sa parami nieprzystajace modulo dy (Le-

mat 7.4), wiec istnieje ¢ € {1,...,r} takie, ze
(8.4) deg(h® — hc(s+1)) = deg(aqby)

oraz deg(h® — he(s11)) > deg(asb;) dla wszystkich i # g.

Z réwnosci (8.4) wynika, ze liczba deg(h® — he(s11)) nalezy do ideatu Ds.
Mamy ponadto: degh® = ed.s) € Ds oraz deghe(sq1) = de(sp1) & Ds. Stad
wnioskujemy, ze deg he(s41) < deg h®, czyli deg(h® —he(s41)) = degh® = edegh.
Mamy zatem:

(8.5) deg(agby) = edegh oraz deg(aib;) < edegh dla 1i#gq.
Zauwazmy jeszcze, ze jezeli degb; & Dy_q (gdzie j € {1,...,r}), to j # q.

Istotnie, gdyby j bylo réwne ¢ wéwezs, na mocy (8.5), deg(a;b;) = edegh =
esdes)y € Ds—1 (patrz definicja liczby e;). Ponadto dega; € Dy € D ;.
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Mieliby$my wigc sprzeczno$é: degb; = deg(ajb;) — dega; € Ds_q1. Zatem
Jj # q, a zatem z (8.5) wynika, ze

(8.6) jezeli degb; & Ds_1, to deg(a;b;) < edegh.

Wréémy teraz do réwnosci (8.3) i spéjrzmy na elementy b1, .. ., b, nalezace
do zbioru B. Wybierzmy sposrdd tych elementéw te wszystkie, ktére posiadaja
czynnik h¢~1. Jezeli takich elementéw nie ma, to z jednoznacznosci rozktadéw
(8.3) 1 (8.2) wynika, ze w(H, s) = 01 wtedy stwierdzenie nasze jest udowodnione,
gdyz wtedy deg w(H, s) = —oco < deg h (poniewaz h # 0).

Zalézmy wiec, ze {b1,...,by}, gdzie m < r, jest zbiorem tych wszystkich
elementéw spoéréd by, . . ., by, ktére posiadaja czynnik h¢~!. Mamy wéwczas:
(8.7) arby + -+ 4 amby, = w(H, s)he L.

Niech j € {1,...,m}. Wtedy b; = h,h*"!, dla pewnego n takiego, ze 0 < n <
¢(s). To implikuje, ze degb; ¢ Ds_;. Istotnie, gdyby liczba degb; = degh,, +
(e — 1)d.(s) nalezata do ideatu D,_1, to nalezalaby do tego ideatu takze liczba
(e = 1)dc(s) (gdyz deghy, = d, € Ds_1). Byloby to sprzeczne z wiasnoscia mi-
nimalnosci liczby e. Teraz, na mocy (8.6) wnioskujemy, ze deg(a;b;) < edegh,
czyli (patrz (8.7) deg(w(H, s) + (e — 1) deg h = deg(w(H, s)h¢~! < edegh i stad
wynika, ze degw(H, s) < degh.(y). X

9 Nowe a-systemy

Niech H = (hy,...,hn_1) bedzie a-systemem. Niech hy = g, hy = 0 i
zalézmy, ze s jest ustalona liczba ze zbioru {1,...,p}. Oznaczmy przez H ciag
(h1,...,hy_1) funkcji wymiernych nalezacych do ciata k(f, g), zdefiniowanych
nastepujaco:

Definicja 9.1.

r { B, dla  n#c(s),

hesy — (1/es)w(H, s),  dla  n = c(s).
Stwierdzenie 9.2. H jest a-systemem.
Dowéd. Poniewaz h.(s) € ZC(S) = fes) +ZC(S)_1 iw(H,s) € Zc(s)_l, wiec
EC(S) nalezy do zbioru ZC(S). Zatem h, € A,, dlan € {1,...,N —1}. \lViemy
(patrz Stwierdzenie 8.5), ze deg w(H, s) < deg h.(s). To implikuje, ze deg h(s) =

deg he(s), a zatem liczby 0,deghy, ..., hy_1 sa parami nieprzystajace modulo
degg. X

W dowodzie nastepnego stwierdzenia wykorzystamy nastepujacy lemat.



65

Lemat 9.3. Jezeli as,as,...,a. € ZC(S),l, to istniejg jednoznacznie wyznaczo-
ne elementy ba,bs, ..., b € ZC(S)_l takie, ze

ash® 2+ agh® 44 a, = b4 bk 4 b,
gdzie h = hg(), h= EC(S) ie=e;s.

Dowéd. Niech u = agh®™? + --- 4 a.. Zauwazmy, ze u € L(c_1)e(s)—1-
Istotnie,

Lc(s)—l (Lc(s))ei2

Le(s)—1+(e—2)e(s) = Le—1)e(s)-1-

N

(9.1)  w€ Lys)—1(Ac(s)) 2

N

Przestrzen f(eq)c(s)q jest oczywiscie zawarta w fec(s),l = fc(sﬂ),l, a zatem
u € fc(s+1)_1 i, na mocy Stwierdzenia 8.1, istnieja jednoznacznie wyznaczone
clementy by, ..., b. € Lo(s)_1 takie, ze

w=bih bR 4 b,

_ Musimy pokaza¢, ze by = 0. Przypusémy, ze tak nie jest. Niech b; €
Lp ~ Ly_1, gdzie 0 < n < ¢(s) (przy czym zakladamy, ze L_; = 0). Wtedy
blﬁe_l S szr(e,l)c(s) NV, gdzie V = Zn,hL(e,l)c(s) oraz

—e—1

(92) blh =Uu-— E,

gdzie ©u = bgﬁeiz + -+ + b.. Tak samo jak w (9.1) pokazujemy, ze u €
Z(eq)c(s)q. Ale Z(eq)c(s)q C V. Zatem prawa strona réwnosci (9.2) nalezy
V. Natomiast lewa strona tej rownosci do V nie nalezy. Otrzymana sprzeczno$é
$wiadczy o tym, ze by = 0 i to konczy dowdd naszego lematu. X

Stwierdzenie 9.4 (por. [6] str. 403). Niech w = w(H,s) i w = w(H, s). Za-
tozmy, Ze w # 0.

(1) Jezeliw € Lo = k(g), tow = 0.

(2) Jezeliw € Lj ~ Lj_1, gdzie 0 < j < c(s), tow =0 lubw € L; ~ L;_4
dla pewnego © takiego, ze 0 <1 < j.

Dowdéd. Niech e = e,, h = he(s), h = he(s) = h — (1/€)w i niech
2 /e 1
R= ;) (r) W (= w)*
(przypomnijmy ze e > 2; patrz Rozdzial 7). Wtedy

he = he(or1) = whe™" + wah® 4 -+ +we_1h' + weh?,
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gdzie wa, ..., we € ZC(S),l, oraz

Ee - Ec(s+1) = (h - éw)e - hc(5+1)
he = (DhHDw' + R — heger
(h® = he(sqr)) —wh* ' + R

= (woh* 2+ - +we_1ht +w.)+ R

7 Lematu 9.3 wynika, ze istnieja elementy bo, ..., b, € fc(s),l takie, ze woh® 24
1 —e—2 -1
s Werht + we = bah 4+ -+ be_1h + be, a zatem

—— —e—2

(9.3) RS = Togasr) = (0B "4 +be 1 +b) + R.

Zajmiemy sig teraz sktadnikiem R. Zatézmy, ze w € Lj, gdzie 0 < j < ¢(s)
i niech m € {0,1,...,e — 2}. Wtedy

hMwT™ € Zzs)fj_m c fmc(s)+j(e—m)
i fatwo mozna sprawdzié, ze me(s)+j(e—m) < (e—1)c(s)+j—1. Stad wynika,
ze B
(9.4) R € Lic_1)e(s)45-1-
Zauwazmy dalej, ze (e — 1)c(s) +j —1 < ec(s) =1 = ¢(s + 1) — 1. Zatem
R € Lis41)-1, a zatem na mocy Stwierdzenia 8.1, istnieja jednoznacznie wy-
znaczone elementy z1,...,2. € fc(s)q takie, ze

1

(9.5) R=2zh" 4+ ze,lﬁl + Ze.

Teraz z (9.3) i (9.5) otrzymujemy réwnosé

w=w(H, s) = z;.

Zauwazmy jeszcze, ze

—e—2 — — o —
zoh +rF 2 € Lc(s)—l(Lc(s))e 2 - L(e—l)c(s)—l-

Mamy wiec, na mocy (9.4),

- ce—1 _—
(96) ’whE = Zlhe S L(efl)c(s)qtjfl-

Stad juz tatwo mozna wywnioskowac tezg¢ naszego stwierdzenia. Zatézmy, ze
w # 0. Wtedy w € L; \ L;—1 dla pewnego ¢ takiego, ze 0 < i < ¢(s), przy czym
zakladamy, ze L_; = 0. Poniewaz . € Z(e_l)c(s), wiec

el — —
(9.7) Wh € Lic—1)e(s)+i ™ Lie—1)e(s)+i-1-
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Jezeli j = 0, to whasnosé (9.6) jest sprzeczna z wlasnoscig (9.7). Jezeli wiec
Jj =0 (czyli, gdy w € k(g)), to w = 0. Udowodniliémy zatem (1).

Niech teraz j > 0. Wtedy z (9.6) i (9.7) wynika, ze (e — 1)c(s) +i—1 <
(e —De(s) +4—1ezylii < j, a zatem wykazalismy (2). X

Pokazalidmy, ze przy pomocy danego a-system H mozna otrzymaé nowy a-
system H. W ten sam sposéb z a-systemu H powstaje a-system H itd. Zrébmy

taka zamiane dostatecznag ilo$¢ razy (dla kazdego s = 1,...,p). Wdwczas, na
podstawie Stwierdzenia 9.4, otrzymujemy:

Stwierdzenie 9.5. Istnieje a-system H taki, ze dla kazdego s € {1,...,p} za-
chodzi réwnosé w(H, s) =0. X

Zanotujmy nastepujacy lemat.

Lemat 9.6 ([2]). Niech e,n bedg liczbami naturalnymi takimi, ze en < N.
Niech u,v € k(f,g). Zatézmy, Zeu € A,, v € Aeyy 0102 U —V € Ley—n—1 (przy
czym zaktadamy, ze L_1 = 0). Wtedy u € A,,.

Dowodem tego lematu zajmiemy sie w ostatnim rozdziale, w ktérym udo-
wodnimy pewien fakt ogdlniejszy (Stwierdzenie 11.1). Teraz pokazemy jak przy
pomocy Lematu 9.6 mozna udowodni¢ nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 9.7. Istnicje a-system H = (hq,..., hy_1) taki, ze kazdy element
postaci hesy (dla s =1,...,p) nalezy do pierscienia k[f, g].

Dowdéd. Niech H beedzie a-systemem takim, jak w Stwierdzeniu 9.5. Po-
kazemy, ze jezeli s € {1,...,p}, to hes) € k[f, g].

Zatézmy najpierw, ze s = p. Niech u = hep), v = hepy1) = hv =0, e = ¢,
n = c(p). Wtedy u,v € k(f,g), en = epc(p) = c(p+1) = N, u € A, oraz
réwnosé N = (k(g)(f) : k(g)) implikuje, ze v = 0 € Ay = Ap,. Ponadto (na
mocy Wniosku 8.3 i Definicji 8.4),

U =0 =R = he(pan) = WalgoT 4 Wethe) + we,

gdzie wa, ..., w, sa pewnymi elementami nalezacymi do zc(p)—l' Stad wynika,
ze
u® = € L)1 (Le() ™ € Lee(p)—ep)-1 = Len-n-1:

Spelnione sa wigc wszystkie zalozenia Lematu 9.6. Zatem h.,) = u € A, C
k(f, g].

Niech teraz s + 1 < p i zalézmy, ze he(s41) € k[f, g]. Oznaczmy: u = h(y),
v = he(s41), € = €5 in = c(s). Wtedy en = esc(s) = c(s+1) < c(p) < N,
u € A, oraz v € k[f,g] QZC(SH) = Ag(s41) = Aen (patrz Stwierdzenie 2.1).
Tak samo, jak powyzej (dzigki temu, ze w(H, s) = 0) pokazujemy, ze u® — v €
Le(s)e.—c(s)—1 = Len—n—1. Spelnione sa wigc znowu wszystkie zalozenia Lematu
9.6. Zatem he) =u € A, CE[f,g] X
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10 Istnienie -systemu

Teraz mozemy juz udowodni¢ zapowiedziane wczesniej twierdzenie o istnie-
niu S-systemu.

Dowéd Twierdzenia 3.4. Niech H = (hq,...,hy—_1) bedzie a-systemem
takim, jak w Stwierdzeniu 9.7. Niech

H = {hjl L plr

bty 0< s <es dlas=1,....p},

J={jic() 4+ +jpclp); 0<js <es dlas=1,...,p}.

Poniewaz hey, ..., hep) € klf, g], wiee H' C k[f, g]. Kazdy element postaci
hitl) . --hff(’p) nalezy oczywiscie do zbioru Aj; c(1)4...4j,c(p)- Pokazemy, ze ele-
menty zbioru H' mozna ustawié¢ w réznowyrazowy ciag (hy = 1,h},...,My_1),
ktéry bedzie S-systemem. W tym celu wystarczy udowodnié nastepujace cztery
wiasnosci:

(1) Kazdy element zbioru J jest mniejszy od N.

(2) Elementy zbioru J sa parami rézne.

(3) Moc zbioru J jest réwna N.

(4) Stopnie wielomianéw nalezacych do H' sa parami nieprzystajace modulo
degg.

Dowdd (1). Wiemy (patrz Stwierdzenie 7.3), ze esc(s) = c¢(s + 1), dla s =
1,...,p. Wiemy takze, ze c(p+ 1) = N. Mamy zatem:

gic(l) +---+jpclp) < erc(l) + j2c(2) + - + jpe(p)
= ¢(2) +j2¢(2) + -+ + jpe(p)
< eac(2) +jze(3) + -+ pe(p)
= ¢(3) +jsc(3) + - + jpc(p)
< epe(p) =c(p+1)=N.
Dowdd (2). Niech

(10.1) Jie() + -+ jpe(p) = t1e(1) + - - - +ipe(p),

gdzie 1,51 < €1,...,0p,Jp < €p. Poniewaz c(1) = 1, ¢(2) = e, ¢(3) =

eiés, ..., c(p) =e1---ep_1 (patrz Wniosek 7.7), wigc z réwnosci (10.1) wynika,

ze liczba |i1 — 71| jest podzielna przez e, a zatem iy = j; (poniewaz i1, j1 < e1).
Mamy teraz nowa réwnosé jac(2) + - - - + jpc(p) = i2¢(2) + - - - + ipc(p), z ktérej
wynika (po podzieleniu obu stron przez ep), ze liczba |ia — ja| jest podzielna
przez es, czyli io = jo. Powtarzajac to postepowanie stwierdzmy, ze i; = j, dla
wszystkich s =1,...,p.

Dowdd (3). Z (2) wynika, ze zbiér J ma dokladnie e; - --e, = N liczb.
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Dowdd (4). Niech

b= h'l

a=h" R n

) Jp
c(1) c(p)’ e hc

(p)’

gdzie 0 < ig,js < e, dla s = 1,...,p i zalézmy, ze dega = degd (moddegyg).
Wtedy
(i1dery + -+ +ipde(p)) — (Jrdery + -+ + Jpdep)) € (do),

a zatem |i, — jp|de(p) € Dp—1 1z whasnosci minimalnosci liczby e, otrzymujemy
réwnosé¢ i, = jp. W podobny sposéb stwierdzamy nastepnie, ze i,_1 = jp—1.
Powtarzjac to postepowanie widzimy, ze a = b. To koriczy dowdéd whasnosci (4)
oraz dowéd Twierdzenia 3.4. X

11 Dowdd Lematu 9.6

Pozostal nam do udowodnienia Lemat 9.6. Zrobimy to w tym rozdziale. W
tym celu udowodnimy najpierw nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 11.1. Niech R C P bedg pierscieniami przemiennymi zawierajg-
cymi ciato Q liczb wymiernych. Niech F' € P[z] bedzie wielomianem monicznym
stopnia n > 1 i niech e > 1 bedzie liczbg naturalng. Rozpatrzmy wielomian

Fe = gpne + bne—lxneil + bne—Ql‘n672 R b0~
Jezeli bpe—1,bne—2y- .., bpe—n € R, to F' € Rlx].

Dowdd tego stwierdzenia poprzedzimy pewnymi lematami. Niech n, e beda
dodatnimi liczbami catkowitymi i niech

L(n,e) = {(in,...,50) € Z""" i+ ---+ig=¢e, is >0 dla s=0,...,n}.

Na zbiorze L(n,e) okreslamy relacje <, czeSciowego porzadku, w nastepujacy
sposdb:

in < Jn
. . . . in—1+in < Jnt+Jjn-1
(iny v y20) < (Jny -+ Jo) <= .
Niech ¢ : L(n,e) — NU {0} bedzie funkcja zdefiniowana wzorem
O(in, -+ i0) = Min + (0 — 1)in_1 + - + iy + Oio.

Woéwecezas zachodzi nastepujacy oczywisty lemat.
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Lemat 11.2. Niech i,j € L(n,e). Wtedy:

(1) i <j= i) <)

(2) i <j= (i) < ()

(3) Jezeli i # j oraz (i) = ¢(j), to elementy i,j nie sg poréwnywalne
wzgledem <. X

W zbiorze L(n, e) wyrdzniamy elementy 7,1, ..., 7o, gdzie
Tpn—1 = (6717170707"'a050)7
Tp—2 = (6—1,0,1,0,...,0,0),
T = (e—1,0,0,0,...,1,0),
0 = (e—1,0,0,0,...,0,1).

Ponizszy lemat tez jest latwy do udowodnienia.

Lemat 11.3. Niech i = (in,...,i0) € L(n,e) i niech s € {0,1,...,n}. Wtedy:
(1) jezeliis > 1, to o(ms) > p(i);
(2) jezeli i, > 0 dla pewnego r < s, to p(ms) > (i). K

Dowéd Stwierdzenia 11.1. Niech F = 2" 4 ap_12" ' + -+ 4+ a12 + ao,

gdzie a,_1,...,aq sa elementami nalezacymi do P. Mamy wowczas:
) N f s
(11.1) F° = E (iny .. doharr—) -+ - a0 g#insnio)
int-tio=e
gdzie (i ...,ig) = e!(in! - -ig!)~1. Musimy pokazaé, ze elementy a,_1,...,ag

naleza do pierscienia R. Zastosujemy indukcje matematyczna.

Pokazemy najpierw, ze a,—1 € R. W tym celu zbadajmy w (11.1) wspdl-
czynnik stojacy przy #"¢~ 1. Poniewaz ne — 1 = ¢(m,_1), wigc mamy we wzorze
(11.1) sktadnik

(e —1,1,0,...,0)al _jz" 1

Niech ¢ = (ip, ..., %) bedzie takim elementem zbioru L(n, e), ze ¢(i) = ne—1 =
o(mp—1). Jezeli i,—1 > 1, to (i) < p(m,—1) (patrz Lemat 11.3). Moga wigc
tylko zachodzi¢ dwa przypadki: i,—1 =1 lub 7,1 = 0.

Zalézmy, ze i1 = 1. Wtedy i, = e — 1. Istotnie, gdyby bowiem zachodzita
nieréwnosé i, < e — 1, to i, > 0 dla pewnego r < n — 1 i wtedy (na mocy
Lematu 11.3) otzymujemy sprzeczno$é¢ ¢(mp—1) = ¢(i) < @(mp_1). Zatem w
tym przypadku i = m,_1.

Zalézmy wiec, ze in—1 = 0. Jezeli i, = e, to i = (e,0,...,0) i wtedy
(i) = ne > ne—1. Jezeli i,, <e, to i, > 0 dla pewnego r < n—11istad (znowu
na mocy Lematu 11.3) mamy ¢(i) < @(mp—1).

Wykazalidmy zatem, ze jezeli p(i) = ne — 1, to i = m,—1. To implikuje, ze

1 1 1 1
p—1=¢€ ean_1=¢ (e—1,1,0,...,0)a,_1 =€ "ben_1 € R.
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Zalézmy teraz, ze an_1,...,an—s11 € R, dla pewnego s € {2,3,...,n}.
Pokazemy, ze wtedy a,—s € R. W tym celu zbadajmy w (11.1) wspdlezynnik
stojacy przy z™¢*. Poniewaz ne — s = o(m,—s), wiec mamy we wzorze (11.1)
sktadnik

ne—s

(e—-1,0,...,0,1,0,...,0)a,_.x

1
n—s
Jednomian z™¢"* moze wystepowaé w (11.1) jescze kilka razy. Niech ¢ =
(in, - - -, i) bedzie takim elementem zbioru LL(n,e), ze p(i) = ne — s = p(m,—s)-
Widzimy, na mocy Lematu 11.3, ze wtedy ip_s—1 = -+ = i9 = 0. Ponadto,
in_s =01lub i, s =1.

Zatézmy, ze i, s = 1. Jezeli i, = e — 1, to i = m,_s. Niech wiec i,, <e — 1.
Mamy wtedy:

Yin—1+ -+ n—5+1)in_s11+(n—39)

(i) -1
n— 1(zn,1+~~+in,s+1)+n—s
_l’_

(VAN
2
3

(Zn Zn 1+ +Zn s+1)+in+n_s
= (n—1)(e— )—i—zn—l—n—s
< (n—-De—-1+(e—1)+n-s

ne—s=o(mp_s).

Zatem, jezeli i,_s =1, to ¢t = mp_s.

Niech teraz i,_s = 0. Wtedy przed z™°~° stoi wspoélczynnik bedacy iloczy-
nem elementéw a,_1,...,a,_s+1 podniesionych do pewnych poteg i pomnozo-
nych przez liczbe calkowita. Widzimy wiec, . ze wtedy

bpe—s = (6 —1,0,...,0,1,0,...,0)an—s + Y(@n-1,. .., Gpn_st1),

gdzie v jest pewnym wielomianem o catkowitych wspélczynnikach. Stad (na
mocy zalozenia indukcyjnego) wynika, ze a,—s € R i to koniczy dowdd Stwier-
dzenia 11.1. X

Dowéd Lematu 9.6. Niech R = k[g] i P = k(g). Wtedy R C P sa
pierscieniami przemiennymi zawierajacymi Q. Z zalozenia wynika, Ze

uw=F(f), gdzie F = 2" + a,_12" ' 4+---+a9 € k(g)[z] = P[X],
v = H(f), gdzie H = 2™ + bpe_12"°" L + -+ + by € k[g][x] = R[z].
Wtedy u® —v = (F°¢ — H)(f), gdzie
F¢—H = cpe12™ ' + -+ + ¢y € k(g)[2] = Plal.

Poniewaz ne — 1 < ne < N oraz (k(g)(f) : k(g9)) = N, wiec z tego, ze (F°© —
H)(f) € Len—n_1 wynika, ze wspétezynniki Cep_1,Cen—2, .- Con_n 3 Té6WNE
zero. To oznacza, ze wielomian F° ma wspdlczynniki przy a1, ... 2™
takie, jak wielomian H, a wiec wspdlezynniki nalezace do R = k[g]. Stad (na
mocy Stwierdzenia 11.1) F € k[g][z], a wiec u = F(f) € k[g][f] = k[f, g]. Zatem
u € A, NEk[f,g] = A,. To koniczy dowdd naszego lematu. X
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RICHMAN’S PROOF OF THE ABHYANKAR-MOH THEOREM

Summary. Let k[t] be the polynomial ring in ¢ over a field k of characteristic
zero. Let f,g € k[t] \ k and assume that k[f, g] = k[t]. Then deg f | degg or
degg | deg f. In the paper a proof (after D. R. Richman 1986) of this fact is
given.
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