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WYKLADNIK LOJASIEWICZA W NIESKONCZONOSCI
- Z KOMPUTERA

A. Miodek (Lédz)

1. WsTEgp

Niech H = (f,g) : C* — C? bedzie odwzorowaniem wielomianowym. Oz-
naczmy N(H) = {v € R:3A >0, 3B > 0,V|z| > B, Alz|* < |H(2)|}. Przez
wyktadnik Lojasiewicza w nieskonczonosci odwzorowania H bedziemy rozu-
mie¢ supN(H), gdy N(H) # 0 i — o0, gdy N(H) = 0. Wykladnik ten
bedziemy oznaczaé przez Lo..(H).

Jezeli h : C* — C? jest funkcja wielomianowa i oznaczymy H = (h/,, h;,), to
L (H) nazywamy wyktadnikiem Lojasiewicza w nieskoniczonosci funkeji h i
oznaczamy Lo (h).

Wykladnik Lojasiewicza byl przedmiotem wielu badan w ostatnich la-
tach. W przypadku dwuwymiarowym wyniki uzyskane przez Chadzynskiego
i Krasiriskiego w pracy [CK], anonsowane w [CK;], (cze$ciowe wyniki byly
podane przez Ploskiego [P] oraz przez Ha [H]|) daja dokladne wzory na
wykladnik Lojasiewicza, w postaci pozwalajacej utozyé program kompu-
terowy obliczajacy ten wykladnik dla dowolnego odwzorowania wielomia-
nowego H : C? — C? i dowolnej funkcji wielomianowej h : C2 — C.

W niniejszej pracy przedstawig algorytm obliczania wyktadnika Lojasiewi-
cza oraz program komputerowy napisany w proceduralnym jezyku pakietu
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Mathematica. Uzywalem programu Mathematica (MS-DOS386/7) 1.2

2. PODSTAWOWE TWIERDZENIA

Niech H : C? 3 (z,y) = (f(z,9),9(z,y)) € C? bedzie odwzorowaniem wielo-
mianowym. W dalszej czesci tego paragrafu bedziemy zakladaé, ze H spelnia
warunki:

(2.1) 0 < deg f = deg, f, 0 < degg = deg, g.

Zauwazmy, ze warunki (2.1) nie stanowig istotnego ograniczenia w oblicza-
niu wykladnika Lojasiewicza. Wynika to z jednej strony z faktu, ze dla
f = const. lub g = const. obliczamy latwo L..(H) z definicji, z drugiej za$
strony z faktu, ze dla dowolnego automorfizmu liniowego L w C? mamy
Loo(H) = Loo(H o L),

Niech Q(u,v,z) = Res,(f—u, g—v) bedzie rugownikiem f—u i g—v wzgledem
y. Z wlasnosci rugownika nietrudno wynika, ze @ nie znika tozsamosciowo.
Potézmy

(2.2) Q(u,v,z) = Qo(u,v)z™ + - + Qn(u,v), Qo #0.

(2.8) Twierdzenie (twierdzenie 3.1 w [CK]). Jezeli odwzorowanie wielomia-
nowe H : C* — C? spetnia (2.1), to
(i) Qo = const. wtedy i tylko wtedy, gdy Lo (H) > 0,
(ii) Qo # const. i Qp(0) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy Loo(H) =0,
(iii) dstnieje r takie, Ze Qo(0) =+ = Q,—1(0) =0 7 Q,-(0) # 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy —00 < Loo(H )<0
) Q

(iv == Qn(0) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy Loo(H) = —oo.

(2.4) Twierdzenie (twierdzenie 3.2 w [CK]|, poréwnaj tez wniosek 2.6 w
[P]). Dla Loo(H) >0 mamy

deg QZ ] -
1<i<N ¢

(2.5) Twierdzenie (twierdzenie 3.3 w [CK], poréwnaj tez twierdzenie 1.45

w [H]). Dla —0 < Lo(H) < 0, gdy Qo(0) = --- = Q,—1(0) = 0 7 Q,(0) #0
mamy
Loo(H) = [~ min oGy -

3. WYKLADNIK LOJASIEWICZA W NIESKONCZONOSCI
DLA ODWZOROWANIA WIELOMIANOWEGO - ALGORYTM

Niech H : C* 5 (z,y) — (f(z,y),9(z,y)) € C? bedzie dowolnym od-
wzorowaniem wielomianowym, niekoniecznie spemiajacym (2.1). Podamy
teraz algorytm obliczania L. (H):



41

Procedura 1. Gdy f = 0 lub g = 0, to wprost z definicji dostajemy, ze
Loo(H) = —00.

Dalej zakladamy, ze f £01i g # 0.
Procedura 2. Gdy f = const. lub g = const., to rowniez z definicji pokazu-
jemy tatwo, ze L (H) = 0.

Niech f # const. i g # const. W kolejnym kroku dobieramy automorfizm
liniowy L przestrzeni C? tak, by odwzorowanie H o L spelialo warunki (2.1).

Procedura 3. Kladziemy L(z,y) = (z + ky, y), k = 0 oraz w miejsce H pod-
stawiamy H o L. Sprawdzamy, czy spelione sa warunki (2.1). Jezeli tak,
to przechodzimy do procedury nastepnej. Jezeli nie, to w miejsce k podsta-
wiamy k + 1 i ponownie sprawdzamy (2.1).

Nietrudno pokazaé, ze procedura 3 zakonczy sie po skonczonej ilosci pod-
stawien.

W dalszych obliczeniach przyjmujemy w miejsce f i g odpowiednio fo L
i go L. Oczywiscie, warunek (2.1) jest speliony.
Procedura 4. Obliczamy Q(u,v,z) = Resy(f —u, g —v) 1 tworzymy liste
wspolczynnikéw Q;(u,v).

Na podstawie twierdzenia (2.4) i (2.3) (i) mamy
Procedura 5. Jezeli degQq = 0, tzn. Qg = const. # 0, to

_ deg Q;-1
Eel) =Lz, =1

Na podstawie twierdzenia (2.3) (ii) mamy
Procedura 6. Jezeli degQo > 01 Qo(0) #0, to Lo(H) =0.

Pozostal do rozwazenia przypadek, gdy Qg # const. i Qp(0) = 0.
Procedura 7. Przyjmujemy r = 1 i sprawdzamy, czy spelniony jest warunek
(3.1) Q. (0) = 0.

Jezeli tak, to powiekszamy r o 1 1 ponownie sprawdzamy, czy zachodzi waru-

nek (3.1). Procedure te wykonujemy tak dtugo, az warunek (3.1) nie bedzie
spelniony lub otrzymamy r»+1 > N.

Jezeli dla pewnego r otrzymali$my, ze warunek (3.1) nie jest spehiony, to
na podstawie twierdzenia (2.3) (iii) oraz (2.5) mamy

Procedura 8.

OI‘do Ql —1
Loo(H) = [_ 0<i<r—1 1 —1 ]
Jezeli r+1 > N, tzn. Qo(0) = --- = Qn(0) = 0, wéwczas na podstawie

twierdzenia (2.3) (iv) mamy

Procedura 9.
Loo(H) = —00.

Algorytm zostal zakoriczony po wyczerpaniu wszystkich mozliwosci.
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4. WYKLADNIK LOJASIEWICZA W NIESKONCZONOSCI DLA WIELOMIANU

Niech h : C% 5 (z,y) — h(z,y) € C bedzie dowolnym wielomianem. Zgodnie
z definicja L, (h) wystarczy rozpoczaé algorytm od nastepujacej procedury.

Procedura 0. f = hj, g = hj,. Nastepnie przechodzimy do algorytmu

opisanego w poprzednim punkcie.

5. KILKA PRZYKLADOW
Przyklad 1. Dla h(z,y) = (z — (v/5 4+ 1) y?)(2 4+ 3i — 2)?> mamy L. (h) = 2.

Przyktad 2. Dla H = (f,9), gdzie f(z,y) = y — 2%, g(z,y) = (zy —y)* +y
mamy L. (H) = 3.

Przyklad 3. Dla h(z,y) = 3> + (v +9%)? mamy L (h) = —%.

W=

6. PROGRAM

Aby uruchomié¢ program dla obliczania wykladnika Lojasiewicza od-
wzorowania H : (z,y) — (f(z,y),9(z,y)) nalezy poda¢ komende: LExpMapp
[f,9,2,y]. Natomiast program dla obliczania wykladnika Lojasiewicza dla
wielomianu h : (z,y) — h(z,y) uruchamiamy komenda: LExpPoly [h,z,y].

Ponizej podaje kolejne procedury programu. Zastosowalem w nim tatwe
do zdefiniowania makropolecenia:

degpoly|[f, z,y] - oblicza stopien wielomianu f zmiennych z, y;

ord 20[f, z,y| - oblicza rzad w zerze wielomianu f zmiennych z,y;

resultant[f, g, y] - oblicza rugownik wielomianéw f, g o wspétczynnikach ze-
spolonych, wzgledem zmiennej y. Makropolecenie to jest niezbedne, gdyz
w programie Mathematica komende Resultant [f,g,y] stosuje sie do wielo-
mianéw o wspdlczynnikach wymiernych. W przeciwnym wypadku wynikiem
dzialania tej komendy jest 1.

LExpPoly/: LExpPoly[h_x_,y_]: = (f =; f = D[h,x];
g = g=Dhy];
LExpMapplf,g,x,y])

LExpMapp/: LExpMapp [f_,g_,x_,y_|: = (wyklloj = ; fl = ; gl =
fl =1 gl = g;
[l ===01| gl === 0, procll, proc20];
X=5y=
wyklloj)

procll/: procll: = (wyklloj = -Infinity)
proc20/: proc20: = (If[(Exponent[fl, x| =
| (Exponent[gl,x] =
proc21, proc30])
proc21/: proc2l: = (wyklloj = 0)
proc30/: proc30: = Block[{tf,tg}, tf = .; tg = .; tf = fl; tg = gl;
df = ;dg=k=ux5y=uxl=,yl=_
df = dengIY[tf7X7Y]v
dg = degpoly[tg,x,yl;
x =x1 4+ kx yl; y = yl;

= 0 && Exponent[fly] = = 0)
= 0 && Exponent[gly] = = 0),



proc31/:

proc32/:
proc40/:

proch0/:

proc60/:

proc70/:

proc80/:
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k = 0;
proc31]
proc31l: = Block[{mf,mg}, mf = .; mg = .;
tf = Expand|[f];
tg = Expand[g];
mf = Exponent[tf,y1];
If[df = = mf,tf proc32];
mg = Exponent[tg,yl];
If[dg = = mg,tg,proc32];
proc40]
proc32: = (k = k+1; proc31)
proc40: = (q=3v=,u=,nq=.;s8d=ar=.br=.qc=;
q = resultant[tf-u, tg-v, y1];
q = Expand|[q];
nq = Exponent|q, x1];
4 = Tablelqeli], {.0.nq}];
Dolqc[i] = Coefficient[q, x1, ng-i],{i,0,nq}];
ar = Exponent|qc[0],u];
br = Exponent|qc[0],v];
Iffar = = 0 && br = = 0, proc50, proc60])
proch0: = Block[{t5,s5},t5 = .;85 = .;ab0 = ;
Table[a50[i],{i,1,nq}];
Dol[a50[i] = degpolylqc[i],u,v],{i,1,nq}];
t5 = Table[a50[i] /i, {i,1,nq}};
sb = Max|[t5];
wyklloj = (1/s5)])
proc60: = (u = 0; v=0;
If[qc[0]! = 0, proc21, proc70])
proc70: = (r7 = ;17 =0;1i7 =
For[i7 = 0, (qc[i7] = = 0 && (i7j = nq),iT++, r7++];
7 = 1r7-1;
If[r7 = = nq, procll, proc80])
proc80: = Block[{deglq,s8,r8,i8},
i8=.deglq=;s8=;18=;u=;v=.a8=;
deglq = degpoly|q,u,v];
s8 = Table[a8[i8], {i8,0,r7}];

Dola8[i8] = If[qc[i8] = = = 0, deglq,
(ord20[qc[i8],u,v])/(x7 + 1 - i8)],{i8,0,r7}];
r8 = Min[s8];

wyklloj = 1/(-r8)]

REFERENCES

[CK]. J. Chadzynski, T. Krasinski, On the Lojasiewicz exponent at infinity for polynomial map-
pings of C2 into C2 and components of polynomial automorphisms of C2, Ann. Pol. Math.
(w druku).

[CK1]. J. Chadzynski, T. Krasinski, Sur ’ezposant de Lojasiewicz & linfini pour les applications
polynémial C2 en C2 les composantes des automorphismes polynémes C2, C.R. Acad. Sci.
Paris, serie I (w druku).

[H]. H.V. Ha, Nombres de Lojasiewicz et singularités a l’infini des polynémes de deuz variables

complezes, ibid. 311 (1990), 429-432.



44

[P]. A. Ploski, On the growth of proper polynomial mappings, Ann. Pol. Math. 45 (1985),
297-309.

THE LOJASIEWICZ EXPONENT AT INFINITY - BY COMPUTER

Summary. In the paper an algorithm and a computer program in Mathe-
matica for calculation of the Lojasiewicz exponent at infinity for polynomial
mappings of C? into C? is given.
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