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Niech K = C lub K = R.




Niech K = C lub K = R.

Niech Qg2 (dy,...,dy) oznacza przestrzen odwzorowan
wielomianowych F = (fi,..., fn) : K? = K" gdzie deg f; < d;
dla 1 <i <n. Niech F,G € Qg2(dy,...,d,). Powiemy, ze F jest
liniowo réwnowazne z G jesli istnieja liniowe izomorfizmy

P : K? - K2 oraz ¥ : K* — K" takie, ze F = U o G o ®.
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m Przez GA(n) bedziemy oznaczali grupe afinicznych
transformacji K.




m Przez GA(n) bedziemy oznaczali grupe afinicznych
transformacji K.

m Przez GA(n, m) oznaczmy grupe GA(m) x GA(n) z
iloczynem okreslonym wzorem:

(L2, R2) o (L1, R1) = (L2 0 L1, Ry o Ry).




m Przez GA(n) bedziemy oznaczali grupe afinicznych
transformacji K.

m Przez GA(n, m) oznaczmy grupe GA(m) x GA(n) z
iloczynem okreslonym wzorem:
(LQ,RQ) (¢] (Ll, R1> = (LQ (¢] Ll,Rl o Rg)

m Grupa GA(n,m) dziala na zbiér Qgn(2,...,2) odwzorowan
kwadratowych K® — K" nastepujaco: (L, R)F = Lo FoR.




m Przez GA(n) bedziemy oznaczali grupe afinicznych
transformacji K.

m Przez GA(n, m) oznaczmy grupe GA(m) x GA(n) z
iloczynem okreslonym wzorem:
(LQ,RQ) (¢] (Ll, R1> = (LQ o Ll,Rl o Rg)

m Grupa GA(n,m) dziala na zbiér Qgn(2,...,2) odwzorowan
kwadratowych K® — K" nastepujaco: (L, R)F = Lo FoR.

m Orbite F' oznaczmy przez O(F). Powiemy, ze F' i G sa
liniowo réwnowazne, jesli istnieje a € GA(n, m) taka, ze
F =aG, tzn. F € O(G).




Niech F = (f1,..., fm) : K" — K™ bedzie odwzorowaniem
wielomianowy. Wymiar przestrzeni afinicznej rozpietej na
obrazie F' bedziemy oznaczali przez dim, (F).




Niech F = (f1,..., fm) : K" — K™ bedzie odwzorowaniem
wielomianowy. Wymiar przestrzeni afinicznej rozpietej na
obrazie F' bedziemy oznaczali przez dim, (F).

Oznaczmy przez Stab(F') stabilizator odwzorowania
F K" - K™. Zauwazmy, ze
dim Stab(F)+dim O(F') = dimGA(n,m) = n(n+1)+m(m+1).
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Niech F = (f1,..., fm) : K" — K™ bedzie odwzorowaniem
wielomianowy. Wymiar przestrzeni afinicznej rozpietej na
obrazie F' bedziemy oznaczali przez dim, (F).

Oznaczmy przez Stab(F') stabilizator odwzorowania
F K" - K™. Zauwazmy, ze
dim Stab(F)+dim O(F') = dimGA(n,m) = n(n+1)+m(m+1).

Wlasnosé

Niech F': K® — K™ bedzie odwzorowaniem wielomianowym
oraz niech G = (F,0,...,0) : K — K* bedzie zlozeniem
standardowej inkluzji K™ — K* z F. Wowczas mamy

dim Stab(G) = dim Stab(F) + s — m? — (s — m) dim,(F) oraz
dim O(G) = dim O(F) + (s — m)(1 + dim,(F)).
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Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C? — C2.




Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C? — C2.

Jesli F': K™ — K" jest generycznie skonczonym odwzorowaniem
regularnym, wéwczas zbiér

A(F) ={z € K" : #F1(2) # p(F)} nazywamy
dyskryminantem odwzorowania F. W szczegdlnosci, jesli F' jest
wlasciwe, to A(F) = F(C(F)), gdzie C(F) gdzie jest zbiorem
krytycznym odwzorowania F. Zbiér A(F) jest albo
hiperpowierzchnig albo zbiorem pustym.
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Mamy nastepujaca klasyfikacje odwzorowan kwadratowych
C? — C? wzgledem réwnowaznoéci liniowej
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m P = (2 +y,y° +2), C(fi) = {4y — 1 =0},
A(Fy) = {2822y% — 2823 — 2893 + 25 . 92y — 27 = 0} jest
zredukowana i nierozkladalna krzywa z 3 ostrzami w
punktach Fi(5,5 ), gdzie €3 = 1, dim O(Fy) = 12, O(F})
jest otwarta i gesta podrozmaitoscia afiniczna Qc2(2,2).
Ponadto, x(O(F1)) =0 and pu(Fy) = 4.

m = (22 +y,ay), C(F2) = {227 =y},
A(Fy) = {423 = 27y?} jest ostrzem, dim O(Fy) = 11, O(F)
jest podrozmaitoscia afiniczna Qc2(2,2), pu(F2) = 3.

m Py = (2% +y,9%), O(F3) = {4ay = 0},
A(F3) = {y(y — 2%) = 0} jest sumg linii i paraboli,
dim O(F3) = 11, pu(F3) = 4.

m Fy = (2%,y%), C(Fy) = {4zy = 0}, A(Fy) = {zy = 0} jest
sumg dwoch linii, dim O(Fy) = 10 oraz p(Fy) = 4.

m F5 = (22 — 2,2y), O(F5) = {222 — . = 0}, A(F}) jest suma
hnn T = —1/4 oraz x = 0, dim O(F5) = 10, pu(F5) =21 Fs




m Fy = (22, 2y), C(Fs) = {22 =0}, A(Fg), = =0,
dim O(Fg) =9, u(Fs) = 2 oraz Fg nie jest wlasciwe.

u F7 = (xyux—i_y)’ C(F7) - {y:x}v A(F'?) = {41'_?/2 :O}a
dim O(Fy) = 10 oraz u(Fy) = 2.

m [y = (z,zy), C(Fg) = {x =0}, A(F3), {x =0},
dim O(Fg) =9, u(Fg) = 1 oraz Fg nie jest wlasciwe.

n Fy = (2?,y), C(Fy) = {x = 0}, A(Fp) = {2 =0},
dim O(Fy) =9 oraz u(Fy) = 2.

m Fo= (22 + y,2), dim O(Fyo) = 8, C(Fyp) jest zbiorem
pustym, Fjg jest automorfizmem, pu(Fig) = 1.

m 9 = (z,y), dim O(Fy2) = 6, C(F2) jest zbiorem pustym,
F1y jest automorfizmem, p(Fio) = 1.
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m 1 = (22,2), dim O(Fy;) = 7 oraz C(F1) jest plaszczyzna.

m Fy = (22 4+ y,0), dim O(F14) = 7 oraz C(Fy4) jest
plaszczyzna.

m 5 = (z,0), dim O(Fig) = 5 oraz C(Fig) jest plaszczyzna.

m Fi3 = (2y,0), dim O(Fi13) = 8 oraz C(Fi3) jest plaszczyzna.

m F5 = (2? ,0) dim O(Fy5) = 6 oraz C(F5) jest plaszczyzna.

m 17 =(0,0), dim O(Fy7) = 2 oraz C(Fy7) jest plaszczyzna.

Piotr




Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C2 — C3.




Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C2 — C3.

Dla u(G) = 1 definiujemy krzywa samoprzecigcia jako zbir

SIg = {xr € K*: G'(G(z)) nie jest punktem prostym}




Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C2 — C3.

Dla u(G) = 1 definiujemy krzywa samoprzecigcia jako zbir

SIg = {xr € K*: G'(G(z)) nie jest punktem prostym}

Na SIg mozemy wprowadzi¢ strukture schematu w nastepujacy
spos6b: niech G = (g1, g2, g3) oraz

7 Klz1,y1] = K[z1,y1, 2, y2| bedzie inkluzja odpowiadajaca
rzutowaniu na pierwsza wspétrzedna K2 x K2. Niech I bedzie
idealem generowanym przez g;(x1,y1) — gi(z2,y2) for i = 1,2, 3.
Woéwcezas Slg definiujemy jako schemat odpowiadajacy ideatowi
7 NI : (21 — 22,91 — o).




(1)

(2)

G1 = (2% +y,9% + 2, 2y) z trzema punktami osobliwymi

(%, %) oraz Slg, jest sumg trzech linii y + ex — &2 = 0,

gdzie €3 = 1 oraz dim O(G1) = 18. Ponadto, u(G1) = 1.
Gy = (2% +y,y* + 2,0y + %x + %y) z punktem osobliwym
Py = (3,3) oraz P, = (—3,—3). Ponadto,

Slg, =V((z —y)*(x +y — 1)), dimO(Gy) = 17 oraz
u(Gz) = 1.

G3 = (2%, y? + z,2y) z punktem osobliwym P = (0,
Slg, = V(x3) oraz dim O(G3) = 16. Ponadto, u(Gs3
G4 = (2%, 9%, 2y) z punktem osobliwym P = (0,0),
w(Gy) = 2 oraz dim O(Gy4) = 14.

G5 = (2%,y%, = + y) z punktem osobliwym P = (0,0),
Slg, = V(x +y) oraz dim O(G5) = 17. Ponadto,
u(Gs) = 1.

Ge = (2% +y,92, 1), C(Gg) = 0 oraz dim O(Gg) = 16.
Ponadto, u(Gg) = 1.

0)7
)= 1.
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(7) G7 = (F1,0), C(G7) = {4zy — 1 = 0} oraz dim O(G7) = 15.
Ponadto, u(Gr) = 4.
(8) Gg = (2%, zy,y) z punktem osobliwym P = (0,0),
Slg, = V(y) oraz dim O(Gg) = 16. Ponadto, u(Gs
(9) G = (22 +y,zy,x), C(Gy) = 0 oraz dim O(Gy) =
Ponadto, u(Gg) = 1.
( ) G10 = (FQ, ) C(Glo) = {21‘ —Yy= 0} oraz
dim O(G1o) = 14. Ponadto, u(Gio) = 3.
(11) G11 = (22,92,y), C(G11) = Slg,, = {x =0} oraz
dim O(GH) = 15. Ponadto, ,LL(FH) = 2.
(12) G12 = (F3,0), C(G12) = {4a:y = O} oraz dimO(Glz) =
Ponadto, u(Giz) = 4.
(13) Gi3 = (Fy,0), C(Gi3) = {4y = 0} oraz dim O(Gy3) = 13.
Ponadto, u(Gi3) = 4.
(14) G4 = (22, 2y, 7), C(G14) = {27 = 0} oraz
dim O(G14) = 14. Ponadto, u(G14) = 1.

) =
15.

wigtokrzyska)
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(15) Gi5 = (F5,0), C(G15) = {222 — 2 = 0} oraz
dim O(G15) = 13. Ponadto, u(G15) = 2.

(16) G16 = (F6,0), C(Glﬁ) = {l’z = 0} oraz dimO(GlG) =12.
Ponadto, u(Gig) = 2.

(17) Gi7 = (zy,x,y), C(G17) = 0 oraz dim O(G17) = 14.
Ponadto, u(Gi7) = 1.

(18) Gis = (22, z,y), C(G18) = 0 oraz dim O(G1g) = 13.
Ponadto, u(FGig) = 1.

(19) G19 = (F7,0), C(Glg) = {y — T = 0} oraz dim O(Glg) =13.
Ponadto, u(Gig) = 2.

(20) Goo = (F3,0), C(Gao) = {z = 0} oraz dim O(Gy) = 12.
Ponadto, u(Gag) = 1.

(21) G21 = (Fg,O), C(Ggl) = {23: = O} oraz dimO(Ggl) = 12.
Ponadto, u(Gay) = 2.

(22) Gaz = (F10,0), C(Gaz) = 0 oraz dim O(Ga2) = 11.
Ponadto, u(Gaz) = 1.
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(23) G23 = (FH, 0), C(GQg) = (C2 oraz dim O(Ggg) = 10.
(24) Go4 = (F12,0), C(Ga4) = 0 oraz dim O(G24) = 9. Ponadto,

W(Gaq) = 1.
(25) Gos = (Fi3,0), C(Gas) = C? oraz dim O(Ga;) = 10.
(26) Gog = (Fi4,0), C(Gag) = C? oraz dim O(Gag) = 9.
(27) Gaor = (Fi5,0), C(Ga7) = C? oraz dim O(Ga7) = 8.
(28) Gag = (Fig,0), C(Gag) = C? oraz dim O(Gag) = 7
(29) Gaog = (Fi7,0), C(Gag) = C? oraz dim O(Gag) = 3

wigtokrzyska)
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Odwzorowanie G1 = (22 + y,y? + 2, ry) ma doéé ciekawa
geometri¢ (jak réwniez kazde odwzorowanie z O(G1)). Krzywa
Slg, sktada sie z trzech linii 2 + 2y — e = 0 tworzacych tréjkat,
% = 1. Punkty osobliwe (5, %) sa doktadnie srodkami bakéw
tego trojkatu. Po obcieciu odwzorowania G do jednej krawedzi

otrzymujemy
2 2
3 3 1
(x + %, —ex + %) — (2% + %,521‘2 + ZE, —ex? + 1)'

Powyzsze obciecie jest réwnowazne endomorfizmowi linii
x + x2. Wierzcholki tréjkata (—e, —€2) sa przeciwobrazem
punktow potréjnych odwzorowania Gfy.




Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C? — C*.




Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C2 — C*.

Dla Q¢2(2,2,2,2) otrzymujemy 29 przypadkéw (g1, g2, g3,0)
gdzie (g1, 92,93) = G; dla 1 <7 < 29. Ponadto, otrzymujemy
nastepujace przypadki




Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C2 — C*.

Dla Q¢2(2,2,2,2) otrzymujemy 29 przypadkéw (g1, g2, g3,0)

gdzie (g1, 92,93) = G; dla 1 <7 < 29. Ponadto, otrzymujemy

nastepujace przypadki

(1) Hy = (2® +y,y?, 2y, r) - odwzorowanie bedace immersja.
Ponadto, dim O(H;) = 24.

(2) Hy = (22,92, vy, ) z punktem osobliwym (0, 0),
SIp, = {x =0} oraz dim O(H3) = 23. Ponadto, u(Hsz) = 1.

(3) Hs = (22,92, x,y) - odwzorowanie bedace immersja.
Ponadto, dim O(Hjz) = 22.

(4) Hy = (22, 2y, x,y) - odwzorowanie bedace immersja.
Ponadto, dim O(H,) = 21.




Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C2 — C", n < 5.




Klasyfikacja odwzorowan kwadratowych C2 — C", n < 5.

Przypadkiem generycznym jest Hy = (22, 2y,v?%, z,%,0,...,0),
dim O(Hy) = 6n. Pozostale przypadki otrzymujemy z
0c2(2,2,2,2) przez ztozenie ze standardows inkluzja C* in C".
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Kazda kolumna sklada si¢ z orbit danego wymiaru, od
najmniejszej do najwiekszej. Linia taczaca orbite o mniejszym
wymiarze z orbita o wigkszym wymiarze oznacza, ze ta mniejsza
jest zawarta w domknieciu tej wiekszej. Do poréwnania orbit
odwzorowania C2 — C™! i odwzorowania C? — C"2 dla nj < ng
sktadamy pierwsze ze standardowa inkluzja C"t — C™2.




