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PRZYKVLAD PINCZUKA

Piotr Migus (L6dz)

Streszczenie

Celem artykuhlu jest przedstawienie kontrprzyktadu S. Pinczuka do rze-
czywistej hipotezy jakobianowej.

Wstep

Hipoteza jakobianowa zostala postawiona w 1939 roku przez O.-H. Kellera
([Ke]) i po uplywie ponad siedemdziesieciu lat, mimo wielu préb jej rozwiazania,
wciaz jest otwartym problemem.

Hipoteza 1. Niech n € N, n > 2 i niech F = (f1,...,fn) : C* — C" bedzie
odwzorowaniem wielomianowym. Jesli Jp(z) # 0, dla dowolnego z € C™, wéwczas
odwzorowanie F' jest odwracalne.

Warunek Jp(z) # 0 jest réwnowazny warunkowi Jp(z) = ¢, gdzie ¢ € C* dla
kazdego z € C". Wynika to z faktu, ze jakobian odwzorowania F' jest wielomianem
oraz z zasadniczego twierdzenia algebry.

Wiadomo bylo, ze hipoteza jest nieprawdziwa, jesli przyjmiemy, ze wspdlrzedne
odwzorowania F' sa funkcjami catkowitymi. Istotnie, niech n = 2 i polézmy

fl(x,y):;ve_y, f2($7y):€y7 ((E,y) €C27
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woéwezas jakobian odwzorowania (f1, f2) jest stale réwny 1, ale odwzorowanie (f1, f2)
nie jest odwracalne, poniewaz

F(z,y+2mi) = F(z,y).

Réwnolegle do hipotezy 1 powstala analogiczna, mocniejsza, hipoteza dla przy-
padku gdy F': R" — R".

Hipoteza 2. Niech n € N, n > 2 i niech F = (f1,...,fn) : R* — R" bedzie
odwzorowaniem wielomianowym. Jesli Jp(x) # 0, dla dowolnego x € R™, wiwczas
odwzorowanie F jest dyfeomorfizmem z R™ na R™.

Podobnie jak w przypadku zespolonym, hipoteza 2 nie jest prawdziwa, jesli
zalozymy, ze wspoélrzedne odwzorowania F' sa funkcjami analitycznymi. Istotnie,
niech fi(z,y) = e®cosy, fa(x,y) = e*siny dla (z,y) € R%. Wowczas Jp(z,y) =
e?® > 0, dla kazdego (z,y) € R?, lecz F(z,y + 27) = F(x,y). Stad otrzymujemy,
ze odwzorowanie F' nie jest réznowartosciowe.

W roku 1994, S.Pinczuk ([Pi]) podal kontrprzyktad do hipotezy 2 w przypadku,
gdy n = 2. Konstrukcja ta nie byta prosta, wielomian bedacy pierwsza wspdtrzedna
odwzorowania F', nie moze by¢ zbyt niskiego stopnia. J. Gwozdziewicz pokazal w
2001 roku ([Gw])

Niech F = (f1, f2) : R? — R? bedzie odwzorowaniem wielomianowym. Jedli Jr > 0
oraz degfi < 3, degfs < 3, to odwzorowanie F jest dyfeomorfizmem.

W roku 2010 F. Braun wraz z J.R. dos Santos Filho ([Br]) uzyskali ogélniejszy
wynik niz Gwozdziewicz, pokazujac, ze prawdziwo$¢ rzeczywistej hipotezy jakobia-
nowej jest zalezna od stopnia tylko jednej wspotrzednej odwzorowania F'.

Niech F = (f1, f2) : R? — R? bedzie odwzorowaniem wielomianowym takim, ze
degfi = 3. Jesli Jgp > 0, to odwzorowanie F jest dyfeomorfizmem.

Celem niniejszej pracy jest konstrukcja kontrprzyktadu do hipotezy 2 w przy-
padku, gdy n = 2. Kontrprzyktad ten, jak wczeéniej zostalo wspomniane, podat
S. Pinczuk.

W paragrafie pierwszym znajduja sie lemat o pewnym, szczegdlnym, typie row-
nania o pochodnych czastkowych oraz lemat o podstawowych dziataniach na jako-
bianach. Lematy te maja charakter pomocniczy.

Paragraf drugi zawiera definicje oraz proste wlasnoéci dyfeomorfizméw. Wia-
snosci te dotycza gléwnie pierwszej wspélrzednej odwzorowania bedacego dyfe-
omorfizmem. Ponadto, wlasnosci te odgrywaja podobna role co lematy z paragrafu
pierwszego.

Paragraf trzeci jest gléwna czeécia pracy. W paragrafie tym znajduje sie kon-
strukcja kontrprzykladu podanego przez S. Pinczuka. Konstrukcja ta w duzym
stopniu bazuje na lematach i wlasno$ciach podanych w poprzednich paragrafach.
Ponadto, w paragrafie tym podane sa dokladne wyprowadzenia i obliczenia.
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W paragrafie czwartym znajduje sie alternatywne podejscie do wykazania, ze
odwzorowanie Pinczuka nie jest dyfeomorfizmem, koncepcja ta wywodzi sie od
T. Figla.

W ostatnim paragrafie wspomniana jest pomytka Pinczuka oraz zostaje podany
doktadny stopien odwzorowania Pinczuka.

Pragne w tym miejscu serdecznie podzigkowaé¢ Panu Profesorowi Jackowi
Chadzynskiemu, za wszechstronna pomoc podczas pisania tej pracy. Dzigkuje
rowniez uczestnikom seminarium Katedry Funkeji Analitycznych i Roéwnan
Rézniczkowych, na ktorym referowalem niniejsza prace, w szczegdlnosci Panu Prof.
S. Spodziei oraz Panu Prof. T. Krasinskiemu, za cenne uwagi, ktére wplynely na
ulepszenie tekstu. Na zakonczenie dziekuje Panu Prof. K. Ruskowi za udostepnienie
artykutu ([Br]).

81. Pomocnicze lematy

Niech v : R? — R bedzie wielomianem.

Lemat 1. Rozwigzaniem réwnania

ou Ou

o ap

jest wielomian

w(én) =Vol ' (&n),

gdzie l jest odwzorowaniem liniowym okreslonym wzorem

1(&m) = (&—n,m),

natomiast
n

—vol(&,n) = Zak(é)n’“,

k=0

S ar(§) k+1

L AR
= k+1

V(&n) =
gdzie ay, sqg wielomianami jednej zmienney.
Dowdd. Latwo sprawdzamy, ze odwzorowanie [~! jest okre§lone wzorem

171 (&m) = (E+n,m).

Stad otrzymujemy

< ap(£+1) k1

Vol '¢m) = 1

k=0
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Zauwazmy, ze
ou  Ou  =a,(E+ a6+
Z (& +m) pkt Z k( )nkﬂ

o€ %_k:o kE+1 k1

= > a(E+ )
k=0

==Y ar€+nn*.
k=0

7 drugiej strony

n

v(&n) =volol ™ (&n) == ar(+nn*,

k=0

to konczy dowdd lematu 1. O

Lemat 2. Jesli funkcje f,g,h : R? — R sq klasy C' oraz funkcja g nigdzie nie
znika, wowczas mamy nastepujgce tozsamosci:

J(g+a.m) = S0 + Jg.n)s
Jirg.n) = T ign) + 9J01.m)

1 f
Josoy==Jirn) — SJdig.n)
(£.n) g (f;h) 92 (9,h)
Dowdéd. Korzystajac z podstawowych zasad rézniczkowania otrzymujemy kolejno

If+g)0h O(f+g)0h

Tstom = or 0Oy dy Oz
(05 d9\on_on(of o
“\Ox  0x)0y O0x\dy Oy
= Jigny + gy

d(fg) Oh  OhO(fg)

Tgom = Oox Oy Oxr Oy
(2, oo\ oh_oh(0f 0
_(8x9+f8x)8y 8x(5yg+f3y>
_(990h _ogony | (ofon ofon
Y\ 0z oy Oyox I\ Bz Jy Oy ox
= fJigny +9Js.m)
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o) on  ondL)

J(g’h) Ox Oy Oz Oy

_ (Wg_f@gyh_@h(afg_fag)

Or g? g¢20x) 0y Ox\Oyg® g20y
_ (901 _ f9g\oh Oh(OfLl fO0g
\Ozg ¢20x)0y Ox\dyg g2y

1

f
§J<f,h> - ?Jw,h)-

82. Wilasnosci dyfeomorfizmoéow

Definicja 1. Niech G1,G2 C R™ bedg zbiorami otwartymi. Odwzorowanie
F : G1 — G2 nazwiemy dyfeomorfizmem, jesli jest bijekcjg G1 na Go oraz od-
wzorowanie F wraz z odwzorowaniem odwrotnym F~' sq klasy C*.

Podamy teraz trzy wlasnosci dyfeomorfizméw potrzebne w dalszej czesci pracy.

Wtasnosé 1. Jesli odwzorowanie F : G1 — Go jest dyfeomorfizmem, to dla kaz-
dego x© € Gy, Jp(x) # 0.

Dowdd. Z twierdzenia o jakobianie superpozycji odwzorowan *, dla dowolnego xg €
Gy, mamy Jp-1,p(20) = Jp-1(F(x0))Jr (o). Z drugiej strony F~1oF = idg, . Po-
niewaz J(idg,) = 1, wigc otrzymujemy Jp-i1,p(zg) = 1. Zatem
Jp-1(F(2z9))Jr(z0) = 1, czyli ostatecznie Jp(xg) € R*. O

Wtasnoéé 2. Niech G1 = Ga = R™ oraz niech F = (f1,..., fn) : R" — R™ bedzie
dyfeomorfizmem, wéwczas zbior P = {x € R™ : fi(x) = 0} jest zbiorem spdjnym.

Dowdd. Poniewaz odwzorowanie F jest bijekcja, wiec F(P) = {0} x R*~!. Ponadto
odwzorowanie F jest dyfeomorfizmem, wiec istnieje ciagle odwzorowanie F~!. Stad
otrzymujemy, ze P = F~}(F(P)) = F~1({0} x R*~!). Poniewaz zbiér {0} x R"~*
jest zbiorem spéjnym, wiec zbiér P jest réwniez spdjny. (I

Wtlasno$é 3. Niech F = (f1,...,fn) : R® — R" bedzie dyfeomorfizmem oraz
niech fi = pipa. Poldimy Py = {x € R™ : pi(z) = 0}, P, = { € R™ : pa(x) = 0}.
Wéwezas P, = 0 albo Py = 0.

Dowdd. Przypusémy, ze Py # 01 Py # (). Wéwczas zachodzg dwa przypadki:
1° zbiory Py, P> sa roztaczne,
2° istnieje punkt xg € R™ taki, ze g € P N Ps.

*[Bi], str. 49.
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W przypadku 1° otrzymujemy sprzeczno$é¢ z wlasnoscia 2 (zbiér P bylby nie-
spéjny).
W przypadku 2°

I = Jpripaforfn) = P12, fors ) T P2 (01 oo fr) -

Istotnie, analogicznie jak w lemacie 2, w przypadku n-wymiarowym mamy

n

0 " 0 0
Jp = Z MAU = Z <P16p2Au +P2plAu)

P 8xi P €T 61‘2

n n

ap2 3171
= ZpliAli + Zp27Ali
i=1 Oz i=1 O
= le(p27f27'”vfn) +p2J(P17f27»--,fn)’

gdzie Ay; oznacza dopelnienie algebraiczne elementu %ﬂ macierzy jakobiego.
Z powyzszego 1 z zalozenia przypadku 2° otrzymujemy Jg(xo) = 0, co przeczy

wlasnosci 1. O

83. Przyklad Pinczuka

Konstrukcje odwzorowania F = (p,q) : R?> — R? o dodatnim jakobianie i
jednoczesnie nie bedacego dyfeomorfizmem, podzielimy na kolejne kroki.
Pinczuk wprowadza nastepujace pomocnicze wielomiany

tay) = oy — 1,
h(z,y) = t(xt + 1),

1 x

M flay) = EEDAOED,
p(m,y) =h+f.

Zauwazmy, ze

h+1  t(wt+1)+1
X o xr

:t2+y.

xt2+t+17t2+t+1
T

(2)
dlatego f takze jest wielomianem. Ponadto, bezposrednio z (1) wynika, ze
(3) (h—t)f = h*(h +1).

Istotnie
(h—t)f =at’f =t*(at + 1)*(h + 1) = K2 (h + 1).

Krok 1. Pinczuk wyraza jakobiany odpowiednich odwzorowan wielomianowych w
terminach wielomianéw t, h, f. Istotnie
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Wtasno$é 4. Nastepujgce relacje zachodzq dla wielomiandw t, h, f:

J(h@ =h—t,

gy =—1

Jif0) = —f +3h* +2h,
(4) Tipny = —4tf — th + 2fh,

Jip.tn2y = —Bthf —th® + 2fh?,
Jipzy = —28° — 2t f + 6th(h + 1),
J(p—t2—6th(nt1)) = 2t> + 26t f + 30t fh — 12fh — 12 fh°.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze:
(5) Jwpy =2, J@n = 22%t + Jiy) = —y-
7 powyzszego i z lematu 2
ity = Jaizge) = Jwez) + ) = S (@) + g2y = ot> = h —t.

Stosujac udowodniona juz czesé¢ wlasnosci, (1-2), (5) oraz ponownie lemat 2 otrzy-
mujemy

T =J e gy py = (WD e )+ ED
=(h+1) %J((mﬂ)(mtﬂ),h) - (xt;l)QJ(z,h)}
=(h+1) :2(362;:—1)J(zt+1,h) - (xt;l)ZJ(z,h)]
=(h+1) _W@J(M) T ) + WJ(M)
_ wt+ 1) +2 Dk (227t + x)]
—(h+1) {2(33’5; D (22 1 og22 44y - WEED D (2at + 1)}
A Gl z D Lti (at(at + 1)) = 20t - 1} S
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T =T .0 = E + Y@z + @+ 1) T2y
2zt + 1) 4+ y)Jwer1,0) + (@t + 12Tz + (wt + 1) J 0
=2(xt + 1)(t* + ) J@ray + 20t + 1) + 9) T + (@t + 1) Ty
=2(zt + 1)(t* + Yty + 2wt + 1) + y)xd g + (2t +1)% Ty 0
=2zt(xt +1)(1* +y) — y(axt + 1)2
=(wt +1)(2xt> + 2xty) — y(wt + 1)
(wt +1)(Bat® — ot + 3aty — aty +y —y + 12 — %) — y(at + 1)
(zt +1)(3aty +y + 30t® + 1 — wty —y — xt® — t?) — y(xt +1)?
(zt + 1) (y(3zt + 1) + 23wt + 1) — y(at + 1) — (2t + 1))
—y(zt +1)2
(zt + 1)((Bat 4+ 1) (y + %) — (2t + 1) (y + 2)) — y(at + 1)2
(zt + 1)(3at + 1) (y + t2) — f — y(at +1)°
— f+ (zt + 1) (Baty + 30t® + y + 12 — wty —y)

(

(

(

)
— f 4 (ot + 1) (32t + t(2zy + 1))

=—f+ (et +1)Bat® +t(2zy — 2+t +2))

=— f+ (vt +1)(3xt® + 3t> + 2t) = — f + 3h* + 2h.

Ze wzoréw (2-5) oraz z udowodnionej czesci wlasnosci dostajemy

Jip,th) = J(p+n,th) = J(p,en) T Jn,tn)

tJ(f,h) + hJ(f,t) + tJ(hyh) + hJ(h’t)
= —tf — fh+3h> +2h% + K2 —th
= —tf —th — fh+ 3h> + 3R>

= —tf —th— fh+3h*(h +1)

—tf —th—fh+3(h—t)f

—tf —th — fh+3fh—3tf

= —4tf — th+ 2fh,

J(p.tn2) = "I (p,en) + thJp,n)
= —dthf —th® + 2fh* + thJ s py + thd g
= —4thf — th? + 2fh?® — thf
= —5thf — th? + 2fh?,



J(pﬁtZ) = 2tJ(p7t) = 2tJ(f-1t) + 2tJ(h7t)
= —2ft + 6th® + 4th + 2th — 2t?
= —2t* — 2tf + 6th(h + 1),

Jp.—2—6tn(n+1)) = = Jp.2) = J6tn2) = Jp,6tn)
=2t> + 2tf — 6th(h + 1) + 30thf + 6th*
— 12fh* + 24t f + 6th — 12fh
=2t + 26tf + 30t fh — 12fh — 12fh>.

To konczy dowod.

Z powyzszej wlasnosci Pinczuk otrzymuje

Wlasnosé 5.

(6) Jp—2—etn(nr1)) = t° + (¢ + f(13 4+ 150)) + f2 = fo(f,h)
i

(7) 24+ 2+ (t+ f(13 4 15R))? > 0,

gdzie

(8) v=uv(&n) =&+ E(13+150)% + 120 + 1217

Dowdéd. Z wlasnosci 4 mamy

J(p—t2—6th(nt1)) =2t° + 26tf + 30t fh — 12fh — 12fh?
=t* + 1% + 2t f(13 + 15h) — 12fh — 12fh*

=t? + 12 + 20 f(13 4 15h) — 12fh — 12fh% + f2 — f?

+ f2(13 4 15h)% — f2(13 + 15h)?

=t% + 12 + 2t f(13 4 15h) + f2(13 + 15h)% + f2
— f2 — f2(13 + 15h)% — 12fh — 12fh?

=t> + (t + f(13 + 15h))* + f2
— f(f + f(13 + 15h) 4+ 12h + 12h%)

=t + (t + f(13 4+ 15h))* + 2 — fo(f, h).
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Ponadto, prawa strona (7) jest nieujemna i znika tylko wtedy, gdy f = 0it = 0.

Jest to jednak niemozliwe, poniewaz jesli t =0, to z (1) f =1 #£0.

O

Krok 2. Dla wielomianu v okre$lonego wzorem (8), istnieje wielomian u taki, ze

9) Jpurny) = fo(f,h).
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Istotnie, niech u bedzie rozwiazaniem réwnania z lematu 1. Wéwczas korzystajac
z reguly lancucha i z (4) otrzymujemy

of  oh of 9 oh
Jpu(r.n)) = (a£+ )( 507)4i+43tﬁ )y)

(B (oL )

- ofof ohof ofdf onof
-5, axay‘axay‘ayax>
Ou (210 S0 _0ih_ohin)
’ Oxdy Ox0dy Oydx Oyox

—(§Z§§—§Z§i)( e~ g )
(560 )

D= Gen).
Stad i z lematu 1 otrzymujemy
ou

F(Getm = Garm ) = otson
Krok 3. Ktadac teraz
(10) q=—t>—6th(h+1) + u(f, h),
dostajemy z (6-7) oraz (9-10)

Jipg) =t + f2 4 (t+ f(13 + 15h)) > 0.

Krok 4. Pinczuk pokazuje, ze wielomian p nie jest wspélrzedna dyfeomorfizmu.

Istotnie, tatwo zauwazy¢, ze

px,y) = [e(ry — 1) + Doy — 1+ 2%y —z + 1)(y + (zy — 1)?)].
Niech
pi(e,y) =a(zy — 1) +1, pa(z,y) =xy—1+ (@ —z+1)(y + (zy - 1)),

Oznaczmy przez Py = {(z,y) € R? : py(z,y) = 0}, P2 = {(z,y) € R? : pa(x,y) =
0}. Oczywiscie (1,0) € Py i (0,0) € P,. To jest sprzeczne z wlasnoscia 3.

Reasumujac otrzymaliSmy odwzorowanie F' = (p,q) z dodatnim jakobianem,
ktore nie jest dyfeomorfizmem.
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84. Uwagi Figla

T. Figiel w [Fi], pokazal bezposrednio, nie uzywajac wlasnosci dyfeomorfizméw

(patrz §2), ze odwzorowanie Pinczuka F' nie jest dyfeomorfizmem.

Oznaczmy k(s) = (s, 25%) dla s # 0. Figiel zauwazyl, ze

(11) Hk(s) = F(k(s) =0, 1(h(s)) = .
Istotnie, na podstawie (1) mamy

t(k(s)) = 588_21 —1= —%,

(K ($)) = H(R()($H06() + 1) = — (s~ 1) +1) =0

(st(k(s) + V(hk(s) +1) _ (s(=)+1)°

f(k(s)) =

Na podstawie lematu 1 wielomian u nie posiada wyrazu wolnego, wiec u(0,0) =
0. Zatem z (11) otrzymujemy, ze u(f(k(s)), h(k(s))) = u(0,0) = 0. Stad oraz z (1)
i (10-11) dostajemy

p(k(s)) = f(k(s)) + h(k(s)) =0,

q(k(s)) = —t*(k(s)) — 6t(k(s))h(k(s)) (h(k(s)) + 1) + u(f, h)(k(s))

= P (ks) = 5.
Zatem
F(h(s)) = (p(k(s)), a(k(5))) = (0, ~)
Oczywidcie
Bs) = (5,2 50) # (-5, =) = k().
ale

Zatem odwzorowanie I’ nie jest roznowarto$ciowe, a co za tym idzie nie jest dyfe-
omorfizmem.
Figiel zauwazyl dodatkowo, ze J(, 4 (k(s)) = 5. Istotnie

T,y (k(8)) = 2(k(s)) + f2(k(s)) + (t(k(s)) + f(K(5)) (13 + 15h(k(s))))* = 532

7 powyzszego wynika, ze jakobian odwzorowania Pinczuka nie jest ograniczony z
dohu przez zadna dodatnia stala.
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85. Stopien odwzorowania

W oryginalnym artykule Pinczuk zapisal pomytkowo wielomian v w postaci
v=uv(&n) =&+ E(13+ 15n)% + 12 + 120,

znajdujac dla tego wielomianu wielomian u, bedacy wielomianem z kroku 3 dosta-
jemy, ze Jip, q) > 0. Jednak wowczas wielomian g ma wyzszy stopien. Pomytke te
dostrzegl L. Druzkowski([Dr]) oraz podal prawidlowy stopienr odwzorowania F.
Wyznaczymy teraz stopien tego odwzorowania. W tym celu obliczmy najpierw
stopien wielomianu u. Postepujac zgodnie z lematem 1 rozwazmy superpozycje

—vol(&n) =& —n+ (€ —n)(13+15n)° + 127 + 129%.
Nastepnie uporzadkujmy wyrazy wzgledem 7
—vol(&,n) = 170¢ + (390¢ — 158)n + (225¢ — 378)n* — 2251°.

Kolejnym krokiem jest znalezienie wielomianu V (€, n)

(3906 — 158) , (2256 —378) 4 225 ,
2 U 3 K

2 2 3 3 225 4

= 1706 + 195¢0” — 799" + 756" — 1260° — ="

=V (& mn) = 170&n +

Majac wielomian V' mozemy obliczy¢ wielomian u

w(&,m) =V ol™'(&n) = —170(§ 4+ n)n — 195(¢ 4+ n)n* + 799°

225
— 75(&+n)n® + 126n° + 7”4

75
= — 170&n — 9192 — 1956n% — 691> — 75En° — 2”4'

Sktadajac teraz wielomian v z odwzorowaniem (f, k) otrzymujemy

75
u(f,h) = —170fh — 91h* — 195fh? — 69h> — T5fh> — Zh‘l.

Zauwazmy, ze
degt =2, degh =15, degf=10.

Poniewaz najwyzsza potega wielomianu u(f, h) wystepuje w wyrazeniu —75fh3,
wiec degu(f, h) = 25. Ponadto deg(—t? — 6th(h + 1)) = 12, wigc na podstawie (10)
mamy degg = 25. Zatem ostatecznie otrzymujemy

degF' = 25.
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THE PINCHUK EXAMPLE

Summary. This article aims to present the S. Pinchuk counterexample to the real
jacobian conjecture.
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