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Motywacje

Uogdlnienie hipotezy jakobianowej

Dla dowolnych wielomianéw
fi,...,fm € k[x1, ..., xy], gdzie k jest ciatem
charakterystyki zero i m € {2,..., n}, jesli

NWD(jacin 1< j < ... < jm <n)€k\ {0},

to k[fi, ..., fn] jest algebraicznie domkniety w
k[x1, ..., xn].

P. Jedrzejewicz, J. Zielinski, Analogs of Jacobian conditions for subrings, J.
Pure Appl. Algebra 221 (2017), 2111-2118, arXiv: 1601.01508
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Motywacje

Uwaga

W dowolnej skonczenie generowanej dziedzinie nad
ciatem k charakterystyki zerowej podpierscien jest
algebraicznie domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy jest
pierscieniem statych pewnej k-derywacji.

A. Nowicki, Rings and fields of constants for derivations in characteristic zero,
J. Pure Appl. Algebra 96 (1994), 47-55
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Motywacje

Oznaczenia

Niech R bedzie dowolnym pierécieniem. Wéwczas:
— R* oznacza zbiér wszystkich elementéw
odwracalnych w pierécieniu R,

— lrr R oznacza zbiér wszystkich elementéw
nierozktadalnych w pierécieniu R,

— Sqf R oznacza zbiér wszystkich elementéw
bezkwadratowych w pierscieniu R.
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Definicje

Niech R bedzie dowolnym pierécieniem.
Element x € R nazywamy nierozktadalnym, jesli

x ¢ R* oraz

Va,be R x=ab=(ac R"VbeR").
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Definicje

Niech R bedzie dowolnym pierécieniem.
Element x € R nazywamy nierozktadalnym, jesli

x ¢ R* oraz

Va,be R x=ab=(ac R"VbeR").

Element x € R nazywamy bezkwadratowym, jesli

Va,be R x=a’bh=ac R"
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Motywacje

Twierdzenie

Niech k bedzie ciatem charakterystyki zero. Zatézmy,
ze fi, ..., fm € k[x1, ..., x| s3 algebraicznie
niezalezne nad k, gdzie m € {1,..., n}. Wéwczas
nastepujace warunki s réwnowazne:

() NWD(ackfn ji <. < jm) € K\ {0},

(ii) Irr k[fy, ..., fm] C Sqf k[xl, o X,

(iii) Saf k[f, ..., fm] C Saf k[x1, ..., x,].

P. Jedrzejewicz, J. Zielinski, Analogs of Jacobian conditions for subrings, J.
Pure Appl. Algebra 221 (2017), 2111-2118, arXiv: 1601.01508
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Odpowiedniki warunku jakobianowego

Odpowiedniki warunku
jakobianowego
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Odpowiedniki warunku jakobianowego

Bedziemy rozwaza¢ warunki
lrr R C Sqf A Sqf R C Sqf A,

gdzie R jest podpierécieniem dziedziny A.
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Odpowiedniki warunku jakobianowego

Niech A bedzie pierscieniem, R jego podpierscieniem.
Méwimy, ze R jest faktorialnie domkniety w A, jesli

Vx,y € A xy € R\ {0} = x,y € R.
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Odpowiedniki warunku jakobianowego

Niech A bedzie dziedzing z jednoznacznoscia
rozktadu. Niech R bedzie podpierécieniem pierscienia
A takim, ze R* = A*. Nastepujace warunki s3
réwnowazne:

(i) r R ClrrA,

(ii) R jest faktorialnie domkniety w A.

tukasz Matysiak VViasno$ci faktorialne podpierScieni zwigzane z elementami nierozkfadalnymi i bezkwadratowymi



Odpowiedniki warunku jakobianowego

Twierdzenie

Niech A bedzie dziedzing z jednoznacznoscia
rozktadu. Niech R bedzie podpierécieniem pierscienia
A takim, ze R* = A* i Ry N A = R. Nastepujace
warunki s3 réwnowazne:
(i) Sqf R C Sqf A,
(ii) dla dowolnych x € A, y € Sqf A, jesli
x?y € R\ {0}, to x,y € R.
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Odpowiedniki warunku jakobianowego

Twierdzenie

Niech A bedzie dziedzing z jednoznacznoscig
rozktadu. Niech R bedzie podpierécieniem pierscienia
A takim, ze R* = A*. Rozwazmy nastepujace
warunki:

(i) rRClrrA,

(i) Sqf R C Sqf A,

(iii) Irr R C Sqf A.
Wtedy zachodzg nastepujace implikacje:

(1) = (i) = (iii).
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Irr R C Sqf A

Twierdzenie

Niech A bedzie dziedzing. Niech R bedzie
podpierScieniem pierécienia A. Rozwazmy warunki:
(i) Irr R C Sqf A,
(ii) dla dowolnych x € A, y € Sqf A, jesli
x?y € R\ {0}, to x,xy € R.
Woéwczas (ii)= (i).

M. Marciniak, £. Matysiak, A sufficient condition for atoms of a submonoid to
be square-free in a monoid, praca w przygotowaniu.
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Irr R C Sqf A

Dowdd.
Zatézmy, ze zachodzi warunek:

Vx € AVy €Sqf A x’y € R\ {0} = x,xy € R.

Rozwazmy r € Irr R. Przypusémy, ze r ¢ Sqf A, wiec
r = x%y, gdzie x € A\ A*,y € Sqf A. Skoro

x?y € R\ {0}, to x,xy € R. Ale x,xy & R*.
Sprzecznos¢. Zatem Irr R C Sqf A. O
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Irr R C Sqf A

Dowdd.
Zatézmy, ze zachodzi warunek:

Vx € AVy €Sqf A x’y € R\ {0} = x,xy € R.

Rozwazmy r € Irr R. Przypusémy, ze r ¢ Sqf A, wiec
r = x%y, gdzie x € A\ A*,y € Sqf A. Skoro
x?y € R\ {0}, to x,xy € R. Ale x,xy ¢ R*.
Sprzecznos¢. Zatem Irr R C Sqf A. O

Czy zachodzi (i) = (ii)?
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Irr R C Sqf A

Definicja

Pétgrupe przemienng H z elementem neutralnym
spetniajacy warunek:

Va,b,ce H ab=ac=b=c

nazywamy monoidem przemiennym ze skracaniem
(commutative cancellative monoid).
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Irr R C Sqf A

Definicja

Pétgrupe przemienng H z elementem neutralnym
spetniajacy warunek:

Va,b,ce H ab=ac=b=c

nazywamy monoidem przemiennym ze skracaniem
(commutative cancellative monoid).

Przyktad

Jesli A jest dziedzing, to A\ {0} z mnozeniem jest
monoidem przemiennym ze skracaniem.
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Irr R C Sqf A

Kontrprzyktad

Rozwazmy monoid A = {p*q'r™; k, I, m > 0} i jego
podmonoid R =< pq, pr >.

Woéweczas Irr R C Sqf A, ale istniejg x € A, y € Sqf A
takie, ze x°y € R\ {0}, ale x,xy ¢ R.

M. Marciniak, t. Matysiak, A sufficient condition for atoms of a submonoid to
be square-free in a monoid, praca w przygotowaniu.

tukasz Matysiak VWViasno$ci faktorialne podpierScieni zwigzane z elementami nierozkfadalnymi i bezkwadratowymi



Irr R C Sqf A

Kontrprzyktad

A=1{pkqg'r™ k,I,m> 0}

R =< pq, pr >

Irr R = {pq, pr}

Saf A={1,p,q,r.pq,pr,qr, pqr}
Przyjmijmy x = p, y = qr € Sqf A.
Woéwczas:

x’y = p*qr = pq - pr € R,
x=p¢R,

y=qr¢ R J

i nierozkfadalnymi i bezkwadratowymi




Irr R C Sqf A

Twierdzenie

Niech A bedzie pierscieniem. Niech R bedzie podpierscieniem pierScienia
A, R* = A*. Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

(i) dla kazdego x € A,y € Sqf A jesli x>y € R\ {0}, to x,xy € R,

(ii) dIa kaidego n > 0 oraz dla kaidego S0 - -, 50 € Sqf A, jesli

n
H s? "€ R to H s - 50, H s2 US1,...,525,-150—2,5nSn—1,5n € R,
(iii) dIa kazdego n > 0 oraz dla kazdego
S0, - -+, 50 € (Sqaf A) \ A*, s, rprs;,i # j idla kazdego
ko > ... >k, >0J€S|IHS € R, toso,sosl,...,Hs,-eR7

i=0

i=0
(iv) dla kazdego n > 0 oraz dla kazdego s, ..., s, € (Saf A) \ A*, gdzie
si | siv1,5i » spdlai=0,1,...,n—1idla kazdego k; > 0, gdzie

n
j=0,1,...,n, jesli Hsik" € R\ {0}, to sp,S1,-..,50—1,5, € R.
i=0

M. Marciniak, t. Matysiak, A sufficient condition for atoms of a submonoid to
be square-free in a monoid, praca w przygotowaniu.
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