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Uogólnienie hipotezy jakobianowej

Dla dowolnych wielomianów
f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn], gdzie k jest ciaªem
charakterystyki zero i m ∈ {2, . . . , n}, je±li

NWD(jacf1,...,fmxj1 ,...,xjm
, 1 ¬ j1 < . . . < jm ¬ n) ∈ k \ {0},

to k[f1, . . . , fm] jest algebraicznie domkni¦ty w
k[x1, . . . , xn].

P. J¦drzejewicz, J. Zieli«ski, Analogs of Jacobian conditions for subrings, J.
Pure Appl. Algebra 221 (2017), 2111-2118, arXiv: 1601.01508
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Uwaga

W dowolnej sko«czenie generowanej dziedzinie nad
ciaªem k charakterystyki zerowej podpier±cie« jest
algebraicznie domkni¦ty wtedy i tylko wtedy, gdy jest
pier±cieniem staªych pewnej k-derywacji.

A. Nowicki, Rings and �elds of constants for derivations in characteristic zero,
J. Pure Appl. Algebra 96 (1994), 47-55
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Oznaczenia

Niech R b¦dzie dowolnym pier±cieniem. Wówczas:
� R∗ oznacza zbiór wszystkich elementów
odwracalnych w pier±cieniu R ,
� IrrR oznacza zbiór wszystkich elementów
nierozkªadalnych w pier±cieniu R ,
� Sqf R oznacza zbiór wszystkich elementów
bezkwadratowych w pier±cieniu R .
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De�nicje

Niech R b¦dzie dowolnym pier±cieniem.
Element x ∈ R nazywamy nierozkªadalnym, je±li
x /∈ R∗ oraz

∀a, b ∈ R x = ab ⇒ (a ∈ R∗ ∨ b ∈ R∗).

Element x ∈ R nazywamy bezkwadratowym, je±li

∀a, b ∈ R x = a2b ⇒ a ∈ R∗.
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Twierdzenie

Niech k b¦dzie ciaªem charakterystyki zero. Zaªó»my,
»e f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn] s¡ algebraicznie
niezale»ne nad k , gdzie m ∈ {1, . . . , n}. Wówczas
nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(i) NWD(jacf1,...,fmxj1 ,...,xjm

, j1 < . . . < jm) ∈ k \ {0},
(ii) Irr k[f1, . . . , fm] ⊂ Sqf k[x1, . . . , xn],
(iii) Sqf k[f1, . . . , fm] ⊂ Sqf k[x1, . . . , xn].

P. J¦drzejewicz, J. Zieli«ski, Analogs of Jacobian conditions for subrings, J.
Pure Appl. Algebra 221 (2017), 2111-2118, arXiv: 1601.01508
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Odpowiedniki warunku

jakobianowego
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B¦dziemy rozwa»a¢ warunki

IrrR ⊂ Sqf A Sqf R ⊂ Sqf A,

gdzie R jest podpier±cieniem dziedziny A.
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De�nicja

Niech A b¦dzie pier±cieniem, R jego podpier±cieniem.
Mówimy, »e R jest faktorialnie domkni¦ty w A, je±li

∀x , y ∈ A xy ∈ R \ {0} ⇒ x , y ∈ R .
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Znany fakt

Niech A b¦dzie dziedzin¡ z jednoznaczno±ci¡
rozkªadu. Niech R b¦dzie podpier±cieniem pier±cienia
A takim, »e R∗ = A∗. Nast¦puj¡ce warunki s¡
równowa»ne:
(i) IrrR ⊂ IrrA,
(ii) R jest faktorialnie domkni¦ty w A.
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Twierdzenie

Niech A b¦dzie dziedzin¡ z jednoznaczno±ci¡
rozkªadu. Niech R b¦dzie podpier±cieniem pier±cienia
A takim, »e R∗ = A∗ i R0 ∩ A = R . Nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:
(i) Sqf R ⊂ Sqf A,
(ii) dla dowolnych x ∈ A, y ∈ Sqf A, je±li

x2y ∈ R \ {0}, to x , y ∈ R .
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Twierdzenie

Niech A b¦dzie dziedzin¡ z jednoznaczno±ci¡
rozkªadu. Niech R b¦dzie podpier±cieniem pier±cienia
A takim, »e R∗ = A∗. Rozwa»my nast¦puj¡ce
warunki:
(i) IrrR ⊂ IrrA,
(ii) Sqf R ⊂ Sqf A,
(iii) IrrR ⊂ Sqf A.
Wtedy zachodz¡ nast¦puj¡ce implikacje:

(i)⇒ (ii)⇒ (iii).
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Twierdzenie

Niech A b¦dzie dziedzin¡. Niech R b¦dzie
podpier±cieniem pier±cienia A. Rozwa»my warunki:
(i) IrrR ⊂ Sqf A,
(ii) dla dowolnych x ∈ A, y ∈ Sqf A, je±li

x2y ∈ R \ {0}, to x , xy ∈ R .
Wówczas (ii)⇒ (i).

M. Marciniak, �. Matysiak, A su�cient condition for atoms of a submonoid to

be square-free in a monoid, praca w przygotowaniu.
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Dowód.

Zaªó»my, »e zachodzi warunek:

∀x ∈ A,∀y ∈ Sqf A x2y ∈ R \ {0} ⇒ x , xy ∈ R .

Rozwa»my r ∈ IrrR . Przypu±¢my, »e r /∈ Sqf A, wi¦c
r = x2y , gdzie x ∈ A \ A∗, y ∈ Sqf A. Skoro
x2y ∈ R \ {0}, to x , xy ∈ R . Ale x , xy /∈ R∗.
Sprzeczno±¢. Zatem IrrR ⊂ Sqf A.

Czy zachodzi (i)⇒ (ii)?
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De�nicja

Póªgrup¦ przemienn¡ H z elementem neutralnym
speªniaj¡cy warunek:

∀a, b, c ∈ H ab = ac ⇒ b = c

nazywamy monoidem przemiennym ze skracaniem
(commutative cancellative monoid).

Przykªad

Je±li A jest dziedzin¡, to A \ {0} z mno»eniem jest
monoidem przemiennym ze skracaniem.
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De�nicja

Póªgrup¦ przemienn¡ H z elementem neutralnym
speªniaj¡cy warunek:

∀a, b, c ∈ H ab = ac ⇒ b = c

nazywamy monoidem przemiennym ze skracaniem
(commutative cancellative monoid).

Przykªad

Je±li A jest dziedzin¡, to A \ {0} z mno»eniem jest
monoidem przemiennym ze skracaniem.
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Kontrprzykªad

Rozwa»my monoid A = {pkql rm; k , l ,m ­ 0} i jego
podmonoid R =< pq, pr >.
Wówczas IrrR ⊂ Sqf A, ale istniej¡ x ∈ A, y ∈ Sqf A
takie, »e x2y ∈ R \ {0}, ale x , xy /∈ R .

M. Marciniak, �. Matysiak, A su�cient condition for atoms of a submonoid to

be square-free in a monoid, praca w przygotowaniu.
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Kontrprzykªad

A = {pkql rm; k , l ,m ­ 0}
R =< pq, pr >
IrrR = {pq, pr}
Sqf A = {1, p, q, r , pq, pr , qr , pqr}
Przyjmijmy x = p, y = qr ∈ Sqf A.
Wówczas:
x2y = p2qr = pq · pr ∈ R ,
x = p /∈ R ,
y = qr /∈ R .
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Twierdzenie

Niech A b¦dzie pier±cieniem. Niech R b¦dzie podpier±cieniem pier±cienia
A, R∗ = A∗. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(i) dla ka»dego x ∈ A, y ∈ Sqf A je±li x2y ∈ R \ {0}, to x , xy ∈ R,
(ii) dla ka»dego n ­ 0 oraz dla ka»dego s0, . . . , sn ∈ Sqf A, je±li

n∏
i=0

s2
i

i ∈ R ,to
n∏

i=1

s2
i−1

i s0,
n∏

i=2

s2
i−2

i s1, . . . , s
2
n sn−1sn−2, snsn−1, sn ∈ R,

(iii) dla ka»dego n ­ 0 oraz dla ka»dego
s0, . . . , sn ∈ (Sqf A) \ A∗, si rpr sj , i 6= j i dla ka»dego

k0 > . . . > kn > 0, je±li
n∏

i=0

skii ∈ R, to s0, s0s1, . . . ,
n∏

i=0

si ∈ R,

(iv) dla ka»dego n ­ 0 oraz dla ka»dego s0, . . . , sn ∈ (Sqf A) \ A∗, gdzie
si | si+1, si � sj dla i = 0, 1, . . . , n − 1 i dla ka»dego kj > 0, gdzie

j = 0, 1, . . . , n, je±li
n∏

i=0

skii ∈ R \ {0}, to s0, s1, . . . , sn−1, sn ∈ R.

M. Marciniak, �. Matysiak, A su�cient condition for atoms of a submonoid to

be square-free in a monoid, praca w przygotowaniu.
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