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Motywacje

Definicja
Zbiér H nazywamy monoidem przemiennym ze skracaniem,

jezeli jest potgrupa przemienng z elementem neutralnym oraz
dla dowolnych a, b, ¢ € H zachodzi warunek

ab=a = b=c.

Przyktad: R\ {0} z mnozeniem, gdzie R jest dziedzing
(pierscieniem przemiennym z jedynka bez dzielnikéw zera).
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Motywacje

(a) Element a € H nazywamy nierozkfadalnym, jezeli nie
mozna go przedstawi¢ w postaci a = bc, gdzie
b,c € H\ H*.

(b) Element a € H nazywamy bezkwadratowym, jezeli nie
mozna go przedstawié w postaci a = b?c, gdzie
be H\ H*,ceH.
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Motywacje

(a) Element a € H nazywamy nierozkfadalnym, jezeli nie
mozna go przedstawi¢ w postaci a = bc, gdzie
b,c € H\ H*.

(b) Element a € H nazywamy bezkwadratowym, jezeli nie
mozna go przedstawié w postaci a = b?c, gdzie
be H\ H*,ceH.

Oznaczenia

Irr H — zbiér elementéw nierozktadalnych w monoidzie H,
Sqf H — zbiér elementéw bezkwadratowych w monoidzie H.
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Twierdzenie

Niech B bedzie dziedzing z jednoznacznoscia rozktadu. Niech
R bedzie poddziedzing B takim, ze R* = B* oraz RyN B = R,
gdzie Ry oznacza ciato utamkéw dziedziny R. Nastepujace
warunki s3 réwnowazne:

(a) Sqf R C Sqf B,
(b) Vae€ B,b e Sqf B,

abe R\ {0} = a,beR.

P. Jedrzejewicz, J. Zielinski, Analogs of Jacobian conditions for subrings,
J. Pure Appl. Algebra 221 (2017), 2111-2118, arXiv: 1601.01508.
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Motywacje

Uogdlniona Hipoteza jakobianowa

Niech k bedzie ciatem charakterystyki 0. Dla kazdych wielomianéw
fi,foy ... f € k[x1,...,xn], gdzie n > 2 oraz r € {2,...,n}, jesli

of . Of
Oxjy 0%,
(1) nwd(| : Do, 1< h<...<j <n)ek\{0},
ot .. Of
9% 0%,

to k[fi,..., 1] jest algebraicznie domkniety w k[xi, ..., xp].
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Twierdzenie

Zatozmy, ze wielomiany fi, f5, ..., f, s algebraicznie niezalezne

nad k, wéwczas nastepujace warunki s3 réwnowazne:

(@) (1),

(b) kazdy element nierozktadalny w k[fi, ..., f,] jest
bezkwadratowy w k[xi, ..., x,],

(c) kazdy element bezkwadratowy w k[fy, ..., f,] jest
bezkwadratowy w k[xi, ..., x,].

tukasz Matysiak VWiasno$ci elementéw bezkwadratowych w monoidach przemiennych ze skracaniem



Warunek wystarczajacy dla Irr M C Sqf H

Warunek wystarczajacy dla
lrr M C Sqft H
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Warunek wystarczajacy dla Irr M C Sqf H

Niech H bedzie monoidem oraz M podmonoidem monoidu H.
Rozwazmy nastepujace warunki:
(a) Yae H,be Sqf H,

a’be M= aabc M,

(b) lrr M C Sqf H.
Woéwczas (a) = (b).
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Warunek wystarczajacy dla Irr M C Sqf H

Twierdzenie

Niech H bedzie monoidem faktorialnym. Niech M C H bedzie podmonoidem
takim, ze M* = H*. Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

(a) Vae H,Vbe Sqf H,
a’be M= a,abe M,

(b) Vso,s1,...,5, € Sqf H,
505125222 . .‘s,Z,HEM = s,-s,-+1s,-2+2s,-2+23 . ..ssniiile M,i=0,...,n—1;s,e M,
(c) Vsi,%,...,5, € Sqf H,sitprsj,i # j,
515555 ...S € M = Sp, Sn—15n, Sn—25n—15n; - - - ,S152 . . . Sn € M,
(d) Vsi,s,...,sn€Sqf H,s; | sit1,i=1,...,n—1,

$152...5p € M = s1,8,...,5, € M,

(e) Vae H,beSafH,a|b",abe M = a,be M.
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Warunki konieczne

| wystarczajace dla

Sqt M C Sqt H




Warunki konieczne i wystarczajace dla Sqf M C Sqf H

Twierdzenie

Niech H bedzie monoidem faktorialnym. Niech M C H bedzie
podmonoidem takim, ze M* = H*. Nastepujace warunki s3 réwnowazne:
(a) Sqf M C Sqf H,

(b) Irr M C Sqof H oraz Ya,b € M,

arpry b= arpry b,
(c) lrr M C Sqf H oraz Va, b € lrr M,
ay b= arpry b,

(d) M= H*x F(B), gdzie B jest dowolnym zbiorem parami wzglednie
pierwszych (w H) nieodwracalnych elementéw bezkwadratowych w
H,
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Warunki konieczne i wystarczajace dla Sqf M C Sqf H

(e) Vsi,%,...,5, € Saf H,s;tpry s, i # J,

2.3
515553 ...Sp € M = s1,8,...,5, € M,

(f) Vkla---vkn>07VCI1,-~-’CInEl”’H;Qi 76H qjal#.j'

@ (»)
qf‘ e q,f" eM= qlc" ...qy € Mdla kazdego 1/,
gdzie _ _
ki=cD2r 4. +cP20j=1,....nc?ec{0,1},i=0,...,r.
(g) Vso,...,s, € Sqf H,

52

"...51250€M:>50,...,s,,€l\/l,
(h) Vae H,be Sqf H,

a’be M= abe M.
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Warunki konieczne i wystarczajace dla Sqf M C Sqf H

Réwnowaznos¢ pomiedzy (f), (g), (h) zostata udowodniona w
P. Jedrzejewicz, L. Matysiak, J. Zielinski, On some factorial properties of
subrings, Universitatis lagellonicae Acta Mathematica 54 (2017), 43-52,

arXiv: 1606.06592.
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Faktoryzacje bezkwadratowe w monoidach

(a) Monoid H nazywamy GCD-monoidem, jezeli dla
dowolnego a, b € H istnieje nwd(a, b).

(b) Monoid H nazywamy monoidem pre-Schreiera, jezeli dla
dowolnych a, b, c € H spetnia warunek

albc=da,a € Ha=aa,a|balc.

(c) Monoid H nazywamy ACCP-monoidem, jezeli dowolny
wstepujacy ciag ideatéw gtéwnych w H sie stabilizuje.

(d) Monoid H nazywamy atomicznym, jezeli dowolny element
z H mozemy przedstawi¢ jako skonczony iloczyn
elementéw nierozktadalnych.
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Faktoryzacje bezkwadratowe w monoidach

Niech H bedzie monoidem. Rozwazmy nastepujace warunki:

(a) Va€e H,3s1,5,...,s, € Sqf H, a=515...5,
(b) Va € H,3s1,55,...,5, € Sqf H,s; | siy1,i = a=5s1%...5,,
1,....n—1,

(c) Vae H,3s1,5,...,5, €Saf H,sjtpr s;,i # J, a=s;s555...5",
(d) Ya € H,3s9,81,...,5, € Saf H, = e 2
() Vae H,3b e H,c € Sqf H, a=bc,a|c"

(f) Vae H,3b e H,c € Sqf H, a=b%c.

tukasz Matysiak Wiasno$ci elementéw bezkwadratowych w monoidach przemiennych ze skracaniem



Faktoryzacje bezkwadratowe w monoidach

(I) Zachodza nastepujace implikacje:

(a) <« atm <« ACCP

T X v
(b) = () (d)
3 3
(e) ()

(1) Jesli H jest monoidem pre-Schreiera, to

(b) & (o) = (d)

(1) Jesli H jest GCD-monoidem, to

(b) = (o) = (d)

tukasz Matysiak Wiasno$ci elementéw bezkwadratowych w monoidach przemiennych ze skracaniem



Faktoryzacje bezkwadratowe w monoidach

Réwnowaznos¢ pomiedzy (b), (c), (d) oraz implikacja z (d) do (f) zostata
udowodniona w

P. Jedrzejewicz, L. Matysiak, J. Zielinski, A note on square-free
factorizations, Analytic and Algebraic Geometry 2 (2017), t6dz
University Press, 79-84, arXiv: 1609.09464., Proposition 1.
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Klasyfikacja monoidéw wzgledem faktoryzacji bezkwadratowych

| Liczba [ ACCP/atm | GCD/pSch [ (a) [ (b) [ (¢) [ (d) ][ (e) [ (f) [ Liczba |

6 2/1*/0 2/1*/0 + + | + + + 1
2 1/0 0 + + | - + | /- 2
3 2/1/0 0 + + |+ |+ + 2
2 1/0 0 + + | =+ =]+ 4
4 2/1%/0 1*/0 + — |+ || +/-] + 2
4 17/0 2/17/0 + - = +/-]+/-] 4
3 0 2/1/0 - - [ = [+/-1+/-] 4

2 — ACCP i atm, GCD i pSch, odpowiednio;

1 — nie ACCP i atm, nie GCD i pSch, odpowiednio;

0 — nie ACCP i nie atm, nie GCD i nie pSch, odpowiednio;

1* — 1 jako wartos¢ w ACCP/atm jest mozliwa tylko wtedy, gdy wartos¢
GCD/pSch jest 0;

1* - jako wartos¢ GCD/pSch jest mozliwa tylko wtedy, gdy wartos¢ w
ACCP/atm jest 0;
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Elementy radykalne

Elementy radykalne
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Elementy radykalne

Definicja
Element a € H nazywamy generatorem radykalnym, jezeli
ideat aH jest radykalny, tzn. spetnia warunek dla dowolnych
be HneN,

alb"= a]lb.

Przez Gpr H oznaczamy zbiér wszystkich generatoréw
radykalnych monoidu H.
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Elementy radykalne

Stwierdzenie
Niech H bedzie monoidem. Wéwczas Gpr H C Sqf H.
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Elementy radykalne

Stwierdzenie

Niech H bedzie monoidem pre-Schreiera.

(a) Niech ay,...,a, € H. Jesli ay, ..., a, € Gpr H oraz a; rpr a;
dlai#j,toa...a, € GprH.

(b) GprH = Sqf H.
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Elementy radykalne

Niech H bedzie monoidem.
(a) Niech ry,... 1 t1, ..., t, € GprH, r; | riyy oraz t; | tiyq
dlai=1,...,n—1. Jesli

I’1I’2...I’n/‘\-’t1t2...t,-,,

torr~tidlai=1,.
(b) Dla kazdego a, CEH b dGGer jesli ab ~ cd, a| b",
n}l,c|d’",m>1,toa~c,b~d.
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Elementy radykalne

Stwierdzenie

Niech H bedzie monoidem pre-Schreiera. Niech
M,....ft,..., ty € Saf H, rj wpr ry dla i # j oraz t; rpr t;
dla i # j. Jesli

nrird . ot~ it ]

no

tOI’;Ntid|ai:1,...,n.
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Przyktady
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Przyktady

(1) Niech
Bp,q = <X1;X2aX37"‘7y1»y2ay37"' |yl :XiﬁLlyqurlai: 17273a"'>a

gdzie p, g sa liczbami naturalnymi. Wtedy B, 4 jest niefaktorialnym
GCD-monoidem dla dowolnych p, g,

a) By, spetnia warunki (a) — (f).
b) Jesli g jest parzyste, to B, 4 spetnia (f), ale zadnego z (a) — (e).

c) Jesli g jest nieparzyste, (p, q) # (1,1), to B, 4 nie spetnia
warunkéw (a) — (f).
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Przyktady

(2) H=(Qx0,+) jest GCD-monoidem, poniewaz

Va,b € H:nwd(a, b) = min{a, b}. Spetnia (f). Nie spetnia (a) -
(e). H jest niefaktorialny.

(3) Niech Ai K beda ciatami takimi, ze A C K. Rozwazmy
R = A+ XK|[X] oraz f € K[X]. Wéwczas

feSaf R f € Saf K[IX] A f(0) € A.
R spetnia warunki (a) — (f).
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