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WARTOSCI KRYTYCZNE W NIESKONCZONOSCI

ODWZOROWAN WIELOMIANOWYCH
I DIAGRAMY NEWTONA
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Wstep

Rozwazmy wielomian dwéch zmiennych f = f(X,Y) € C[X,Y] dodatniego stop-
nia. Wielomian f wyznacza pek krzywych rzutowych C* ¢t € C, gdzie C? jest
domknieciem rzutowym krzywej afinicznej f(X,Y) — ¢t = 0. Dobrze znany jest
fakt, ze zbiér A(f) liczb t € C dla ktérych liczby Milnora krzywych C w punk-
tach na prostej w nieskoniczonosci Lo, zmieniaja sie, jest skoriczony. Nazywamy go
zbiorem wartosci krytycznych w nieskonczonosci wielomianu f. W ostatnich latach
wielu autoréw podejmowato badania zwiazane z opisem i oszacowaniem zbioru A(f)
(por. [D], [GP1], [GP2], [GS], [K]). W pracach [LO1] i [LO2] autorzy podaja dosé
skomplikowany, wykorzystujacy technike modyfikacji torycznych, dowdd twierdze-
nia o oszacowaniu liczby elementéw zbioru A(f) w terminach diagramu Newtona
wielomianu f. Celem tej noty jest przedstawienie wspomnianego twierdzenia i za-
anonsowanie jego alternatywnego dowodu jako wniosku z rezultatéw uzyskanych w
pracach [LMP1], [LMP2], [M1] i [M2].
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1 Diagramy Newtona

Niech f = f(X,Y) = Y casX?Y? € C[X,Y] bedzie wielomianem dodatniego
stopnia o nosniku supp f = {(a,8) € Zy” : cap # 0}. Okredlamy jego diagram
Newtona: A(f) = otoczka wypukla zbioru supp f U {(0,0)}. Dla kazdego odcinka
brzegowego S wielokata A(f) rozwazamy |S|; 1 |S]2 dlugosci jego rzutéw odpowied-
nio na o$ pozioma i pionowa. Przez r(S) oznaczamy najwiekszy wspdlny dzielnik
liczb |S‘1 i |S|2

Zalézmy, ze wielokat A(f) ma niepuste wnetrze. Istnieja zatem dwa rézne
odcinki brzegowe T; i Ty diagramu A(f) o wspdluym wierzchotku w poczatku
ukladu. Przyjmijmy, ze Ty lezy ponizej T5. Niech (a4, b;), dla i = 1,2, bedzie punk-
tem zbioru (supp f \ {(0,0)}) N T; polozonym najblizej poczatku ukladu. Ozna-
czamy e(f) = 1 jeSli max (b1,a2) > 2 oraz £(f) = 0 jesli max (b1,a2) < 1.
Okredlamy tamang Newtona N (f) wielomianu f jako zbiér odcinkéw brzegowych
wielokata A(f) nie lezacych na osiach. Rozwazamy podzbiory lamanej Newtona:
N*(f) ={S € N(f) : § £ Tu, To} ovaz N**(f) = N(f) \ N*(f). Zbior N**(f)
jest co najwyzej dwuelementowy. Oznaczamy in(f,S) = Z(Q,B)GSXQY’B' Jezeli
¥ € C[X,Y] jest forma quasi-jednorodna to niech r(1) oznacza liczbe jej nie-
rozkladalnych czynnikéw réznych od X i Y. Piszemy r(f,S) = r(in(f,S5)). Za-
uwazmy, ze r(f,S) < r(S).

2 Wartosci krytyczne w nieskonczonosci

Niech f : C? — C bedzie wielomianem stopnia N > 0. Dla kazdego t € C
rozwazamy krzywa rzutowa C* : F(X,Y, Z) — tZ" gdzie forma jednorodna F jest
ujednorodnieniem wielomianu f. Krzywa ta przecina prosta w nieskonczonosci w
skoficzonym zbiorze punktéw (C?)., = Cs niezaleznym od t. Dla kazdego p € Cio
rozwazamy i, = liczba Milnora Cy w punkcie p. Przyjmijmy p* = inf{u! : t € C}.
Dowodzi sie, ze zbiér A(f) = {t € C: u!, > pz™ dla pewnegop € C} jest skoriczony.
Nazywamy go zbiorem wartosci krytycznych wielomianu f (por. [B], [K]).

Twierdzenie 2.1 (Le Van Thanh, M. Oka) Zaldimy, ze diagram A(f) ma
niepuste wnetrze. Wtedy

A < D S =r(£9)+ > r(@in(f,8)) +&(f)

SEN*(f) SeEN=*(f)

gdzie O = % jeti S =Ty oraz 0 = % jesli S = Ts.

Uwaga. Gdy diagram A(f) ma puste wnetrze to f(X,Y) = o(XPY?) gdzie ¢ jest
wielomianem dodatniego stopnia jednej zmiennej oraz NWD(p,q) = 1. Wtedy

#(A(f)) < degp — ord(p — »(0)) + ()
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gdzie e(f) = 1 jesli max (p, q,ord(p — ¢(0))) > 2 oraz e(f) = 0 jesli max (p,q) =
ord(¢p — ¢(0)) = 1.

Przyklad 1. Niech f(X,Y) = X2V + XY? + X5Y3 + X3Y5. Wtedy N*(f) =
{S,U,V} gdzie U jest odcinkiem o wierzchotkach w punktach (2,1) i (5,3), S jest
odcinkiem o wierzchotkach w punktach (5,3) 1 (3,5) oraz V jest odcinkiem o wierz-
chotkach w punktach (3,5) i (1,2). Jest »(U) =r(V) =r(f,U) =r(f,V) =1 oraz
r(S) = r(f,S) = 2. Ponadto N**(f) = {T1,T»} gdzie wierzchotkami odcinkéw
T iTs sg odpovvlednlo punkty (0,0) i (2,1) oraz (0,0) i (1,2). Zauwazmy, ze
r(Zin(f,T1)) = r(g%in(f,T»)) = 0 oraz £(f) = 0. Zatem A(f) = 0.

Przyktad 2. Niech f(X,Y) =Y (X +Y)? + (X + Y)Y, k > 1. Wtedy N*(f) =
{S,U} gdzie S jest odcinkiem o wierzchotkach w punktach (1,1) i (2, 2k) zas U jest
odcinkiem o wierzchotkach w punktach (2, 2k) i (0,2k+2). Jest »(S) =r(f,5) =1
oraz r(U) = 21 r(f,U) = 1. Ponadto N**(f) = {T1} gdzie T} jest odcinkiem
laczacym punkty (0,0) i (1,1) ale r(aiyin(f, Ty)) = 0. Zarazem ¢(f) = 0. Zatem
#(A(f)) < 1. Oszacowanie jest dokladne bowiem A(f) = {0}.

Przyklad 3. (Por. [H]). Niech f(X,Y) = XP 9Vt — Y, 0 < ¢ < p. Wtedy
N*(f) = {S} gdzie S jest odcinkiem o wierzchotkach w punktach (0,1) i (p—gq, 1+
q). Jest 7(S) = r(f,S) = NWD(p — ¢,q). Ponadto N**(f) = {Tl} gdzie Ty jest
odcinkiem o wierzcholkach w punktach (0,0) i (p—g,1+q), ale r(Z-in(f,T1)) = 0.
Zarazem £(f) = 1. Zatem §(A(f)) < 1. Oszacowanie jest dok}adne b0w1em A(f) =

{0}
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CRITICAL VALUES AT INFINITY OF A POLYNOMIAL
MAPPINGS AND THE NEWTON DIAGRAMS

Summary. We present a theorem due to Le Van Thanh and Mutsuo Oka that
gives an estimation of the number of the critical values at infinity in terms of the
Newton diagrams.
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