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I DIAGRAMY NEWTONA

Mateusz Masternak (Kielce)

Wst ↪ep

Rozważmy wielomian dwóch zmiennych f = f(X,Y ) ∈ C[X,Y ] dodatniego stop-
nia. Wielomian f wyznacza p ↪ek krzywych rzutowych Ct, t ∈ C, gdzie Ct jest
domkni ↪eciem rzutowym krzywej afinicznej f(X,Y ) − t = 0. Dobrze znany jest
fakt, że zbiór Λ(f) liczb t ∈ C dla których liczby Milnora krzywych Ct w punk-
tach na prostej w nieskończoności L∞ zmieniaj ↪a si ↪e, jest skończony. Nazywamy go
zbiorem wartości krytycznych w nieskończoności wielomianu f . W ostatnich latach
wielu autorów podejmowa lo badania zwi ↪azane z opisem i oszacowaniem zbioru Λ(f)
(por. [D], [GP1], [GP2], [GS], [K]). W pracach [LO1] i [LO2] autorzy podaj ↪a dość
skomplikowany, wykorzystuj ↪acy technik ↪e modyfikacji torycznych, dowód twierdze-
nia o oszacowaniu liczby elementów zbioru Λ(f) w terminach diagramu Newtona
wielomianu f . Celem tej noty jest przedstawienie wspomnianego twierdzenia i za-
anonsowanie jego alternatywnego dowodu jako wniosku z rezultatów uzyskanych w
pracach [LMP1], [LMP2], [M1] i [M2].
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1 Diagramy Newtona

Niech f = f(X,Y ) =
∑
cαβX

αY β ∈ C[X,Y ] b ↪edzie wielomianem dodatniego
stopnia o nośniku supp f = {(α, β) ∈ Z+

2 : cαβ ̸= 0}. Określamy jego diagram
Newtona: ∆(f) = otoczka wypuk la zbioru supp f ∪ {(0, 0)}. Dla każdego odcinka
brzegowego S wielok ↪ata ∆(f) rozważamy |S|1 i |S|2 d lugości jego rzutów odpowied-
nio na oś poziom ↪a i pionow ↪a. Przez r(S) oznaczamy najwi ↪ekszy wspólny dzielnik
liczb |S|1 i |S|2.

Za lóżmy, że wielok ↪at ∆(f) ma niepuste wn ↪etrze. Istniej ↪a zatem dwa różne
odcinki brzegowe T1 i T2 diagramu ∆(f) o wspólnym wierzcho lku w pocz ↪atku
uk ladu. Przyjmijmy, że T1 leży poniżej T2. Niech (ai, bi), dla i = 1, 2, b ↪edzie punk-
tem zbioru (supp f \ {(0, 0)}) ∩ Ti po lożonym najbliżej pocz ↪atku uk ladu. Ozna-
czamy ε(f) = 1 jeśli max (b1, a2) ≥ 2 oraz ε(f) = 0 jeśli max (b1, a2) ≤ 1.
Określamy  laman ↪a Newtona N (f) wielomianu f jako zbiór odcinków brzegowych
wielok ↪ata ∆(f) nie leż ↪acych na osiach. Rozważamy podzbiory  lamanej Newtona:
N ∗(f) = {S ∈ N (f) : S ̸= T1, T2} oraz N ∗∗(f) = N (f) \ N ∗(f). Zbiór N ∗∗(f)
jest co najwyżej dwuelementowy. Oznaczamy in(f, S) =

∑
(α,β)∈SX

αY β. Jeżeli

ψ ∈ C[X,Y ] jest form ↪a quasi-jednorodn ↪a to niech r(ψ) oznacza liczb ↪e jej nie-
rozk ladalnych czynników różnych od X i Y . Piszemy r(f, S) = r(in(f, S)). Za-
uważmy, że r(f, S) ≤ r(S).

2 Wartości krytyczne w nieskończoności

Niech f : C2 → C b ↪edzie wielomianem stopnia N > 0. Dla każdego t ∈ C
rozważamy krzyw ↪a rzutow ↪a C

t : F (X,Y, Z) − tZN gdzie forma jednorodna F jest
ujednorodnieniem wielomianu f . Krzywa ta przecina prost ↪a w nieskończoności w
skończonym zbiorze punktów (Ct)∞ = C∞ niezależnym od t. Dla każdego p ∈ C∞
rozważamy µt

p = liczba Milnora Ct w punkcie p. Przyjmijmy µgen
p = inf{µt

p : t ∈ C}.
Dowodzi si ↪e, że zbiór Λ(f) = {t ∈ C : µt

p > µgen
p dla pewnego p ∈ C} jest skończony.

Nazywamy go zbiorem wartości krytycznych wielomianu f (por. [B], [K]).

Twierdzenie 2.1 (Le Van Thanh, M. Oka) Za lóżmy, że diagram ∆(f) ma
niepuste wn ↪etrze. Wtedy

♯(Λ(f)) ≤
∑

S∈N∗(f)

(r(S) − r(f, S)) +
∑

S∈N∗∗(f)

r(∂ in(f, S)) + ε(f)

gdzie ∂ = ∂
∂Y je li S = T1 oraz ∂ = ∂

∂X jeśli S = T2.

Uwaga. Gdy diagram ∆(f) ma puste wn ↪etrze to f(X,Y ) = φ(XpY q) gdzie φ jest
wielomianem dodatniego stopnia jednej zmiennej oraz NWD(p, q) = 1. Wtedy

♯(Λ(f)) ≤ degφ− ord(φ− φ(0)) + ε(f)
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gdzie ε(f) = 1 jeśli max (p, q, ord(φ − φ(0))) ≥ 2 oraz ε(f) = 0 jeśli max (p, q) =
ord(φ− φ(0)) = 1.

Przyk lad 1. Niech f(X,Y ) = X2Y + XY 2 + X5Y 3 + X3Y 5. Wtedy N ∗(f) =
{S,U, V } gdzie U jest odcinkiem o wierzcho lkach w punktach (2, 1) i (5, 3), S jest
odcinkiem o wierzcho lkach w punktach (5, 3) i (3, 5) oraz V jest odcinkiem o wierz-
cho lkach w punktach (3, 5) i (1, 2). Jest r(U) = r(V ) = r(f, U) = r(f, V ) = 1 oraz
r(S) = r(f, S) = 2. Ponadto N ∗∗(f) = {T1, T2} gdzie wierzcho lkami odcinków
T1 i T2 s ↪a odpowiednio punkty (0, 0) i (2, 1) oraz (0, 0) i (1, 2). Zauważmy, że
r( ∂

∂Y in(f, T1)) = r( ∂
∂X in(f, T2)) = 0 oraz ε(f) = 0. Zatem Λ(f) = ∅.

Przyk lad 2. Niech f(X,Y ) = Y 2k(X + Y )2 + (X + Y )Y, k > 1. Wtedy N ∗(f) =
{S,U} gdzie S jest odcinkiem o wierzcho lkach w punktach (1, 1) i (2, 2k) zaś U jest
odcinkiem o wierzcho lkach w punktach (2, 2k) i (0, 2k+2). Jest r(S) = r(f, S) = 1
oraz r(U) = 2 i r(f, U) = 1. Ponadto N ∗∗(f) = {T1} gdzie T1 jest odcinkiem
 l ↪acz ↪acym punkty (0, 0) i (1, 1) ale r( ∂

∂Y in(f, T1)) = 0. Zarazem ε(f) = 0. Zatem
♯(Λ(f)) ≤ 1. Oszacowanie jest dok ladne bowiem Λ(f) = {0}.

Przyk lad 3. (Por. [H]). Niech f(X,Y ) = Xp−qY 1+q − Y, 0 < q < p. Wtedy
N ∗(f) = {S} gdzie S jest odcinkiem o wierzcho lkach w punktach (0, 1) i (p−q, 1+
q). Jest r(S) = r(f, S) = NWD(p − q, q). Ponadto N ∗∗(f) = {T1} gdzie T1 jest
odcinkiem o wierzcho lkach w punktach (0, 0) i (p−q, 1+q), ale r( ∂

∂Y in(f, T1)) = 0.
Zarazem ε(f) = 1. Zatem ♯(Λ(f)) ≤ 1. Oszacowanie jest dok ladne bowiem Λ(f) =
{0}.
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[GP3] J. Gwoździewicz, A. P loski, Formulae for the singularities at infinity
of plane algebraic curves, Univ. Iag. Acta Math. Fasc XXXIX (2001).



18
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CRITICAL VALUES AT INFINITY OF A POLYNOMIAL
MAPPINGS AND THE NEWTON DIAGRAMS

Summary. We present a theorem due to Le Van Thanh and Mutsuo Oka that
gives an estimation of the number of the critical values at infinity in terms of the
Newton diagrams.
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