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WLASCIWOSC ODWZOROWAN WIELOMIANOWYCH
I HIPOTEZA JAKOBIANOWA

M. Masternak (Kielce)

Niech F = (P,Q) : C? — C? bedzie odwzorowaniem wielomianowym ktérego
jakobian jest stala rézng od zera. L.A. Campbell udowodnit w pracy [C], wzmac-
niajac wezesniejsze rezultaty innych autorow, ze jezeli restrykcja F' do skladowej
nierozktadalnej wiékna P~1(0) jest odwzorowaniem wlasciwym to F' jest automor-
fizmem wielomianowym. Naszym celem jest podanie krétkiego dowodu twierdzenia
Campbella w oparciu o pewne znane fakty. Zarazem, przypomnimy kilka innych
rezultatow dotyczacych wiasciwosci i hipotezy jakobianowej.

Odwzorowanie F' = (P, Q) : C? — C? takie, ze JacF € C\{0} bedziemy nazywaé
odwzorowaniem jakobianowym. Stynna hipoteza jakobianowa jest przypuszcze-
niem, ze kazde odwzorowanie jakobianowe jest automorfizmem wielomianowym.
Istnieje szereg twierdzen mdwigcych, ze pewne dodatkowe zalozenia, obok statosci
jakobianu, gwarantujg odwracalno$é¢ odwzorowania F. Miedzy innymi mamy

Twierdzenie 1. Jezeli odwzorowanie jakobianowe F jest wlasciwe to jest ono au-
tomorfizmem wielomianowym.

Twierdzenie 1 wynika z nastepujacego faktu topologicznego ktérego uzasadnienie
mozna znalezé ksigzce [L] (Propozycje 11 2, str. 64, 65):
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Twierdzenie 2. Wiasciwy, lokalny homeomorfizm z niepustej i spdjnej przestrzeni
Hausdorffa do R™ jest globalnym homeomorfizmem.

Na poczatku lat 90-tych J. Chadzyriski i T. Krasiiski [CH-K] oraz niezaleznie
L. Druzkowski [D] pokazali, ze zalozenie o wlasciwosci odwzorowania F' w twierdze-
niu 1 mozna oslabic.

Twierdzenie 3 (Chadzynski-Krasinski, Druzkowski). Jezeli odwzorowanie
F = (P,Q) : C? = C? jest jakobianowe oraz Q/¢p(x,v)=0} : {P(X,Y) =0} = C

jest odwzorowaniem wtasciwym to F jest automorfizmem wielomianowym.

Z kolei w roku 95 L.A.Campbell podal nastepujace wzmocnienie powyzszego
rezultatu:

Twierdzenie 4 (Campbell, [C]). Niech F bedzie odwzorowaniem jakobianowym
oraz niech V' bedzie nierozktadalng sktadowq krzywej {P(X,Y) = 0}. Jezeli odwzo-
rowanie Q/v : V — C jest wlasciwe, to F jest automorfizmem wielomianowym.

Dowéd twierdzenia Campbella. Zauwazmy, ze odwzorowanie Q/y : V. — C
jest wlasciwym, lokalnym biholomorfizmem (poniewaz JacF = const. # 0). Zatem,
wobec twierdzenia 2, jest ono biholomorfizmem. Korzystajac z twierdzenia Ruska-
Winiarskiego (zob. [R-W]) méwigcego, ze odwzorowanie holomorficzne pomiedzy
krzywymi algebraicznymi jest regularne, stwierdzamy, ze odwzorowanie (Q/y)~! :
C — V jest regularne, czyli ze odwzorowanie (/v jest biregularne. Zastosujemy
teraz twierdzenie Abhyankara-Moha-Suzuki, ktére przytoczymy w dogodnej dla nas
wersji (zob. [A-M], [S]).

Twierdzenie 5 (Abhyankar-Moh-Suzuki). Niech V bedzie afiniczng krzywg
bireqularng z C. Wtedy wielomian minimalny opisujacy krzywaq V' jest wspotrzedng
automorfizmu wielomianowego.

Korzystajac z powyzszego stwierdzamy, ze istnieje wielomian P; bedacy wspot-
rzedng automorfizmu, ktory dzieli wielomian P. Do zakonczenia dowodu wystarczy
zastosowaé nastepujacy (znany specjalistom) fakt:

Twierdzenie 6. Niech F = (P,Q) : C — C bedzie odwzorowaniem jakobianowym.
Jezeli wielomian P posiada dzielnik Py bedgcy wspdlrzedng automorfizmu wielomi-
anowego to F jest automorfizmem, co wigecej P = const. Py

Krétki dowdd ostatniego twierdzenia jest podany w pracy [G-P]. Jest on oparty
na dobrze znanej wlasnosci mowiacej ze diagramy Newtona wspélrzednych odwzo-
rowania jakobianowego sa wielokatami podobnymi (zob. [N-NJ).
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PROPERNESS OF POLYNOMIAL MAPPINGS
AND THE JACOBIAN CONJECTURE

Summary. Let F' be a polynomial mapping of complex plane to itself with a
constant nonzero Jacobian. In the paper [C] L.A. Campbell proved that if the
mapping F' is proper along a single connected component of a fiber of a component
mapping then it is invertible. The aim of this note is to present a simple proof of
the Campbells theorem using some well-known facts.
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