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DIAGRAMY NEWTONA
KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH

M. Masternak (Kielce)

0. WsTgp

W teorii osobliwosci wazna role pelni pojecie diagramu Newtona. Metody z nim
zwiazane prowadzg do opisu struktury zbioru rozwigzan réwnania algebraicznego
f(X,Y) = 0 oraz umozliwiajg obliczanie niezmiennikéw osobliwosci. Szczegdlnie
wazne w tym kontekscie sg wyniki uzyskane w latach siedemdziesiatych przez
A.G.Kusznirenke ([K1],[K2],[Ks]).

Celem tego artykulu jest przedstawienie wynikéow Kusznirenki w przypadku
dwuwymiarowym. Wiegkszos¢ podanych dowodow nalezy do autora. W oparciu
o opis diagramu krzywej algebraicznej w terminach diagramow lokalnych ujety w
Lemacie Podstawowym podajemy dowody oszacowan globalnych przez wyprowa-
dzenie ich z odpowiednich oszacowan lokalnych. Rozwinigta technika ma dalsze
zastosowania do osobliwosci krzywych algebraicznych, ktére przedstawimy w in-
nym miejscu.

1. DIAGRAMY NEWTONA I LOKALNE TWIERDZENIA KUSZNIRENKI

Niech f = f(X,Y) = Y capX®Y? € C[X,Y] bedzie wielomianem dodatniego
stopnia deg f = n > 0. Jego czeécig wiodaca fT(X,Y) nazywamy sume wszystkich
jednomianéw postaci cog X Y8 gdzie a+B = n. Wielomian f nazywamy dogodnym
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jesli ¢po # 0 oraz coq # 0 dla pewnych p,q > 0.

Dla kazdego wielomianu f rozwazamy jego nosnik supp f = {(«, 8) € Z2 : cap #
0}. Definiujemy A(f) = convex(supp f) oraz A (f) = convex({(0,0)} U supp f)
(przez convex danego zbioru rozumiemy jego otoczke wypukly na plaszczyznie R?).
Wielokaty A(f) i Aso(f) nazywamy odpowiednio diagramem Newtona i diagramem
Newtona w nieskonczonosci wielomianu f. Dodatkowo rozwazamy jeszcze diagram
Newtona wielomianu f w zerze Ag(f) L Jomknigcie A (f)\NA(S).

Zalézmy, ze f jest dogodny. Jezeli p,q > 0 sg najmniejszymi liczbami caltko-
witymi takimi, ze (p,0), (0,q) € supp f to Ag(f) jest wielokatem ograniczonym
odcinkami taczacymi (0,0) z (p,0) oraz (0,0) z (0,q) oraz odcinkami brzegowymi
diagramu A(f) oddzielajacymi go od poczatku uktadu (por. rys. 1).

Oczywiscie Ao (f) = Ag(f) U A(f). Jezeli (0,0) € supp f to A(f) = A(f) i
Ao(f) = 0. Przez 0Ao(f) (odp. OAL(f)) oznaczamy zbiér odcinkéw brzegowych
wielokata Ag(f) (odp. A (f)) nie zawartych w osiach.

Dla dowolnego odcinka S brzegu wielokata A(f) definiujemy czeéé¢ gléwna f na S

n(f,9)(X,YV)E Y capxvh,
(a,B)ES

W twierdzeniach o diagramach Newtona wazng role pelnia rézne wersje pojecia
niedegeneracji.

Niech f(X,Y), g(X,Y) bedzie para wielomianéw i niech S, T beda dowolnymi
odcinkami brzegowymi diagraméw A(f) i A(g). Pare (f, g) nazywamy niezdegene-
rowang wzgledem pary (S,T) jezeli speliony jest jeden z warunkéw

(i) S nie jest réwnolegly do T,
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(ii) S 1 T sa réwnolegle ale diagramy A(f) i A(g) leza po réznych stronach
odpowiednio odcinkéw Si T.

(iii) S i T sa réwnolegle i diagramy A(f) i A(g) leza po tych samych stronach
odpowiednio odcinkéw S'i T, ale uktad in(f, S)(X,Y) =in(g, T)(X,Y) =0
nie ma rozwigzanii w C* x C* gdzie C* = C\ {0}.

Pare (f,g) nazywamy niezdegenerowana w zerze (w nieskoriczonosci) jezeli (f, g)
jest niezdegenerowana wzgledem (S, T) dla dowolnych S € 9AG(f) i T € 9Ay(g)
(S€0AL(f)iT € 0A(g)).

Uwaga. W przypadku gdy wielomiany f i ¢ majg ten sam wspdlny diagram A =
A(f) = Alg) (wiedy Ao = Ag(f) = Ao(9) i Ane = Asclf) = Anclg)) to niede-
generacja pary (f,g) w zerze (w nieskoniczonosci) oznacza, ze dla kazdego odcinka
S € 0A¢ (S € 0A) uklad in(f, S)(X,Y) = in(g, 5)(X,Y) = 0 nie ma rozwigzan
w C* x C*.

Podobnie jak dla pary wprowadzamy réwniez pojecie niedegeneracji dla jednego
wielomianu. Niech f(X,Y) € C[X,Y] i niech S bedzie odcinkiem brzegowym
wielokata A(f). Méwimy, ze wielomian f jest niezdegenerowany wzgledem odcinka
S jezeli uklad réwnan

0 . 0 .
a—Xln(f7 SIX,Y) = a—yln(f7 SIX,Y)=0

nie ma rozwigzan w C* x C*.
Wielomian f nazywamy niezdegenerowanym w zerze (w nieskonczonosci) jezeli
f jest niezdegenerowany wzgledem kazdego odcinka S € dAw(f) (S € AL (f))-
Jezeli f(X,Y), g(X,Y) € C[X,Y] to przez (f, g) p oznaczamy krotnos¢ przecigcia
krzywych f(X,Y) = 0i g(X,Y) = 0 w punkcie P € C?. Definicje krotnosci
przyjmujemy za [F]. Nasze rozwazania oprzemy na nastepujacym twierdzeniu:
Twierdzenie 1.1 (Kusznirenko, zob. [A], [Ki], [P]). Niech f(X,Y), g(X,Y) €
Cl[X,Y] bedg wielomianami dogodnymi takimi, ze Ao(f) = Ao(g) = Ao. Wiedy
(f,9)0 = 2poleAg. Rownosé zachodzi gdy para (f,qg) jest niezdegenerowana w
zerze.
Jako zastosowanie powyzszego udowodnimy

Twierdzenie 1.2 (Kusznirenko, zob. [Ks], [Ks]). Niech f(X,Y) € C[X,Y] bedzie
wielomianem dogodnym 1 niech

of 0
wlh) = (5557

bedzie jego lokalng liczbg Milnora. Wtedy
po(f) > 2 pole Ao(f) — ord (X, 0) — ord £(0,Y) + 1.
Rowno$¢ zachodzi gdy f jest niezdegenerowany w zerze.

Podane oszacowanie dla liczby Milnora otrzymujemy z oszacowania 1.1 dla krot-
nosci przecigcia. Decydujacg role pelni podany nizej lemat.
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Lemat 1.3. Niech f(X,Y) € C[X,Y] bedzie wielomianem dodatniego stopnia bez
statego wyrazu. Wtedy

(1) Dla prawie wszystkich (u,v) € C?

‘ OF Ly OFN
supp(uXaX + Y8Y> = supp f.

(2) Jezeli f jest dogodny i niezdegenerowany w zerze (w nieskoriczonosci) to dla
prawie wszystkich (u,v), (&,1) € C? para

of af . of of
<X8X+ VY o EX o Yay>

jest niezdegenerowana w zerze (w nieskoriczonosci).

Dowdd lematu. (Ad. 1). Niech f(X,Y) =37, sen capX®YP gdzie N = supp f.
Ustalmy (u,v) € C? i niech

of
oxX

of

(X,Y) + vV <L (X,Y).
Nietrudno sprawdzi¢, ze fi(X,Y) = 32, gen(po+ vB)capXYP. Zatem jezeli

pa+ v # 0 dla wszystkich (a, 8) € N to supp f1 = supp f.

(Ad. 2). Ustalmy (u,v), (§,n) € C? dla ktérych zachodzi (1). Zalézmy dodatkowo,
ze pun — v€ # 0. Niech

0 0
RGY) =X g 0Y) + 0y g (0 )

oraz P 9
£06Y) =X gL 06+ gLy,

Oczywiscie A(f1) = A(f2) = A(f). Niech S bedzie odcinkiem brzegowym wielokgta
A(f). Wystarczy sprawdzié, ze jezeli uktad

([ S)(X,Y) = oL in(f,S)(X,¥) =0
nie ma rozwigzan w C* x C* to rowniez uktad

in(f1,8)(X,Y) = in(f2, S)(X,Y) =0

nie ma rozwigzan w C* x C*. Ale to wynika wprost z réwnosci:

in(f1,)(X,¥) = pX 3 in(£, §)(X,¥) + 0¥ o in(£,)(X. V),



37

in(fs, S)(X,Y) = fX in(f,9)(X, Y)+?7Y in(f,9)(X,Y)

oraz z warunku un — v€ # 0.

Dowéd twierdzenia 1.2. Ustalmy (u,v), (&,1) € C? dla ktérych spelnione sa wa-
runki (1) i (2) lematu 1.3 Podobnie jak w dowodzie lematu okreslamy wielomiany
f(X,Y) 1 fo(X,Y). Speliaja one zalozenia twierdzenia 1.1, bowiem Ag(f1) =
Ao(f2) = Ao(f) i f jest dogodny. Mamy wigc oszacowanie (f1, f2)o > 2pole Ag(f).
Jezeli f jest niezdegenerowany w zerze to para (f1, f2) jest niezdegenerowana w
zerze 1 wtedy (f1, f2)o = 2pole A(f).

Zauwazmy, ze jezeli pary (u,v), (§,71) sa liniowo niezalezne to pary wielomianéw
(X0f/0X,YOf/O0Y) oraz (f1, f2) generujg ten sam ideat w C[[X, Y]]. Wobec tego

(Xa)f( Y&{) = (f1, f2)o-

Zatem

of ., of
X&X,Ym/>0 2 QPOIGAO(f)

of yor\ _ (9f of of af
(¥ 8 ), = (axoar), + (aer), = (o), + oo
m

o(f) +ord f(X,0) +ord f(0,Y) — 1

Ale

Stad po(f) > 2pole Ag(f) —ord f(X,0) —ord £(0,Y) + 11 jezeli f jest niezdegene-

rowany w zerze to zachodzi réwnosé.

2. DIAGRAMY NEWTONA W AFINICZNYCH UKLADACH WSPOLRZEDNYCH

Jezeli U = (ii; €1, €,) jest afinicznym reperem plaszczyzny R? (tzn. @, €1, €, € R?
i€y, e sa R—niezalezne) to definiujemy nosnik wielomianu f = f(X,Y) € C[X,Y]
w ukladzie U: supp? f def {ﬁJr aéy + fBés : (a, B) € supp f} oraz diagram New-
tona wielomianu f(X,Y) w ukladzie U: AU(f) 2ef convex(supp? f). Podobnie
jak w przypadku standardowym okreslamy AY (f) def convex({@} Usupp? f) oraz
AY(f) def domknigcie AY (f) \ AY(f) (zob, rys. 2).

Oczywiscie AU (f) = AY(f) U AY(f). Jezeli f(0,0) # 0 to (0,0) € supp f
wiee @ € supp? f i wtedy AL (f) = AV(f). Analogicznie jak dla standardowego
diagramu okreslamy zbiory odcinkéw AAY (f) i DAY (f). Jezeli

FXY)= ) capXY? e CX,Y]
(a,8)€supp f

i S jest dowolnym odcinkiem brzegowym wielokata AV(f) to definiujemy
nY(f,8)(X,Y) czesé¢ gléwng wielomianu f na S w ukladzie U jako sume tych
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jednomianéw ¢,z XY # dla ktérych i@ + aé) + 3€» € S. Wprowadzajac oznaczenie
(o, B)u := U + a€y + Bé> mozemy napisaé

in”(f,9)X, V)= Y capXY’.
(a,8)y €S

Jezeli U = (6,7,5) gdzie ¥ = (1,0), 7 = (0,1) to wprowadzone wyzej pojecia
odpowiadaja standardowej konstrukcji diagramu Newtona z poprzedniego para-
grafu, tzn. AV(f) = A(f), AL(f) = Ax(f), etc.

W poprzednim paragrafie podaliémy réwniez definicje niedegeneracji wielomia-
nu (pary wielomianéw) w zerze i w nieskoriczonosci $cisle zwiazane ze standar-
dowym diagramem Newtona. Nietrudno zauwazy¢, ze odpowiedniki tych definicji
sformutowane dla diagramu Newtona w ukladzie U = (4; €1, €2) sg im reéwnowazne.
Wynika to z faktu, ze diagram AUY(f) jest obrazem diagramu A(f) w przek-
sztalceniu afinicznym plaszezyzny: R? 3 (o, ) — (o, B)y = @ + oy + Béx € R?.

Rozwazanie diagramu Newtona wzgledem danego uktadu wspélrzednych okazuje
sig¢ uzyteczne gdy chcemy poréwnac¢ diagramy Newtona réznych wielomianéw w
naturalny sposob zwigzanych z danym wielomianem f. Niech wigc n =deg f > 01
rozwazmy ujednorodnienie F/(X,Y, Z) wielomianu f(X,Y’) dane wzorem F(X,Y, Z)
=Z"f(X/Z,Y/Z). Jak wiadomo krzywa rzutowa F'(X,Y, Z) = 0 jest domknigciem
rzutowym krzywej afinicznej f(X,Y) = 0 i naturalne jest rozwazanie krzywych
afinicznych F(1,Y,Z) = 0 oraz F(X,1,Z) = 0. Jezeli f(X,Y) nie jest podzielny
przez X ani przez Y to ujednorodnieniem wielomianéw F(1,Y, Z) oraz F(X,1, Z)
jest réwniez wielomian F(X,Y, 7).

Lemat Podstawowy. Niech U = (_‘;T,j), V=0ngy-—v-1, W=0n}v-7-7).
Wtedy

(1) supp” F(X,Y,1) = supp" F(1,Y,Z) = supp"’ F(X,1,Z)
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(2) jezeli S jest odcinkiem brzegowym wielokgta A(f) to S jest odcinkiem brze-
gowym wielokgtéw AV (F(1,Y,2Z)) i AW(F(X,1,Z)) i zachodzq réwnosci:
in' (F(1,Y,2),S)(Y, Z) = Z"in(f,S8)(1/2,Y/Z),

" (F(X,1,2),5)(X,2) = Z"i(f,S)(X/2,1/2).

Dowdd. (Ad. 1). Wykazemy pierwszg réwnosé. Oznaczamy N = supp f. Zatem
jesli

FXY)= ) capXYP

(@,B)EN
to
FX,Y,Z)= > capX°YPzr7""
(a,8)EN
oraz
FLY,Z)= Y ctaprpY’2
(n—B—v,B)EN
1 mamy

supp” F(1,Y,Z
={B(7=7) + (=) +n": (B,7) €supp F(1,Y,Z)} =
={BU-D+r(=)+nl:y=n—a-PBi(a,p) €N} =
={n-B-N7+Bly=n—-a-pFi(a,p)eN}=
={ai’+ B7: (o, ) € N} = N = supp? F(X,Y,1).

—~ —

Dowdéd réwnoscei supp? F(X,Y, 1) = supp" F(X, 1, Z) przebiega podobnie.
(Ad. 2). Niech S bedzie odcinkiem brzegowym wielokata A(f). Z udowodnionej
réwnosci wynika, ze S jest rtéwniez odcinkiem brzegowym wielokata AV (F(1,Y, Z)).
Stosujemy notacje z dowodu punktu (1).
in"(F(1,Y,2),8)(Y,2) = > ag, Y2
By)veSs

gdzie agy = Cn—pg—~,3-

" (F(1,Y,2),8)(Y,Z2)=2" > apY 20 "=

(n—B—~,8)€S
onZ a yBZfafﬁonZ lazﬁf
- Bn—a—p - Ca,B 7 VA -
(a,B)ES (a,B)€S

~rus(LY)

Dowdd drugiej rownosci przebiega podobnie.

Wprost z definicji diagramu i udowodnionego lematu otrzymujemy
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Whniosek 2.1.
A(f) = AV(F<1’Y7Z)) = AW(F(Xa 1>Z))‘

W dalszej czedci naszych rozwazan wykorzystamy proste obserwacje geome-
tryczne wynikajace z przedstawionych wyzej faktow. Odnotujmy je w postaci uwagi
(zob. rys. 3).

Uwaga 2.2. Jezeli wielomian f jest dogodny i deg f = n to

(1) pole A (f) 4+ pole Ay (F(1,Y, Z)) + pole Al (F(X,1,Z)) = n?/2
(2) OAY (F(1,Y,Z)) C 0A(f) oraz OAY (F(X,1,Z)) C 0A(f).

3. GLOBALNE TWIERDZENIA KUSZNIRENKI
Podamy teraz globalne odpowiedniki twierdzen 1.1 i 1.2 przedstawionych w pier-
wszej czesci artykulu.

Twierdzenie 3.1 (Kusznirenko). Niech f(X,Y), g(X,Y) € C[X,Y] bedq wzgle-
dnie pierwszymi i dogodnymi wielomianami o identycznych diagramach Newtona
(tzn. A = A(f) = A(g), wowezas Ao = Ao (f) = Aso(g)). Wiedy

Z (f.9)p < 2pole A.

pPecC?

Rownosé zachodzi jezeli para (f, g) jest niezdegenerowana w nieskoriczonosci.
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Twierdzenie 3.2 (Kusznirenko). Niech f(X,Y) € C[X,Y] bedzie wielomianem
dogodnym i niech u(f) = ZPGW(%’ %)P bedzie jego globalng liczbg Milnora.

Zaktadamy, ze u(f) < +oo. Wtedy

pu(f) < 2pole Aoo(f) — deg f(X,0) — deg £(0,Y) + 1.

Rownosé zachodzi jezeli f jest niezdegenerowany w nieskoriczonosci.

Ponizej podamy dowdd twierdzenia 3.1 w oparciu o jego lokalng wersje (twier-
dzenie 1.1) z wykorzystaniem obserwacji przedstawionych w poprzednim paragrafie.
Natomiast dowdd twierdzenia 3.2 przebiega analogicznie jak dowdd twierdzenia 1.2
Zamiast twierdzenia 1.1 wykorzystujemy w nim twierdzenie 3.1 i stosowna czesé
lematu 1.3

Przed przystapieniem do dowodu twierdzenia 3.1 sformulujemy dwa lematy.
Pierwszy z nich jest natychmiastowym wnioskiem z klasycznego twierdzenia Be-
zouta dla krzywych rzutowych.

Niech f(X,Y),g(X,Y) € C[X,Y] bedy wzglednie pierwszymi wielomianami
odpowiednio stopni m > 0, n > 0. Niech F(X,Y,Z) bedzie ujednorodnieniem
f(X,Y) i podobnie niech G(X,Y, Z) bedzie ujednorodnieniem ¢(X,Y").

Lemat 3.3 (”Nier6wnos¢ Bezouta”). Przy wprowadzonych oznaczeniach i zatoze-
niach

Z (fag)P <mn — (F(laYa Z)aG(laKZ))O - (F(X,l,Z),G(X,l,Z))O
PeC?

Lemat 3.4. Jezeli para wielomiandw dogodnych (f,g) o identycznych diagramach
Newtona jest niezdegenerowana w nieskorczonosci to

(1) Krzywe rzutowe F(X,Y,Z) =0 i G(X,Y,Z) = 0 przecinajq si¢ na prostej
w nieskoniczonosci co najwyzej w punktach (1:0:0) ¢ (0:1:0).

(2) Pary (F(1,Y,2),G(1,Y,2)) i (F(X,1,2),G(X,1,7)) sq niezdegenerowane
w zerze.

Dowdd. (Ad. 1). Z niedegeneracji pary (f,g) w nieskoniczonosci wynika, ze czesci
wiodgce fT(X,Y) i g7 (X,Y) odpowiednio wielomianéw f(X,Y) i g(X,Y) nie
majg wspolnych zer w C* x C* Ale F(X,Y,Z) = fH(X,Y) + ZF(X,Y, Z) oraz
G(X,Y,Z) = gH(X,Y) + ZG(X,Y,Z) dla pewnych F(X,Y,Z), G(X,Y,Z)
e C[X,Y, Z].

Zatem jezeli (a : b : 0) € P? jest punktem wspdlnym krzywych rzutowych
F(X,)Y,Z)=0iG(X,Y,Z)=0to(a:b:0)=(1:0:0)lub(a:b:0)=(0:1:0).
(Ad. 2). Udowodnimy niedegeneracje w zerze pary (F(l,Y, Z),G(1,Y, Z)) Dla
drugiej pary rozumowanie jest analogiczne.

Niech A = A(f) = A(g) i degf = degg = n. Natychmiastowym wnioskiem
z Lematu Podstawowego sa réwnoéci A = AV(F(1,Y,Z)) i A = AV(G(1,Y, Z))
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gdzie V = (n7: 7—7, —17) (por. Wniosek 2.1). Stad AY (F(1,Y, Z)) = AY (G(1,
Ustalmy teraz odcinek S € OAY (F(1,Y,2)) = 0AY(G(1,Y,Z)) C 0AL
0A(g) (zob. Uwaga 2.2). Dla dowodu niedegeneracji pary (F'(1,Y, Z), G(1
w zerze wystarczy sprawdzi¢, ze uktad

Y. 2)-

[
Y, 2))

(*) in"(F(1,Y,2),5)(Y,2) =in" (G(1,Y, Z),8) (Y, Z) = 0

nie ma rozwigzan w C* x C*.
Przypus$émy nie wprost, ze punkt (yo, z9) € C* x C* jest rozwigzaniem ukladu
(*). Stosujac Lemat Podstawowy (p.(2)) stwierdzamy, ze wtedy

) 1 - 1
g in(f, S)(;07 %) =2 ln(g»S)(;Ov %2) =0

a to oznacza, ze punkt (1/z0,y0/20) € C* x C* jest rozwiazaniem ukladu
in(f,9)(X,Y) = in(g,S)(X,Y) = 0, co wobec niedegeneracji pary (f,g) w nie-
skonczonosci prowadzi do sprzecznosci.

Dowdd twierdzenia 3.1. Jak juz zauwazyliSmy w dowodzie lematu 3.4 z zalozenia
réwnosci diagraméw Newtona wielomianéw f i g wynika réwno$¢ diagramow New-
tona w zerze w ukladzie V = (ni}7—7,—7) (n = degf = degg) wiclomianéw
F(,Y,2)i1 G(1,Y, 2).

Podobnie stwierdzamy, ze identyczne sg diagramy Newtona w zerze w ukladzie
W = (njiv — 7,—7) wielomianéw F'(X,1,7) i G(X,1,Z). Ponadto maja miejsce
analogiczne réwnosci w odniesieniu do ”standardowych” diagraméw Newtona w
zerze wielomianéw F(1,Y,Z)1 G(1,Y,Z) oraz F(X,1,7Z) i G(X, 1, Z). Oznaczamy

Ar= AX(F(LY,Z)) = A(‘)/(G(17Y7 7))

oraz

A=Ay (F(X,1,7)) = Ay (G(X,1,2))

Twierdzimy, ze zachodza nastepujace oszacowania:

(F(1,Y,2),G(1,Y,Z))o > 2pole A;

W (F(X,1,2),G(X,1,2))o > 2pole Aps

Ograniczymy sie do uzasadnienia tylko pierwszej nieréwnosci.
Niech Dy = A¢(F(1,Y,2)) = Ao(G(1,Y, Z)). Wielokat Ay jest obrazem wielokata
Dy w przeksztalceniu ekwiafinicznym: R? 3 (o, 8) — (B8,n — a — ) € R2. Stad
wynika, ze pola wielokatéw Dy i Aj sa réwne. Zalézmy teraz, ze wielomiany
F(1,Y,2), G(1,Y, Z) sa dogodne. Wtedy dowodzona nieréwnos$¢ wynika wprost z
twierdzenia 1.1 i réwnosci pol wielokatéw Do i A;. W przypadku gdy F(1,Y, Z)
i G(1,Y, Z) nie sa dogodne to wobec dogodnosci f i g stwierdzamy, ze wowczas
wielomiany F(1,Y, Z) i G(1,Y, Z) maja niezerowe wyrazy wolne.
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Wtedy Ay =01 (F(1,Y,2),G(1,Y,Z))o = 0 i dowodzona nieréwnosé jest try-
wialnie spelniona.
Wobec Lematu 3.3 z udowodnionych nieréwnosci wynika

(2) Z(fvg)P§n2—2poleA1—2poleAU
PeC?

i stad, poniewaz suma pél wielokatow Ao, A7 i Az wynosi n?/2 (por. Uwaga 2.2),
otrzymujemy

(3) > (f,9)p <2 pole Ay

PeC?

Jezeli para (f, g) jest niezdegenerowana w nieskoriczonosci, to na mocy lematu 3.4
(p-(2)) i twierdzenia 1.1 stwierdzamy, ze nieréwnosci (1) mozna zastgpi¢ réwnos-
ciami. Ponadto zauwazmy, ze wtedy ”Nier6wnos¢ Bezouta’ staje sie réwnoscia
(lemat 3.4, p.(1)). Stad wynika, ze jezeli para (f,g) jest niezdegenerowana w
nieskoriczonosci, to w (2) wige i w (3) mamy réwnoscé.

Przedstawione powyzej rozumowanie pozwla wysnué nastepujacy wniosek:

Przy zalozeniach twierdzenia 3.1 i wprowadzonych oznaczeniach: suma krotnosci
przecigcia w punktach lezacych na prostej w nieskoriczonosci {(z : y : z) € P? :
z = 0} domknigé rzutowych krzywych afinicznych f(X,Y) =0, g(X,Y) = 0 jest
wigksza lub réwna od 2(pole A;+pole Ajy). Jezeli para (f, g) jest niezdegenerowana
w nieskoriczosci to zachodzi réwnosé.
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THE NEWTON DIAGRAMS OF PLANE ALGEBRAIC CURVES.

Summary. We give the description of the Newton diagram of a plane curve
in terms of the local diagrams. As application we get the elementary proofs of
Kouchnirenko’s theorems on intersection multiplicities and the Milnor number.
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