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0. Wst ιep

W teorii osobliwości ważn ιa rol ιe pe lni poj ιecie diagramu Newtona. Metody z nim
zwi ιazane prowadz ιa do opisu struktury zbioru rozwi ιazań równania algebraicznego
f(X,Y ) = 0 oraz umożliwiaj ιa obliczanie niezmienników osobliwości. Szczególnie
ważne w tym kontekście s ιa wyniki uzyskane w latach siedemdziesi ιatych przez
A.G.Kusznirenk ιe ([K1],[K2],[K3]).

Celem tego artyku lu jest przedstawienie wyników Kusznirenki w przypadku
dwuwymiarowym. Wi ιekszość podanych dowodów należy do autora. W oparciu
o opis diagramu krzywej algebraicznej w terminach diagramów lokalnych uj ιety w
Lemacie Podstawowym podajemy dowody oszacowań globalnych przez wyprowa-
dzenie ich z odpowiednich oszacowań lokalnych. Rozwini ιeta technika ma dalsze
zastosowania do osobliwości krzywych algebraicznych, które przedstawimy w in-
nym miejscu.

1. Diagramy Newtona i lokalne twierdzenia Kusznirenki

Niech f = f(X,Y ) =
∑

cαβX
αY β ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem dodatniego

stopnia deg f = n > 0. Jego cz ιeści ιa wiod ιac ιa f+(X,Y ) nazywamy sum ιe wszystkich
jednomianów postaci cαβX

αY β gdzie α+β = n. Wielomian f nazywamy dogodnym
33
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jeśli cp0 ̸= 0 oraz c0q ̸= 0 dla pewnych p, q > 0.
Dla każdego wielomianu f rozważamy jego nośnik supp f = {(α, β) ∈ Z2

+ : cαβ ̸=
0}. Definiujemy ∆(f) = convex(supp f) oraz ∆∞(f) = convex({(0, 0)} ∪ supp f)
(przez convex danego zbioru rozumiemy jego otoczk ιe wypuk l ιa na p laszczyźnie R2).
Wielok ιaty ∆(f) i ∆∞(f) nazywamy odpowiednio diagramem Newtona i diagramem
Newtona w nieskończoności wielomianu f . Dodatkowo rozważamy jeszcze diagram

Newtona wielomianu f w zerze ∆0(f)
def
= domkni ιecie ∆∞(f) \ ∆(f).

Za lóżmy, że f jest dogodny. Jeżeli p, q > 0 s ιa najmniejszymi liczbami ca lko-
witymi takimi, że (p, 0), (0, q) ∈ supp f to ∆0(f) jest wielok ιatem ograniczonym
odcinkami  l ιacz ιacymi (0, 0) z (p, 0) oraz (0, 0) z (0, q) oraz odcinkami brzegowymi
diagramu ∆(f) oddzielaj ιacymi go od pocz ιatku uk ladu (por. rys. 1).

Oczywíscie ∆∞(f) = ∆0(f) ∪ ∆(f). Jeżeli (0, 0) ∈ supp f to ∆∞(f) = ∆(f) i
∆0(f) = ∅. Przez ∂∆0(f) (odp. ∂∆∞(f)) oznaczamy zbiór odcinków brzegowych
wielok ιata ∆0(f) (odp. ∆∞(f)) nie zawartych w osiach.

Dla dowolnego odcinka S brzegu wielok ιata ∆(f) definiujemy cz ιeść g lówn ιa f na S

in(f, S)(X,Y )
def
=

∑
(α,β)∈S

cαβX
αY β .

W twierdzeniach o diagramach Newtona ważn ιa rol ιe pe lni ιa różne wersje poj ιecia
niedegeneracji.

Niech f(X,Y ), g(X,Y ) b ιedzie par ιa wielomianów i niech S, T b ιed ιa dowolnymi
odcinkami brzegowymi diagramów ∆(f) i ∆(g). Par ιe (f, g) nazywamy niezdegene-
rowan ιa wzgl ιedem pary (S, T ) jeżeli spe lniony jest jeden z warunków

(i) S nie jest równoleg ly do T ,
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(ii) S i T s ιa równoleg le ale diagramy ∆(f) i ∆(g) leż ιa po różnych stronach
odpowiednio odcinków S i T .

(iii) S i T s ιa równoleg le i diagramy ∆(f) i ∆(g) leż ιa po tych samych stronach
odpowiednio odcinków S i T , ale uk lad in(f, S)(X,Y ) = in(g, T )(X,Y ) = 0
nie ma rozwi ιazań w C∗ × C∗ gdzie C∗ = C \ {0}.

Par ιe (f, g) nazywamy niezdegenerowan ιa w zerze (w nieskończoności) jeżeli (f, g)
jest niezdegenerowana wzgl ιedem (S, T ) dla dowolnych S ∈ ∂∆0(f) i T ∈ ∂∆0(g)
(S ∈ ∂∆∞(f) i T ∈ ∂∆∞(g)).

Uwaga. W przypadku gdy wielomiany f i g maj ιa ten sam wspólny diagram ∆ =
∆(f) = ∆(g) (wtedy ∆0 = ∆0(f) = ∆0(g) i ∆∞ = ∆∞(f) = ∆∞(g)) to niede-
generacja pary (f, g) w zerze (w nieskończoności) oznacza, że dla każdego odcinka
S ∈ ∂∆0 (S ∈ ∂∆∞) uk lad in(f, S)(X,Y ) = in(g, S)(X,Y ) = 0 nie ma rozwi ιazań
w C∗ × C∗.

Podobnie jak dla pary wprowadzamy również poj ιecie niedegeneracji dla jednego
wielomianu. Niech f(X,Y ) ∈ C[X,Y ] i niech S b ιedzie odcinkiem brzegowym
wielok ιata ∆(f). Mówimy, że wielomian f jest niezdegenerowany wzgl ιedem odcinka
S jeżeli uk lad równań

∂

∂X
in(f, S)(X,Y ) =

∂

∂Y
in(f, S)(X,Y ) = 0

nie ma rozwi ιazań w C∗ × C∗.
Wielomian f nazywamy niezdegenerowanym w zerze (w nieskończoności) jeżeli

f jest niezdegenerowany wzgl ιedem każdego odcinka S ∈ ∂∆0(f) (S ∈ ∂∆∞(f)).
Jeżeli f(X,Y ), g(X,Y ) ∈ C[X,Y ] to przez (f, g)P oznaczamy krotność przeci ιecia

krzywych f(X,Y ) = 0 i g(X,Y ) = 0 w punkcie P ∈ C2. Definicj ιe krotności
przyjmujemy za [F ]. Nasze rozważania oprzemy na nast ιepuj ιacym twierdzeniu:

Twierdzenie 1.1 (Kusznirenko, zob. [A], [K1], [P]). Niech f(X,Y ), g(X,Y ) ∈
C[X,Y ] b ιed ιa wielomianami dogodnymi takimi, że ∆0(f) = ∆0(g) = ∆0. Wtedy
(f, g)0 ≥ 2 pole ∆0. Równość zachodzi gdy para (f, g) jest niezdegenerowana w
zerze.

Jako zastosowanie powyższego udowodnimy

Twierdzenie 1.2 (Kusznirenko, zob. [K2], [K3]). Niech f(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιedzie
wielomianem dogodnym i niech

µ0(f) =

(
∂f

∂X
,
∂f

∂Y

)
0

b ιedzie jego lokaln ιa liczb ιa Milnora. Wtedy

µ0(f) ≥ 2 pole ∆0(f) − ord f(X, 0) − ord f(0, Y ) + 1.

Równość zachodzi gdy f jest niezdegenerowany w zerze.

Podane oszacowanie dla liczby Milnora otrzymujemy z oszacowania 1.1 dla krot-
nosci przeci ιecia. Decyduj ιac ιa rol ιe pe lni podany niżej lemat.
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Lemat 1.3. Niech f(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem dodatniego stopnia bez
sta lego wyrazu. Wtedy

(1) Dla prawie wszystkich (µ, ν) ∈ C2

supp

(
µX

∂f

∂X
+ νY

∂f

∂Y

)
= supp f.

(2) Jeżeli f jest dogodny i niezdegenerowany w zerze (w nieskończoności) to dla
prawie wszystkich (µ, ν), (ξ, η) ∈ C2 para(

µX
∂f

∂X
+ νY

∂f

∂Y
, ξX

∂f

∂X
+ ηY

∂f

∂Y

)
jest niezdegenerowana w zerze (w nieskończoności).

Dowód lematu. (Ad. 1). Niech f(X,Y ) =
∑

(α,β)∈N cαβX
αY β gdzie N = supp f .

Ustalmy (µ, ν) ∈ C2 i niech

f1(X,Y ) = µX
∂f

∂X
(X,Y ) + νY

∂f

∂Y
(X,Y ).

Nietrudno sprawdzić, że f1(X,Y ) =
∑

(α,β)∈N (µα + νβ)cαβX
αY β . Zatem jeżeli

µα + νβ ̸= 0 dla wszystkich (α, β) ∈ N to supp f1 = supp f .

(Ad. 2). Ustalmy (µ, ν), (ξ, η) ∈ C2 dla których zachodzi (1). Za lóżmy dodatkowo,
że µη − νξ ̸= 0. Niech

f1(X,Y ) = µX
∂f

∂X
(X,Y ) + νY

∂f

∂Y
(X,Y )

oraz

f2(X,Y ) = ξX
∂f

∂X
(X,Y ) + ηY

∂f

∂Y
(X,Y ).

Oczywíscie ∆(f1) = ∆(f2) = ∆(f). Niech S b ιedzie odcinkiem brzegowym wielok ιata
∆(f). Wystarczy sprawdzić, że jeżeli uk lad

∂

∂X
in(f, S)(X,Y ) =

∂

∂Y
in(f, S)(X,Y ) = 0

nie ma rozwi ιazań w C∗ × C∗ to również uk lad

in(f1, S)(X,Y ) = in(f2, S)(X,Y ) = 0

nie ma rozwi ιazań w C∗ × C∗. Ale to wynika wprost z równości:

in(f1, S)(X,Y ) = µX
∂

∂X
in(f, S)(X,Y ) + νY

∂

∂Y
in(f, S)(X,Y ),
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in(f2, S)(X,Y ) = ξX
∂

∂X
in(f, S)(X,Y ) + ηY

∂

∂Y
in(f, S)(X,Y )

oraz z warunku µη − νξ ̸= 0.

Dowód twierdzenia 1.2. Ustalmy (µ, ν), (ξ, η) ∈ C2 dla których spe lnione s ιa wa-
runki (1) i (2) lematu 1.3 Podobnie jak w dowodzie lematu określamy wielomiany
f1(X,Y ) i f2(X,Y ). Spe lniaj ιa one za lożenia twierdzenia 1.1, bowiem ∆0(f1) =
∆0(f2) = ∆0(f) i f jest dogodny. Mamy wi ιec oszacowanie (f1, f2)0 ≥ 2 pole ∆0(f).
Jeżeli f jest niezdegenerowany w zerze to para (f1, f2) jest niezdegenerowana w
zerze i wtedy (f1, f2)0 = 2 pole ∆(f).

Zauważmy, że jeżeli pary (µ, ν), (ξ, η) s ιa liniowo niezależne to pary wielomianów
(X∂f/∂X, Y ∂f/∂Y ) oraz (f1, f2) generuj ιa ten sam idea l w C[[X,Y ]]. Wobec tego(

X
∂f

∂X
, Y

∂f

∂Y

)
0

= (f1, f2)0.

Zatem (
X

∂f

∂X
, Y

∂f

∂Y

)
0

≥ 2 pole ∆0(f).

Ale (
X

∂f

∂X
, Y

∂f

∂Y

)
0

=

(
∂f

∂X
,
∂f

∂Y

)
0

+

(
∂f

∂X
, Y

)
0

+

(
X,

∂f

∂Y

)
0

+ (X,Y )0

= µ0(f) + ord f(X, 0) + ord f(0, Y ) − 1.

St ιad µ0(f) ≥ 2 pole ∆0(f)− ord f(X, 0)− ord f(0, Y ) + 1 i jeżeli f jest niezdegene-
rowany w zerze to zachodzi równość.

2. Diagramy Newtona w afinicznych uk ladach wspó lrz ιednych

Jeżeli U = (u⃗; e⃗1, e⃗2) jest afinicznym reperem p laszczyzny R2 (tzn. u⃗, e⃗1, e⃗2 ∈ R2

i e⃗1, e⃗2 s ιa R–niezależne) to definiujemy nośnik wielomianu f = f(X,Y ) ∈ C[X,Y ]

w uk ladzie U : suppU f
def
=

{
u⃗ + αe⃗1 + βe⃗2 : (α, β) ∈ supp f

}
oraz diagram New-

tona wielomianu f(X,Y ) w uk ladzie U : ∆U (f)
def
= convex(suppU f). Podobnie

jak w przypadku standardowym określamy ∆U
∞(f)

def
= convex({u⃗} ∪ suppU f) oraz

∆U
0 (f)

def
= domkni ιecie ∆U

∞(f) \ ∆U (f) (zob, rys. 2).
Oczywíscie ∆U

∞(f) = ∆U
0 (f) ∪ ∆U (f). Jeżeli f(0, 0) ̸= 0 to (0, 0) ∈ supp f

wi ιec u⃗ ∈ suppU f i wtedy ∆U
∞(f) = ∆U (f). Analogicznie jak dla standardowego

diagramu określamy zbiory odcinków ∂∆U
0 (f) i ∂∆U

∞(f). Jeżeli

f(X,Y ) =
∑

(α,β)∈supp f

cαβX
αY β ∈ C[X,Y ]

i S jest dowolnym odcinkiem brzegowym wielok ιata ∆U (f) to definiujemy
inU (f, S)(X,Y ) cz ιeść g lówn ιa wielomianu f na S w uk ladzie U jako sum ιe tych
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jednomianów cαβX
αY β dla których u⃗+ αe⃗1 + βe⃗2 ∈ S. Wprowadzaj ιac oznaczenie

(α, β)U := u⃗ + αe⃗1 + βe⃗2 możemy napisać

inU (f, S)(X,Y ) =
∑

(α,β)U∈S

cαβX
αY β .

Jeżeli U = (⃗0; ı⃗, ȷ⃗) gdzie ı⃗ = (1, 0), ȷ⃗ = (0, 1) to wprowadzone wyżej poj ιecia
odpowiadaj ιa standardowej konstrukcji diagramu Newtona z poprzedniego para-
grafu, tzn. ∆U (f) = ∆(f), ∆U

∞(f) = ∆∞(f), etc.
W poprzednim paragrafie podalísmy również definicje niedegeneracji wielomia-

nu (pary wielomianów) w zerze i w nieskończoności ścísle zwi ιazane ze standar-
dowym diagramem Newtona. Nietrudno zauważyć, że odpowiedniki tych definicji
sformu lowane dla diagramu Newtona w uk ladzie U = (u⃗; e⃗1, e⃗2) s ιa im reównoważne.
Wynika to z faktu, że diagram ∆U (f) jest obrazem diagramu ∆(f) w przek-
szta lceniu afinicznym p laszczyzny: R2 ∋ (α, β) → (α, β)U = u⃗ + αe⃗1 + βe⃗2 ∈ R2.

Rozważanie diagramu Newtona wzgl ιedem danego uk ladu wspó lrz ιednych okazuje
si ιe użyteczne gdy chcemy porównać diagramy Newtona różnych wielomianów w
naturalny sposób zwi ιazanych z danym wielomianem f . Niech wi ιec n = deg f > 0 i
rozważmy ujednorodnienie F (X,Y, Z) wielomianu f(X,Y ) dane wzorem F (X,Y, Z)
= Znf(X/Z, Y/Z). Jak wiadomo krzywa rzutowa F (X,Y, Z) = 0 jest domkni ιeciem
rzutowym krzywej afinicznej f(X,Y ) = 0 i naturalne jest rozważanie krzywych
afinicznych F (1, Y, Z) = 0 oraz F (X, 1, Z) = 0. Jeżeli f(X,Y ) nie jest podzielny
przez X ani przez Y to ujednorodnieniem wielomianów F (1, Y, Z) oraz F (X, 1, Z)
jest również wielomian F (X,Y, Z).

Lemat Podstawowy. Niech U = (⃗0; ı⃗, ȷ⃗), V = (n⃗ı; ȷ⃗− ı⃗, −⃗ı), W = (nȷ⃗; ı⃗− ȷ⃗,−ȷ⃗).
Wtedy

(1) suppU F (X,Y, 1) = suppV F (1, Y, Z) = suppW F (X, 1, Z)
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(2) jeżeli S jest odcinkiem brzegowym wielok ιata ∆(f) to S jest odcinkiem brze-
gowym wielok ιatów ∆V (F (1, Y, Z)) i ∆W (F (X, 1, Z)) i zachodz ιa równości:
inV

(
F (1, Y, Z), S

)
(Y, Z) = Zn in(f, S)(1/Z, Y/Z),

inW
(
F (X, 1, Z), S

)
(X,Z) = Zn in(f, S)(X/Z, 1/Z).

Dowód. (Ad. 1). Wykażemy pierwsz ιa równość. Oznaczamy N = supp f . Zatem
jeśli

f(X,Y ) =
∑

(α,β)∈N

cαβX
αY β

to
F (X,Y, Z) =

∑
(α,β)∈N

cαβX
αY βZn−α−β

oraz
F (1, Y, Z) =

∑
(n−β−γ,β)∈N

cn−β−γ,βY
βZγ

i mamy

suppV F (1, Y, Z) =

= {β(ȷ⃗− ı⃗) + γ(−⃗ı) + n⃗ı : (β, γ) ∈ suppF (1, Y, Z)} =

= {β(ȷ⃗− ı⃗) + γ(−⃗ı) + n⃗ı : γ = n− α− β i (α, β) ∈ N} =

= {(n− β − γ)⃗ı + βȷ⃗ : γ = n− α− β i (α, β) ∈ N} =

= {α⃗ı + βȷ⃗ : (α, β) ∈ N} = N = suppU F (X,Y, 1).

Dowód równości suppU F (X,Y, 1) = suppW F (X, 1, Z) przebiega podobnie.

(Ad. 2). Niech S b ιedzie odcinkiem brzegowym wielok ιata ∆(f). Z udowodnionej
równości wynika, że S jest również odcinkiem brzegowym wielok ιata ∆V (F (1, Y, Z)).
Stosujemy notacj ιe z dowodu punktu (1).

inV
(
F (1, Y, Z), S

)
(Y, Z) =

∑
(β,γ)V ∈S

aβγY
βZγ

gdzie aβγ = cn−β−γ,β .

inV
(
F (1, Y, Z), S

)
(Y,Z) = Zn

∑
(n−β−γ,β)∈S

aβγY
βZγ−n =

= Zn
∑

(α,β)∈S

aβ,n−α−βY
βZ−α−β = Zn

∑
(α,β)∈S

cα,β

(
1

Z

)α(
Y

Z

)β

=

= Zn in(f, S)

(
1

Z
,
Y

Z

)
.

Dowód drugiej równości przebiega podobnie.

Wprost z definicji diagramu i udowodnionego lematu otrzymujemy
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Wniosek 2.1.

∆(f) = ∆V
(
F (1, Y, Z)

)
= ∆W

(
F (X, 1, Z)

)
.

W dalszej cz ιeści naszych rozważań wykorzystamy proste obserwacje geome-
tryczne wynikaj ιace z przedstawionych wyżej faktów. Odnotujmy je w postaci uwagi
(zob. rys. 3).

Uwaga 2.2. Jeżeli wielomian f jest dogodny i deg f = n to

(1) pole ∆∞(f) + pole ∆V
0

(
F (1, Y, Z)

)
+ pole ∆W

0

(
F (X, 1, Z)

)
= n2/2

(2) ∂∆V
0

(
F (1, Y, Z)

)
⊂ ∂∆∞(f) oraz ∂∆W

0

(
F (X, 1, Z)

)
⊂ ∂∆∞(f).

3. Globalne twierdzenia Kusznirenki

Podamy teraz globalne odpowiedniki twierdzeń 1.1 i 1.2 przedstawionych w pier-
wszej cz ιeści artyku lu.

Twierdzenie 3.1 (Kusznirenko). Niech f(X,Y ), g(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιed ιa wzgl ιe-
dnie pierwszymi i dogodnymi wielomianami o identycznych diagramach Newtona
(tzn. ∆ = ∆(f) = ∆(g), wówczas ∆∞ = ∆∞(f) = ∆∞(g)). Wtedy∑

P∈C2

(f, g)P ≤ 2 pole ∆∞.

Równość zachodzi jeżeli para (f, g) jest niezdegenerowana w nieskończoności.
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Twierdzenie 3.2 (Kusznirenko). Niech f(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem

dogodnym i niech µ(f) =
∑

P∈C2( ∂f
∂X , ∂f

∂Y )P b ιedzie jego globaln ιa liczb ιa Milnora.
Zak ladamy, że µ(f) < +∞. Wtedy

µ(f) ≤ 2 pole ∆∞(f) − deg f(X, 0) − deg f(0, Y ) + 1.

Równość zachodzi jeżeli f jest niezdegenerowany w nieskończoności.

Poniżej podamy dowód twierdzenia 3.1 w oparciu o jego lokaln ιa wersj ιe (twier-
dzenie 1.1) z wykorzystaniem obserwacji przedstawionych w poprzednim paragrafie.
Natomiast dowód twierdzenia 3.2 przebiega analogicznie jak dowód twierdzenia 1.2
Zamiast twierdzenia 1.1 wykorzystujemy w nim twierdzenie 3.1 i stosown ιa cz ιeść
lematu 1.3

Przed przyst ιapieniem do dowodu twierdzenia 3.1 sformu lujemy dwa lematy.
Pierwszy z nich jest natychmiastowym wnioskiem z klasycznego twierdzenia Be-
zouta dla krzywych rzutowych.

Niech f(X,Y ), g(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιed ιa wzgl ιednie pierwszymi wielomianami
odpowiednio stopni m > 0, n > 0. Niech F (X,Y, Z) b ιedzie ujednorodnieniem
f(X,Y ) i podobnie niech G(X,Y, Z) b ιedzie ujednorodnieniem g(X,Y ).

Lemat 3.3 (”Nierówność Bezouta”). Przy wprowadzonych oznaczeniach i za loże-
niach∑

P∈C2

(f, g)P ≤ mn−
(
F (1, Y, Z), G(1, Y, Z)

)
0
−

(
F (X, 1, Z), G(X, 1, Z)

)
0

Lemat 3.4. Jeżeli para wielomianów dogodnych (f, g) o identycznych diagramach
Newtona jest niezdegenerowana w nieskończoności to

(1) Krzywe rzutowe F (X,Y, Z) = 0 i G(X,Y, Z) = 0 przecinaj ιa si ιe na prostej
w nieskończoności co najwyżej w punktach (1 : 0 : 0) i (0 : 1 : 0).

(2) Pary (F (1, Y, Z), G(1, Y, Z)) i (F (X, 1, Z), G(X, 1, Z)) s ιa niezdegenerowane
w zerze.

Dowód. (Ad. 1). Z niedegeneracji pary (f, g) w nieskończoności wynika, że cz ιeści
wiod ιace f+(X,Y ) i g+(X,Y ) odpowiednio wielomianów f(X,Y ) i g(X,Y ) nie

maj ιa wspólnych zer w C∗ × C∗ Ale F (X,Y, Z) = f+(X,Y ) + ZF̃ (X,Y, Z) oraz

G(X,Y, Z) = g+(X,Y ) + ZG̃(X,Y, Z) dla pewnych F̃ (X,Y, Z), G̃(X,Y, Z)
∈ C[X,Y, Z].

Zatem jeżeli (a : b : 0) ∈ P2 jest punktem wspólnym krzywych rzutowych
F (X,Y, Z) = 0 i G(X,Y, Z) = 0 to (a : b : 0) = (1 : 0 : 0) lub (a : b : 0) = (0 : 1 : 0).

(Ad. 2). Udowodnimy niedegeneracj ιe w zerze pary
(
F (1, Y, Z), G(1, Y, Z)

)
. Dla

drugiej pary rozumowanie jest analogiczne.
Niech ∆ = ∆(f) = ∆(g) i deg f = deg g = n. Natychmiastowym wnioskiem
z Lematu Podstawowego s ιa równości ∆ = ∆V (F (1, Y, Z)) i ∆ = ∆V (G(1, Y, Z))
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gdzie V = (n⃗ı; ȷ⃗−ı⃗, −⃗ı) (por. Wniosek 2.1). St ιad ∆V
0 (F (1, Y, Z)) = ∆V

0 (G(1, Y, Z)).
Ustalmy teraz odcinek S ∈ ∂∆V

0 (F (1, Y, Z)) = ∂∆V
0 (G(1, Y, Z)) ⊂ ∂∆∞(f) =

∂∆∞(g) (zob. Uwaga 2.2). Dla dowodu niedegeneracji pary (F (1, Y, Z), G(1, Y, Z))
w zerze wystarczy sprawdzić, że uk lad

(*) inV
(
F (1, Y, Z), S

)
(Y, Z) = inV

(
G(1, Y, Z), S

)
(Y, Z) = 0

nie ma rozwi ιazań w C∗ × C∗.
Przypuśćmy nie wprost, że punkt (y0, z0) ∈ C∗ × C∗ jest rozwi ιazaniem uk ladu

(*). Stosuj ιac Lemat Podstawowy (p.(2)) stwierdzamy, że wtedy

zn0 in(f, S)
( 1

z0
,
y0
z0

)
= zn0 in(g, S)

( 1

z0
,
y0
z0

)
= 0

a to oznacza, że punkt (1/z0, y0/z0) ∈ C∗ × C∗ jest rozwi ιazaniem uk ladu
in(f, S)(X,Y ) = in(g, S)(X,Y ) = 0, co wobec niedegeneracji pary (f, g) w nie-
skończoności prowadzi do sprzeczności.

Dowód twierdzenia 3.1. Jak już zauważylísmy w dowodzie lematu 3.4 z za lożenia
równości diagramów Newtona wielomianów f i g wynika równość diagramów New-
tona w zerze w uk ladzie V = (n⃗ı; ȷ⃗ − ı⃗, −⃗ı) (n = deg f = deg g) wielomianów
F (1, Y, Z) i G(1, Y, Z).

Podobnie stwierdzamy, że identyczne s ιa diagramy Newtona w zerze w uk ladzie
W = (nȷ⃗; ı⃗ − ȷ⃗,−ȷ⃗) wielomianów F (X, 1, Z) i G(X, 1, Z). Ponadto maj ιa miejsce
analogiczne równości w odniesieniu do ”standardowych” diagramów Newtona w
zerze wielomianów F (1, Y, Z) i G(1, Y, Z) oraz F (X, 1, Z) i G(X, 1, Z). Oznaczamy

∆I = ∆V
0 (F (1, Y, Z)) = ∆V

0 (G(1, Y, Z))

oraz
∆II = ∆W

0 (F (X, 1, Z)) = ∆W
0 (G(X, 1, Z))

Twierdzimy, że zachodz ιa nast ιepuj ιace oszacowania:

(1)
(F (1, Y, Z), G(1, Y, Z))0 ≥ 2 pole ∆I

(F (X, 1, Z), G(X, 1, Z))0 ≥ 2 pole ∆II

Ograniczymy si ιe do uzasadnienia tylko pierwszej nierówności.
Niech D0 = ∆0(F (1, Y, Z)) = ∆0(G(1, Y, Z)). Wielok ιat ∆I jest obrazem wielok ιata
D0 w przekszta lceniu ekwiafinicznym: R2 ∋ (α, β) → (β, n − α − β) ∈ R2. St ιad
wynika, że pola wielok ιatów D0 i ∆I s ιa równe. Za lóżmy teraz, że wielomiany
F (1, Y, Z), G(1, Y, Z) s ιa dogodne. Wtedy dowodzona nierówność wynika wprost z
twierdzenia 1.1 i równości pól wielok ιatów D0 i ∆I . W przypadku gdy F (1, Y, Z)
i G(1, Y, Z) nie s ιa dogodne to wobec dogodności f i g stwierdzamy, że wówczas
wielomiany F (1, Y, Z) i G(1, Y, Z) maj ιa niezerowe wyrazy wolne.
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Wtedy ∆I = ∅ i (F (1, Y, Z), G(1, Y, Z))0 = 0 i dowodzona nierówność jest try-
wialnie spe lniona.

Wobec Lematu 3.3 z udowodnionych nierówności wynika

(2)
∑
P∈C2

(f, g)P ≤ n2 − 2 pole ∆I − 2 pole ∆II

i st ιad, ponieważ suma pól wielok ιatów ∆∞, ∆I i ∆II wynosi n2/2 (por. Uwaga 2.2),
otrzymujemy

(3)
∑
P∈C2

(f, g)P ≤ 2 pole ∆∞

Jeżeli para (f, g) jest niezdegenerowana w nieskończoności, to na mocy lematu 3.4
(p.(2)) i twierdzenia 1.1 stwierdzamy, że nierówności (1) można zast ιapić równoś-
ciami. Ponadto zauważmy, że wtedy ”Nierówność Bezouta” staje si ιe równości ιa
(lemat 3.4, p.(1)). St ιad wynika, że jeżeli para (f, g) jest niezdegenerowana w
nieskończoności, to w (2) wi ιec i w (3) mamy równość.

Przedstawione powyżej rozumowanie pozwla wysnuć nast ιepuj ιacy wniosek:

Przy za lożeniach twierdzenia 3.1 i wprowadzonych oznaczeniach: suma krotności
przeci ιecia w punktach leż ιacych na prostej w nieskończoności {(x : y : z) ∈ P2 :
z = 0} domkni ιeć rzutowych krzywych afinicznych f(X,Y ) = 0, g(X,Y ) = 0 jest
wi ιeksza lub równa od 2(pole ∆I+pole ∆II). Jeżeli para (f, g) jest niezdegenerowana
w nieskończości to zachodzi równość.
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The Newton diagrams of plane algebraic curves.

Summary. We give the description of the Newton diagram of a plane curve
in terms of the local diagrams. As application we get the elementary proofs of
Kouchnirenko’s theorems on intersection multiplicities and the Milnor number.
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