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1 Wst ιep

B ιedziemy rozważali wielomiany o wspó lczynnikach w ciele algebraicznie domkni ιe-
tym K. Jeżeli Fi ∈ K[X], i = 1, . . . , k jest ci ιagiem wielomianów zmiennych X =
(X1, . . . , Xn) takim, że uk lad równań F1 = . . . = Fk = 0 nie ma rozwi ιazania
w Kn to na mocy klasycznego twierdzenia Hilberta o zerach istniej ιa wielomiany
Ai ∈ K[X], i = 1, . . . , k takie, że zachodzi “tożsamość Bezouta”

A1F1 + . . .+AkFk = 1 w K[X] .

W roku 1988 János Kollár [2] udowodni l nast ιepuj ιace

Efektywne Twierdzenie Hilberta o Zerach
Jeśli uk lad równań wielomianowych F1 = . . . = Fk = 0 nie ma rozwi ιazań w Kn to
istniej ιa wielomiany A1, . . . , Ak takie, że

1. A1F1 + . . .+AkFk = 1 w K[X],

2. deg(AiFi) ≤ (degF1) . . . (degFk) dla i = 1, . . . , k.
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Kollár udowodni l powyższe twierdzenie stosuj ιac wyrafinowane metody wspó lczes-
nej geometrii algebraicznej przy za lożeniu, że degFi > 2 dla i = 1, . . . , k. Ostat-
nio Zbigniew Jelonek [1] używaj ιac elementarnych środków algebraicznych poda l
dowód Efektywnego Twierdzenia Hilberta o zerach bez dodatkowych za lożeń o
stopniach wielomianów Fi oraz uogólni l to twierdzenie na przypadek funkcji regu-
larnych na zbiorach algebraicznych. Praca Z. Jelonka zawiera obok przytoczonej
wersji twierdzenia o zerach także inne godne uwagi rezultaty podobnego typu. Pod-
stawowym środkiem dowodowym w tej pracy jest uogólnienie pewnego klasycznego
twierdzenia Oskara Perrona pochodz ιacego z 1927 roku. Jest to z pewności ιa najle-
psze podej́scie do efektywnych twierdzeń geometrii algebraicznej.

Niniejszy artyku l pomyślany jest jako wprowadzenie do pracy [1]. Sk lada si ιe on
z trzech cz ιeści: najpierw przedstawimy twierdzenie Perrona wed lug [3], nast ιepnie
omawiamy klasyczne twierdzenie normalizacyjne E. Noether, w końcu podajemy
dowód Jelonka Efektywnego Twierdzenia Hilberta o zerach wed lug [1]. Zak ladamy,
że czytelnik posiada podstawow ιa wiedz ιe o wielomianach, rozszerzeniach cia l (sto-
pień przest ιepności) i rozszerzeniach ca lkowitych. W dowodzie korzysta si ιe również
z klasycznego twierdzenia Hilberta o zerach (por. [4] gdzie wy lożone jest to twier-
dzenie w oparciu o poj ιecie rugownika). Inne zastosowania twierdzenia Perrona
czytelnik znajdzie w [5].

2 Twierdzenie Perrona

Niech K b ιedzie dowolnym cia lem. B ιedziemy rozważać wielomiany o wspó lczynni-
kach w K. Poniższe twierdzenie pochodzi od O. Perrona ([3], Satz 57, S. 129).

Twierdzenie 2.1 Niech F1, . . . , Fn+1 ∈ K[X] b ιedzie ci ιagiem n + 1 wielomianów
dodatniego stopnia n zmiennych X = (X1, . . . , Xn). Oznaczmy degFi = di > 0
(i = 1, . . . , n+ 1). Wówczas istnieje taki niezerowy wielomian P = P (Y ) ∈ K[Y ],
n+ 1 zmiennych Y = (Y1, . . . , Yn+1), że

(a) P (F1, . . . , Fn+1) = 0,

(b) jeżeli wagaYi = di dla i = 1, . . . , n+ 1, to wagaP ≤ d1 . . . dn+1 .

Wielomian P spe lniaj ιacy warunki (a) i (b) b ιedziemy nazywać relacj ιa Perrona
pomi ιedzy wielomianami F1, . . . , Fn+1. Przypomnijmy, że jeżeli wagaYi = di (i =
1, . . . , n + 1), to waga(cY a1

1 . . . Y
an+1

n+1 ) = a1d1 + . . . + an+1dn+1 (dla c ∈ K∗) oraz
waga niezerowego wielomianu P jest z definicji równa maksimum wag wszystkich
jednomianów wyst ιepuj ιacych w P z niezerowymi wspó lczynnikami. Niech ∆ =
{(a1, . . . , an+1) ∈ Nn+1 : d1a1 + . . . + dn+1an+1 ≤ d1 . . . dn+1}. Relacja Perrona
P pomi ιedzy wielomianami F1, . . . , Fn+1 może być zapisana w postaci

P (Y1, . . . , Yn+1) =
∑

(a1,...,an+1)∈∆

ca1,...,an+1Y
a1
1 . . . Y

an+1

n+1 .
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Zauważmy, że

degP ≤
∏n+1

i=1 di

minn+1
i=1 di

≤
(
maxn+1

i=1 di
)n

.

Dowód twierdzenia Perrona przedstawiamy w kolejnym rozdziale. Zagadnienie
wyznaczenia relacji Perrona sprowadza si ιe do rozwi ιazania uk ladu równań liniowych
jednorodnych. Istotnie, rozważmy uk lad nowych zmiennych

C = (Ca1,...,an+1 : (a1, . . . , an+1) ∈ ∆) .

Niech ∆∗ = {(b1, . . . , bn) ∈ Nn : b1 + . . .+ bn ≤ d1 . . . dn+1}. Wówczas∑
(a1,...,an+1)∈∆

Ca1,...,an+1F
a1
1 . . . F

an+1

n+1 =
∑

(b1,...,bn)∈∆∗

Lb1,...,bn(C)Xb1
1 . . . Xbn

n

w pierścieniu K[C,X]. Z faktu, że wielomiany Lb1,...,bn(C) s ιa liniowe i jednorodne
wynika  latwo

W lasność 2.2 Wielomian P =
∑

(a1,...,an+1)∈∆ ca1,...,an+1Y
a1
1 . . . Y

an+1

n+1 jest re-
lacj ιa Perrona pomi ιedzy F1, . . . , Fn+1 wtedy i tylko wtedy, gdy uk lad elementów cia la
c = (ca1,...,an+1 : (a1, . . . , an+1) ∈ ∆) jest niezerowym rozwi ιazaniem jednorodnego
uk ladu równań Lb1,...,bn(C) = 0, (b1, . . . , bn) ∈ ∆∗.

W ogólności relacja Perrona nie jest określona jednoznacznie przez dany ci ιag wielo-
mianów. Jeżeli jednak wśród F1, . . . , Fn+1 wyst ιepuje n algebraicznie niezależnych
wielomianów, to wówczas istnieje dok ladnie jeden taki wielomian nierozk ladalny
P0 = P0(Y1, . . . , Yn+1) (z dok ladności ιa do czynnika w K∗), że P0(F1, . . . , Fn+1) =
0. Wtedy P0 nazywamy wielomianem minimalnym dla F1, . . . , Fn+1. Odnotujmy
prosty

Wniosek 2.3 Za lóżmy, że w ci ιagu F1, . . . , Fn+1 wyst ιepuje n algebraicznie nieza-
leżnych wielomianów. Wówczas wielomian minimalny dla F1, . . . , Fn+1 jest relacj ιa
Perrona pomi ιedzy F1, . . . , Fn+1.

Dowód. Niech P bedzie relacj ιa Perrona pomi ιedzy F1, . . . , Fn+1. Wówcas P0 dzieli
P i wagaP0 ≤ wagaP ≤ d1 . . . dn+1.

3 Dowód Twierdzenia Perrona

Niech F1, . . . , Fn bed ιa wielomianami n zmiennych X = (X1, . . . , Xn) dodatnich
stopni d1, . . . , dn o wspó lczynnikach w rozszerzeniu L cia la K.

Propozycja 3.1 Za lóżmy, że wspó lczynniki wielomianów s ιa algebraicznie nieza-
leżne nad K. Wówczas dla każdego wielomianu dodatniego stopnia G = G(X) ∈
L[X] istnieje taka rodzina wielomianów

Gr1,...,rn(Y1, . . . , Yn), 0 ≤ ri < di dla i = 1, . . . , n ,

że
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(a) G =
∑
Gr1,...,rn(F1, . . . , Fn)Xr1

1 . . . Xrn
n ,

(b) jeżeli wagaYi = di (i = 1, . . . , n), to wagaGr1,...,rn + r1 + . . .+ rn ≤ degG.

Dowód. Wystarczy sprawdzić, że dla każdego N > 0 rodzina

F a1
1 . . . F an

n Xr1
1 . . . Xrn

n ,

(0 ≤ ri < di dla i = 1, . . . , n oraz
∑n

i=1 aidi +
∑n

i=1 ri ≤ N) tworzy baz ιe liniow ιa
przestrzeni L[X]N = {G ∈ L[X] : degG ≤ N}. Dla dowolnego ci ιagu (l1, . . . , ln) ∈
Nn po lóżmy

Ql1,...,ln = F a1
1 . . . F an

n Xr1
1 . . . Xrn

n ,

gdzie ai nad ri s ιa określone warunkami li = aidi + ri, 0 ≤ ri < di. Jest jasne,
że odwzorowanie (l1, . . . , ln) → (a1, . . . , an, r1, . . . , rn) indukuje bijekcj ιe zbiorów
{(l1, . . . , ln) :

∑n
i=1 li ≤ N} i {(a1, . . . , an, r1, . . . , rn) :

∑n
i=1 aidi +

∑n
i=1 ri ≤

N and 0 ≤ ri < di dla i = 1, . . . , n}. Dlatego wystarczy pokazać, że rodzina
(Ql1,...,ln :

∑n
i=1 li ≤ N) jest baz ιa liniow ιa dla L[X]N . Wynika to z nast ιepuj ιacych

obserwacji:

1. Ql1,...,ln ∈ L[X] ma stopień
∑n

i=1 li,

2. wspó lczynniki wielomianu Ql1,...,ln leż ιa w pierścieniu R wspó lczynników wie-
lomianów F1, . . . , Fn. Jeżeli G→ Ḡ jest tak ιa specjalizacj ιa R[X] w K[X], że
F̄1 = Xd1

1 , . . . , F̄n = Xdn
n , to Q̄l1,...,ln = X l1

1 . . . X ln
n .

3. Jeżeli D jest wyznacznikiem rodziny (Ql1,...,ln :
∑n

i=1 li ≤ N) wzgl ιedem bazy

liniowej (Xk1
1 . . . Xkn

n :
∑n

i=1 ki ≤ N) przestrzeni L[X]N (w Nn rozważamy
porz ιadek leksykograficzny), wówczas D̄ ̸= 0, a wi ιec również D ̸= 0.

Propozycja 3.2 Za lóżmy, że wspó lczynniki wielomianów F1, . . . , Fn s ιa algebra-
icznie niezależne nad K. Niech d =

∏n
i=1 di. Wówczas dla każdego wielomianu

Fn+1 stopnia dn+1 > 0 istnieje wielomian P = Y d
n+1 +

∑d
i=1 Pi(Y1, . . . , Yn)Y d−i

n+1

taki, że P (F1, . . . , Fn, Fn+1) = 0 oraz wagaP ≤
∏n+1

i=1 di jeżeli wagaYi = di (i =
1, . . . , n+ 1).

Dowód. Niech M0 = 1, . . ., Md−1 = Xd1−1
1 . . . Xdn−1

n b ιedzie ci ιagiem jednomianów
Xr1

1 . . . Xrn
n , 0 ≤ ri < di (i = 1, . . . , n). Z Propozycji 3.2 istniej ιa takie wielomiany

Pij = Pij(Y1, . . . , Yn), że

(a) MiFn+1 =
∑d−1

j=0 Pij(F1, . . . , Fn)Mj dla i = 0, . . . , d− 1,

(b) jeżeli wagaYi = di (i = 1, . . . , n), to wagaPij + degMj ≤ degMi + dn+1 .

Ze wzorów Cramera otrzymujemy

(c) det(Pij(F1, . . . , Fn) − δijFn+1) = 0.
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Niech P (Y1, . . . , Yn+1) = (−1)ddet(Pij(Y1, . . . , Yn) − δijYn+1). Wówczas P =

Y d
n+1+

∑d
i=1 Pi(Y1, . . . , Yn)Y d−i

n+1 oraz P (F1, . . . , Fn, Fn+1) = 0. Niech wagaYn+1 =

dn+1. Aby oszacować wag ιe P po lóżmy P̃ij = Pij − δijYn+1. Wobec warunku

(b) mamy waga P̃ij ≤ dn+1 + deg Mi − degMj oraz waga(±P̃0,j0 . . . P̃d−1,jd−1
) ≤

(dn+1+degM0−degMj0)+ . . .+(dn+1+degMd−1−degMjd−1
) = dn+1d =

∏n+1
i=1 di

dla każdej permutacji (j0, . . . , jd−1) zbioru (0, 1, . . . , d − 1). Zatem wagaP =

waga(
∑

±P0,j0 . . . Pd−1,jd−1
) ≤

∏n+1
i=1 di.

Z Propozycji 3.2 wynika, że twierdzenie Perrona jest prawdziwe dla wielo-
mianów z algebraicznie niezależnymi wspó lczynnikami. Wynika st ιad prawdziwość
twierdzenia w dowolnym przypadku. Aby to uzasadnić, ustalmy ci ιag ca lkowitych
dodatnich d1, . . . , dn+1 i niech ∆ = {(a1, . . . , an+1) ∈ Nn+1 :

∑n+1
i=1 aidi ≤

d1 . . . dn+1}. Dla dowolnego ci ιagu wielomianów F1, . . . , Fn+1 o stopniach d1, . . . ,
dn+1 zdefiniujmy M(F1, . . . , Fn+1) jako macierz rodziny (F a1

1 . . . F
an+1

n+1 : (a1, . . . ,

an+1) ∈ ∆) wzgl ιedem bazy (Xk1
1 . . . Xkn

n :
∑n

i=1 ki ≤ d1 . . . dn+1). Twierdze-
nie Perrona jest prawdziwe dla F1, . . . , Fn+1 wtedy i tylko wtedy, gdy wielomiany
F a1
1 . . . F

an+1

n+1 stopni mniejszych lub równych
∏n+1

i=1 di s ιa liniowo niezależne, co jest
równoważne warunkowi rz ιadM(F1, . . . , Fn+1) < card ∆.

Jeżeli F1 . . . , Fn+1 s ιa wielomianami o algerbraicznie niezależnych wspó lczynni-
kach, to na mocy Propozycji 3.2 rz ιadM(F1, . . . , Fn+1) < card ∆. Rozważmy spec-
jalizacje F̄1, . . . , F̄n+1 wielomianów F1, . . . , Fn+1. Wówczas M(F̄1, . . . , F̄n+1) =
M(F1, . . . , Fn+1), sk ιad rz ιadM(F̄1, . . . , F̄n+1) < card ∆, co dowodzi twiedzenia
Perrona dla F̄1, . . . , F̄n+1.

4 Twierdzenie normalizacyjne E. Noether

Zak ladamy, że K jest cia lem nieskończonym. Dowód podanego niżej (dobrze
znanego) lematu pozostawiamy Czytelnikowi.

Lemat 4.1 Niech P = P (X), X = (X1, . . . , Xn) b ιedzie wielomianem stopnia
N > 0 o wspó lczynnikach w nieskończonym ciele K. Wtedy istniej ιa elementy
a1, . . . , an−1 ∈ K takie, że P (X1 + a1Xn, . . . , Xn−1 + an−1Xn, Xn) = cXN

n + . . .
(jednomiany stopnia< N wzgl ιedem Xn) dla pewnego c ̸= 0.

Możemy teraz podać dowód twierdzenia normalizacyjnego w postaci niezb ιednej dla
naszych celów.

Twierdzenie 4.2 Niech A = K[x1, . . . , xn] b ιedzie skończenie generowan ιa K-
algebr ιa. Wtedy istniej ιa sta le cij ∈ K, 1 ≤ i < j ≤ n, i = 1, . . . , d, d ≤ n
takie, że elementy

y1 = x1 + c12x2+ . . . . . .+ c1nxn
y2 = x2 + . . . . . .+ c2nxn
. . .
yd = xd + . . .+ cdnxn

maj ιa nast ιepuj ιace w lasności:

1. y1, . . . , yd s ιa algebraicznie niezależne nad K,
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2. Rozszerzenie A ⊃ K[y1, . . . , yd] jest rozszerzeniem ca lkowitym.

Jeżeli A jest dziedzin ιa, to liczba d jest stopniem przest ιepności cia la u lamków A
nad cia lem K.

Dowód (indukcja wzgl ιedem liczby n generatorów algebry A).
Gdy n = 1 twierdzenie jest oczywiste. Za lóżmy wi ιec, że n > 1 i że twierdzenie
jest prawdziwe dla algebr generowanych przez n − 1 elementów. Rozważmy al-
gebr ιe A = K[x1, . . . , xn]. Gdy x1, . . . , xn s ιa algebraicznie niezależne and K, to
wystarczy przyj ιać d = n oraz yi = xi dla i = 1, . . . , d. Za lóżmy zatem, że ele-
menty x1, . . . , xn s ιa algebraicznie zależne nad K. Stosuj ιac lemat stwierdzamy, że
istniej ιa sta le a1, . . . , an−1 ∈ K takie, że A ⊃ K[x̃1, . . . , x̃n−1], gdzie x̃i = xi + aixn
dla i = 1, . . . , n − 1, jest rozszerzeniem ca lkowitym. Jeżeli x̃i s ιa algebraicznie
niezależne, to przyjmujemy d = n − 1 oraz yi = x̃i dla i = 1, . . . , n − 1. Jeżeli
x̃i s ιa algebraicznie zależne, to stosujemy za lożenie indukcyjne do algebry Ã =
K[x̃1, . . . , x̃n−1]. Istniej ιa wi ιec elementy yi = x̃i + ci,i+1x̃i+1 + . . . + ci,n−1x̃n−1

(i = 1, . . . , d) algebraicznie niezależne takie, że Ã jest rozszerzeniem ca lkowitym
K[y1, . . . , yd]. Na mocy tranzytywności rozszerzeń ca lkowitych również A jest
rozszerzeniem ca lkowitym K[y1, . . . , yd]. Wystarczy teraz zauważyć, że yi = xi +
ci1xi+1 + . . .+ cinxn dla i = 1, . . . , d, gdzie cin = ai + . . .+ an. Na koniec za lóżmy,
że A jest dziedzin ιa i niech L b ιedzie cia lem u lamków dziedziny A. Zatem L jest
rozszerzeniem algebraicznym cia la K(y1, . . . , yd) izomorficznego z cia lem funkcji
wymiernych d zmiennych. Wynika st ιad, że stopień przest ιepności L nad K jest
równy d.

5 Dowód efektywnego twierdzenia o zerach

Dowód (Z. Jelonek). Możemy przyj ιać, że k ≤ n, bo każdy wielomian n zmiennych
można uważać za wielomian wi ιekszej liczby zmiennych. Za lóżmy, że d1 ≥ . . . ≥ dk
oraz po lóżmy dk+1 = . . . = dn+1 = 1. Niech Z b ιedzie now ιa zmienn ιa. Korzystaj ιac
z klasycznego twierdzenia o zerach sprawdzamy, że K[ZF1, . . . , ZFk, X] = K[X,Z].
Istotnie, z warunku 1 = A1F1 + . . .+AkFk wynika Z = A1(ZF1)+ . . .+Ak(ZFk) ∈
K[ZF1, . . . , ZFn, X]. Z twierdzenia normalizacyjnego zastosowanego do algebry
wielomianów K[X,Z] i jej generatorów ZF1, . . . , ZFk, X otrzymujemy takie sta le
cij ∈ K, że

(α) wielomiany

ψ1 =ZF1 + c12ZF2 + . . .+ c1kZFk + c1,k+1X1 + . . . . . .+ c1,k+nXn
ψ2 = ZF2 + . . .+ c2kZFk + c2,k+1X1 + . . . . . .+ c2,k+nXn
. . .
ψk = ZFk + ck,k+1X1 + . . . . . .+ ck,k+nXn
ψk+1 = X1 + . . . . . .+ ck+1,k+nXn
. . .
ψn+1= Xn−k+1 + . . .+ cn+1,k+nXn

s ιa algebraicznie niezależne.
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(β) Rozszerzenie K[X,Z] ⊃ K[ψ1, . . . , ψn+1] jest ca lkowite.

Oznaczmy dla skrócenia notacji F ∗
1 = F1 + c12F2 + . . .+ c1kFk, F ∗

2 = F2 + c23F3 +
. . .+ c1kFk, . . .,F ∗

k = Fk oraz Li = ci,k+1X1 + . . .+ ci,k+nXn dla i = 1, . . . , k oraz
Li = ψi dla i > k. Wówczas ψ1 = ZF ∗

1 + L1, . . ., ψk = ZF ∗
k + Lk, ψk+1 = Lk+1,

. . ., ψk+n = Lk+n. Wystarczy wykazać prawdziwości twierdzenia dla uk ladu F ∗
1 =

. . . = F ∗
k = 0.

Rozważmy wielomiany ψ1, . . . , ψn+1 jako elementy pierścienia K(Z)[X]. Na
mocy Twierdzenia 2.1 istnieje relacja Perrona P̃ (T1, . . . , Tn+1) pomi ιedzy ψ1, . . . ,
ψn+1. Jest to wielomian o wspó lczynnikach w K(Z) spe lniaj ιacy warunek waga P̃ ≤
d1 . . . dn+1, gdy wagaTi = di dla i = 1, . . . , n + 1. Mnoż ιac wielomian P̃ przez
wspólny mianownik wspó lczynników możemy za lożyć, że P̃ ∈ K[Z][T1, . . . , Tn+1].

Niech P (T1, . . . , Tn+1, Tn+2) ∈ K[T1, . . . , Tn+2] b ιedzie wielomianem minimal-
nym dla ψ1, . . . , ψn+1 i ψn+2 = Z. Oczywíscie P dzieli wielomian P̃ , a wi ιec
P (T1, . . . , Tn+1, Z) jest relacj ιa Perrona (wagaTi = di dla i = 1, . . . , n + 1) po-
mi ιedzy wielomianami ψ1, . . . , ψn+1 ∈ K(Z)[X]. Z drugiej strony wielomian
P (T1, . . . , Tn+2) jest moniczny wzgl ιedem Tn+2, gdyż ψn+2 jest ca lkowity nad
K[ψ1, . . . , ψn+1]. Mamy

P = TN
n+2 + P1(T1, . . . , Tn+1)TN−1

n+2 + . . .+ PN (T1, . . . , Tn+1) ,

zatem

(1) ZN + P1(ψ1, . . . , ψn+1)ZN−1 + . . .+ PN (ψ1, . . . , ψn+1) = 0,

(2) Pν(ψ1, . . . , ψn+1) jest K−liniow ιa kombinacj ιa wielomianów ψα1
1 . . . ψ

αn+1

n+1 ,∑
αidi ≤ d1 . . . dn.

Niech [Q]ν oznacza wspó lczynnik przy Zν wielomianu Q. Z (1) otrzymujemy

(3) 1 + [P1(ψ1, . . . , ψn+1)]1 + . . .+ [PN (ψ1, . . . , ψn+1)]N = 0.

Z (2) mamy

(4) [Pν(ψ1, . . . , ψn+1)]ν jest kombinacj ιa liniow ιa [ψα1
1 , . . . , ψ

αn+1

n+1 ]ν ,
∑
αidi ≤

d1 . . . dk.

Z drugiej strony  latwo obliczamy, że

(5) [ψα1
1 , . . . , ψ

αn+1

n+1 ]ν =
∑

i1+...+ik=ν

(
α1
i1

)
. . .

(
αk
ik

)
(F ∗

1 )
i1 . . . (F ∗

k )
ikLα1−i1

1 . . . L
αk−ik
k

. . . L
αn+1

n+1 .

Mamy (dla ustalonych α1, . . . , αn+1,
∑
αidi ≤ d1 . . . dk):

deg(F ∗
1 )i1 . . . (F ∗

k )ikLα1−i1
1 . . . Lαk−ik

k L
αk+1

k+1 . . . Lαn+1
n

≤i1d1 + . . .+ ikdk + (α1 − i1)d1 + . . .+ (αk − ik)dk + αk+1 + . . .+ αn+1

≤d1 . . . dk .
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Z (4) i (5) wynika, że relacja (3) może być zapisana w postaci

1 +
∑

i1+...+ik>0

Hi1...ik(F ∗
1 )i1 . . . (F ∗

k )ik = 0, Hi1...ik ∈ K[X]

oraz deg
(
Hi1...ik(F ∗

1 )i1 . . . (F ∗
k )ik

)
≤ d1 . . . dk. St ιad  latwo otrzymujemy szukan ιa

tożsamość Bezouta.

Uwaga. Udowodnione twierdzenie jest optymalne, gdy k ≤ n. Gdy k > n,
oszacowanie dla stopni wspó lczynników można wzmocnić [1], [2].
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Effective Hilbert’s Nullstellensatz after Z. Jelonek

In the paper we present Z. Jelonek’s proof of the effective Nullstellensatz based on
Perron’s theorem on algebraic dependence of polynomials.
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