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1 Wstep

Bedziemy rozwazali wielomiany o wspétczynnikach w ciele algebraicznie domknig-
tym K. Jezeli F; € K[X],i = 1,...,k jest ciggiem wielomianéw zmiennych X =
(Xq,...,X,) takim, ze ukltad réwnann F; = ... = F;, = 0 nie ma rozwigzania
w K" to na mocy klasycznego twierdzenia Hilberta o zerach istnieja wielomiany
A; e K[X],i=1,...,k takie, ze zachodzi “tozsamos$¢ Bezouta”

A1F1++Aka:1WK[X]

W roku 1988 Janos Kollar [2] udowodnil nastepujace

Efektywne Twierdzenie Hilberta o Zerach
Jesli uktad réwnan wielomianowych F} = ... = Fj, = 0 nie ma rozwigzan w K" to
istniejg wielomiany Ay, ..., Ax takie, ze

1. A Fy + +Aka =1w K[X],
2. deg(A;F;) < (degFy)...(deg Fy) dlai=1,... k.
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Kollar udowodnit powyzsze twierdzenie stosujgc wyrafinowane metody wspdlczes-
nej geometrii algebraicznej przy zalozeniu, ze deg F; > 2 dlai = 1,... k. Ostat-
nio Zbigniew Jelonek [1] uzywajac elementarnych srodkéw algebraicznych podat
dowdd Efektywnego Twierdzenia Hilberta o zerach bez dodatkowych zalozen o
stopniach wielomianéw F; oraz uogdlnit to twierdzenie na przypadek funkcji regu-
larnych na zbiorach algebraicznych. Praca Z. Jelonka zawiera obok przytoczonej
wersji twierdzenia o zerach takze inne godne uwagi rezultaty podobnego typu. Pod-
stawowym srodkiem dowodowym w tej pracy jest uogdlnienie pewnego klasycznego
twierdzenia Oskara Perrona pochodzacego z 1927 roku. Jest to z pewnoscia najle-
psze podejscie do efektywnych twierdzen geometrii algebraicznej.

Niniejszy artykul pomyslany jest jako wprowadzenie do pracy [1]. Sktada sig on
z trzech czedci: najpierw przedstawimy twierdzenie Perrona wedtug [3], nastepnie
omawiamy klasyczne twierdzenie normalizacyjne E. Noether, w koncu podajemy
dowdd Jelonka Efektywnego Twierdzenia Hilberta o zerach wedtug [1]. Zakladamy,
ze czytelnik posiada podstawowsg wiedzg o wielomianach, rozszerzeniach cial (sto-
pient przestepnosci) i rozszerzeniach catkowitych. W dowodzie korzysta sig réwniez
z klasycznego twierdzenia Hilberta o zerach (por. [4] gdzie wylozone jest to twier-
dzenie w oparciu o pojecie rugownika). Inne zastosowania twierdzenia Perrona
czytelnik znajdzie w [5].

2 Twierdzenie Perrona

Niech K bedzie dowolnym cialem. Bedziemy rozwazaé¢ wielomiany o wspdlczynni-
kach w K. Ponizsze twierdzenie pochodzi od O. Perrona ([3], Satz 57, S. 129).

Twierdzenie 2.1 Niech Fy,...,F,1 € K[X] bedzie ciggiem n + 1 wielomiandw
dodatniego stopnia n zmiennych X = (X1,...,Xp). Oznaczmy degF; = d; > 0
(i=1,...,n+1). Wowczas istnieje taki niezerowy wielomian P = P(Y') € K[Y],
n+1 zmiennych Y = (Y1,...,Y,41), Ze

(a) P(Fl,...,Fn+1> :O,
(b) jezeliwagaY; =d; dlai=1,...,n+1, to wagaP <dj...dpy1 -

Wielomian P speliajacy warunki (a) i (b) bedziemy nazywaé relacja Perrona
pomigdzy wielomianami Fy, ..., F,1;. Przypomnijmy, ze jezeli wagaY; = d; (i =
1...,n+1), to waga(cY{" ... Y1) = ardy + ... + apq1dpyr (dla ¢ € K*) oraz
waga niezerowego wielomianu P jest z definicji rowna maksimum wag wszystkich
jednomianéw wystepujacych w P z niezerowymi wspélczynnikami. Niech A =

{(a1,...,any1) € N"TL: dyay + ...+ dpi1ans1 < dy...dpi1}. Relacja Perrona
P pomigdzy wielomianami Fy, ..., Fj, ;1 moze by¢ zapisana w postaci
P(Y1,...,Yyiq) = S Caran Y Y

(CL] a-<~7an+1)eA
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Zauwazmy, ze

d P< H?:Jrll i < n+1d n

eg < Tld <S (maxizl Z) .

Dowdéd twierdzenia Perrona przedstawiamy w kolejnym rozdziale. Zagadnienie
wyznaczenia relacji Perrona sprowadza sie do rozwigzania ukladu réwnan liniowych
jednorodnych. Istotnie, rozwazmy uklad nowych zmiennych

C:(Cal ,,,,, ni1 (a17...,an+1)€A).
Niech A* = {(by,...,bp) EN": by + ...+ b, <dy...dpy1}. Wowczas

a1 Ant1 b1 b
E Corrana F1 - BT = E Ly, 5, (C) X X
(a1,...,any1)EA (b1,..,bn)EA*

w pierscieniu K[C, X]. Z faktu, ze wielomiany Ly, .. 5, (C) sa liniowe i jednorodne

wynika tatwo
Wiasnosé 2.2 Wielomian P = 37, . caCarania Y1 LY jest re-

lacjq Perrona pomiedzy F1, ..., Fy, 11 wtedy i tylko wtedy, gdy uktad elementow ciata
¢ = (Car,anss  (a1,...,an41) € A) jest niezerowym rozwigzaniem jednorodnego
uktadu réwnan Ly, . . (C) =0, (b1,...,b,) € A*.

W ogoélnosci relacja Perrona nie jest okreslona jednoznacznie przez dany ciag wielo-
miandéw. Jezeli jednak wéréd Fi,. .., F,+1 wystepuje n algebraicznie niezaleznych
wielomianéw, to wéwczas istnieje dokladnie jeden taki wielomian nierozktadalny
Py = Py(Y1,...,Yn41) (z doktadnoscia do czynnika w K*), ze Py(Fi,...,Fhy1) =

0. Wtedy Py nazywamy wielomianem minimalnym dla Fy, ..., Fj,11. Odnotujmy
prosty

Whiosek 2.3 Zaloimy, ze w ciggu Fi,..., Fh,41 wystepuje n algebraicznie nieza-
leznych wielomiandw. Wowczas wielomian minimalny dla F1, . .., F,11 jest relacjq
Perrona pomiedzy Fy, ..., Fpi1.

Dowdéd. Niech P bedzie relacja Perrona pomiedzy Fi, ..., Fy,+1. Woéwcas Py dzieli
PiwagaPy <wagaP <dj...dp41-

3 Dowdd Twierdzenia Perrona

Niech Fi,...,F, beda wielomianami n zmiennych X = (Xi,...,X,) dodatnich
stopni dy,...,d, o wspélczynnikach w rozszerzeniu L ciala K.

Propozycja 3.1 Zaléimy, Ze wspotczynniki wielomiandw sq algebraicznie nieza-
lezne nad K. Wowczas dla kazdego wielomianu dodatniego stopnia G = G(X) €
L[X] istnieje taka rodzina wielomiandw

GT17'~~7T'7L(Y3~?"'?YR)7 0<r<d; dlai=1,...,n,

ze
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(a) G=> Gy, . .p, (Fr,.. ., E) Xt X,

(b) jezeliwagaY; =d; (i=1,...,n), to wagaGy, ., +711+...+ 1, <degG.

.....

Dowdéd. Wystarczy sprawdzié, ze dla kazdego N > 0 rodzina
F o F X X

0<ri<d;dlai=1,...,noraz > . a;d; + ;7 < N) tworzy bazg liniowa
przestrzeni L[ X|y = {G € L[X]: degG < N}. Dla dowolnego ciggu (l1,...,1l,) €
N" potézmy

Q.1 =F" . Frm Xt X
gdzie a; nad r; sg okreslone warunkami l; = a;d; + r;, 0 < r; < d;. Jest jasne,

ze odwzorowanie (l1,...,l,) — (a1,...,Gn,71,...,7,) indukuje bijekcje zbioréw
{0 l) s i L S NYi{(ar, . san,r1y..oymn) 0 Doy aidi + > 1 <
Nand0 < r; < d;dlai = 1,...,n}. Dlatego wystarczy pokazaé, ze rodzina
(Quy,tn t Yoiey li < N) jest baza liniowa dla L[X]y. Wynika to z nastepujacych
obserwagcji:

1. Qu,...1, € L[X] ma stopieri > . ;,

2. wsp6lczynniki wielomianu @y, .1, lezg w pierscieniu R wspétezynnikéw wie-
lomianéw F1, ..., Fy,. Jezeli G — G jest taka specjalizacja R[X] w K[X], ze
Fr=X"  Fy=X5t0Q, 1, =X Xk

3. Jezeli D jest wyznacznikiem rodziny (Q,... 1, : >y li < N) wzgledem bazy
liniowej (X' ... Xk . "k < N) przestrzeni L[X]y (w N” rozwazamy
porzadek leksykograficzny), wéwczas D # 0, a wigc réwniez D # 0.

Propozycja 3.2 Zalézmy, ze wspdltczynniki wielomianow Fiy, ..., F, sq algebra-
icznie niezaleine nad K. Niech d = [[;_, d;. Wowczas dla kazdego wielomianu
F, 11 stopnia dpy1 > 0 istnieje wielomian P = Ynd+1 + Z?:l P(Yy,.. .,Yn)Y,fl;f
taki, ze P(Fy,..., By, Fry1) = 0 oraz waga P < H?jll d; jezeli wagaY; = d; (i =
1,...,n+1).

Dowdd. Niech Mo =1, ..., Myg_1 = Xflfl . Xf,f"_l bedzie ciagiem jednomianéw
X' X, 0<r; <d; (i=1,...,n). Z Propozycji 3.2 istniejg takie wielomiany

n

P,; =P,;Y1,...,Y,), ze

(@) M;Foyr =Yg Py(F1,...,F)M; dlai=0,....d—1,

(b) jezeli wagaY; =d; (i =1,...,n), to waga P;; + deg M; < deg M; + dy 41 .
Ze wzoréow Cramera otrzymujemy

(C) det(Pij (Fl, ey Fn) — (57;an+1) =0.
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Niech P(Yl, ey Yn+1) = (—1)ddet(Pij(Y1, . ,Yn) — 6inn+1)- Wowczas P =
Vi 4+ Pi(Ya, ..., Y)Y oraz P(Fy, ..., Fy, Fuy1) = 0. Niech waga Yy, 41 =
dnt1. Aby oszacowaé wage P poldzmy ﬁij = P;; — 0ijYn+1. Wobec warunku
(b) mamy waga 15”- < dny1 + deg M; — deg M; oraz W&g&(:ﬁ:]%do .. pdfl,jdfl) <
(dp+1-+deg Mo—deg My )+ ... +(dpi1-+deg My_1—deg Mj, ) = dyp1d = [[1H d;
dla kazdej permutacji (jo,...,Jjq—1) zbioru (0,1,...,d — 1). Zatem wagaP =
waga( +Pojo - Pac1,,) < [1127 di.

Z Propozycji 3.2 wynika, ze twierdzenie Perrona jest prawdziwe dla wielo-
miandéw z algebraicznie niezaleznymi wspdlczynnikami. Wynika stad prawdziwoscé
twierdzenia w dowolnym przypadku. Aby to uzasadnié, ustalmy cigg catkowitych
dodatnich dy,...,d,41 i niech A = {(a,...,a,41) € N Z?:ll a;d; <
dy...dny1}. Dla dowolnego ciggu wielomianéw Fi,..., F, 41 o stopniach dy, ...,
dpt1 zdefiniujmy M (Fy, ..., F,41) jako macierz rodziny (Fy"* .. Fg_ﬁl 2 (agy. .,
ant1) € A) wazgledem bazy (X7'... Xk o Sk < dy...dpy1). Twierdze-
nie Perrona jest prawdziwe dla Fi, ..., F, 11 wtedy i tylko wtedy, gdy wielomiany
F .. F7i stopni mniejszych lub réwnych 172 di sa liniowo niezalezne, co jest
réwnowazne warunkowi rzad M (Fy, ..., Fyq1) < card A.

Jezeli Fy ..., Fy,+1 sg wielomianami o algerbraicznie niezaleznych wspdélczynni-
kach, to na mocy Propozycji 3.2 rzad M (F1,..., F,,+1) < card A. Rozwazmy spec-
jalizacje Fi,..., F,11 wielomianéw Fy,..., F,i 1. Woéwezas M(Fy, ..., F,1) =
M(Fy,...,Fyy1), skad rzad M(Fy,...,F,y1) < cardA, co dowodzi twiedzenia
Perrona dla F, ..., Fy 1.

4 Twierdzenie normalizacyjne E. Noether

Zakladamy, ze K jest cialem nieskoriczonym. Dowdd podanego nizej (dobrze
znanego) lematu pozostawiamy Czytelnikowi.

Lemat 4.1 Niech P = P(X), X = (X1,...,X,) bedzie wielomianem stopnia
N > 0 o wspdtczynnikach w nieskonczonym ciele K. Wtedy istniejq elementy
ai,...,an_1 € K takie, ze P(X1 + a1 Xy, ..., Xpn_1 + an_1Xn, X)) = XV + ...
(jednomiany stopnia< N wzglegdem X,,) dla pewnego ¢ # 0.

Mozemy teraz poda¢ dowdd twierdzenia normalizacyjnego w postaci niezbgdnej dla
naszych celéw.

Twierdzenie 4.2 Niech A = Klz1,...,2,] bedzie skoriczenie generowang K-
algebrq. Wtedy istniejq state ¢;; € K, 1 < i < j <n,i=1,...,d,d <n
takie, ze elementy

Y1 = T1+ Ci2Z2+ ... ...+ CipTp
Yo = To + ... ...+ Conxy
Yd = Tg+ ...+ CinTn

majq nastepujgcee wlasnosci:

1. y1,...,Yd sq algebraicznie niezaleine nad K,
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2. Rozszerzenie A D Ky1,...,yq] jest rozszerzeniem catkowitym.

Jezeli A jest dziedzing, to liczba d jest stopmiem przestepnosci ciata utamkow A
nad ciatem K.

Dowéd (indukcja wzgledem liczby n generatoréw algebry A).

Gdy n = 1 twierdzenie jest oczywiste. Zalézmy wiec, ze n > 1 i ze twierdzenie
jest prawdziwe dla algebr generowanych przez n — 1 elementéw. Rozwazmy al-
gebre A = K|z1,...,2,]. Gdy x1,...,2, sg algebraicznie niezalezne and K, to
wystarczy przyja¢ d = n oraz y; = x; dla ¢ = 1,...,d. Zalézmy zatem, ze ele-
menty z1,...,T, sa algebraicznie zalezne nad K. Stosujac lemat stwierdzamy, ze
istniejg stale aq,...,a,—1 € K takie, ze A D K[Z1,...,Tn_1], gdzie &; = x; + a;x,
dla ¢ = 1,...,n — 1, jest rozszerzeniem calkowitym. Jezeli Z; sa algebraicznie
niezalezne, to przyjmujemy d = n — 1 oraz y; = 2; dlai = 1,...,n — 1. Jezeli
#; sy algebraicznie zalezne, to stosujemy zalozenie indukcyjne do algebry A =
K[i‘h PN ,If?n_l]. Istniej@ WIQC elementy Yi = fl + 01‘7,;_;,_1.’,%1‘_;'_1 + ..+ Ci,n—lj}n—l
(i = 1,...,d) algebraicznie niezalezne takie, ze A jest rozszerzeniem catkowitym
Klyi,...,yq)- Na mocy tranzytywnosci rozszerzeni calkowitych réwniez A jest
rozszerzeniem catkowitym K[yi, ..., yq]. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze y; = x; +
ci1Tit1+ ...+ cinxy, dlai =1,...,d, gdzie ¢;, = a; + ...+ a,. Na koniec zalézmy,
ze A jest dziedzing i niech L bedzie cialem ulamkéw dziedziny A. Zatem L jest
rozszerzeniem algebraicznym ciata K(y1,...,yq) izomorficznego z cialem funkcji
wymiernych d zmiennych. Wynika stad, ze stopien przestgpnosci L nad K jest
réwny d.

5 Dowdd efektywnego twierdzenia o zerach

Dowd6d (Z. Jelonek). Mozemy przyjaé, ze k < n, bo kazdy wielomian n zmiennych
mozna uwazaé za wielomian wiekszej liczby zmiennych. Zalézmy, ze d; > ... > dy
oraz polézmy di+1 = ... = dp+1 = 1. Niech Z bedzie nowa zmienna. Korzystajac
z klasycznego twierdzenia o zerach sprawdzamy, ze K[ZFy, ..., ZF,, X] = K[ X, Z].
Istotnie, z warunku 1 = A1 Fy +. ..+ Ap Fy, wynika Z = A1 (ZFy)+.. .+ Ap(ZF) €

K[ZFy,...,ZF,,X]. Z twierdzenia normalizacyjnego zastosowanego do algebry
wielomianéw K[X, Z] i jej generatoréw ZF1,..., ZFy, X otrzymujemy takie stale
Cij € K, ze

(o) wielomiany

v =ZF +co s+ ...+ lF + Cl,k+1X1 + .o + Cl,k—i—an
Pg = ZEF5 + ...+ o ZF + Cg,k+1X1 + ... + CQJH,an
v = ZFy + Ck7k+1X1 + + Ck,k—i—an
wk—‘rl - X1 4+ + Ck+17k+an
w'nrl»l = Xn7k+1 + ...+ C'n+1,k+an

sa algebraicznie niezalezne.
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(8) Rozszerzenie K[X,Z] D K1, ..., ¥nt1] jest catkowite.

Oznaczmy dla skrécenia notacji Ff' = Fy + cioFo + ...+ c15Fk, F5 = Fo+ co3Fs +
cootewly, . JFf=Fyoraz Ly = ¢ 1 X1+ ...+ CipgnXn dlai=1,... Kk oraz
L; =+; dlat > k. Wéwczas Y1 = ZF) + Ly, ..., Y = ZF} + L, Y41 = L1,
ooy Wktn = Lptn. Wystarczy wykaza¢ prawdziwosci twierdzenia dla ukladu F} =

.=Fr=0.
Rozwazmy wielomiany 11, ...,%,11 jako elementy piericienia K(Z)[X]. Na
mocy Twierdzenia 2.1 istnieje relacja Perrona P(Ty,...,T,y1) pomigdzy t1,...,

Yp+1. Jest to wielomian o wspéltezynnikach w K(Z) speliajacy warunek waga P <
dy...dps1, gdy wagaT; = d; dlai = 1,...,n 4+ 1. Mnozac wielomian P przez
wspdlny mianownik wspélezynnikéw mozemy zatozyé, ze P € K[Z][Ty, ..., Tpi1].

Niech P(T4,...,Tht1,Thi2) € K[T1,...,Thi2] bedzie wielomianem minimal-
nym dla ¥1,..., %41 1 Ynye = Z. Oczywiscie P dzieli wielomian P, a wiec
P(Ty,...,Tht1,7) jest relacja Perrona (wagaT; = d; dlai = 1,...,n 4+ 1) po-
migdzy wielomianami ¥q,...,¢,4+1 € K(Z)[X]. Z drugiej strony wielomian
P(Ty,...,Th42) jest moniczny wzgledem T,,42, gdyz t,42 jest calkowity nad
K[wla s 7¢n+1]- Mamy

P=TN o+ P(Th,....Tos))TNS + ...+ Pn(Th, ..., Trga)

zatem
(1) Z¥ + PL(1, - o) ZV T P (Y1, Yng) =0,
(2) Py(¢1,...,¢ns1) jest K—liniowg kombinacjg wielomianéw " ... ¢, "01",

Said; <dj...dy.
Niech [Q], oznacza wspélezynnik przy Z” wielomianu Q. Z (1) otrzymujemy
(3) 1+ [Pi(¥1,. s Yng)t + oo+ [PN (1,0 1)y = 0.
Z (2) mamy

(4) [P,(¢1,...,¥n+1)]y jest kombinacja liniows [¢77, ... ¢ ], Y asd; <
dy .. .dg.

Z drugiej strony tatwo obliczamy, ze

(5) Wit = > (9

i1+ i =v

(SR) () (F) LS T LR T L

Mamy (dla ustalonych aq, ..., ant1, >, aid; < dj...dg):

deg(Fy)™ .. (Fp) Lyt Ly LA Lot
<iydy+ ... Fipdp + (1 —i1)dy + ..o+ (g —ig)dg + Qg1 + - .-+ apt

<dy...dy .
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Z (4) i (5) wynika, ze relacja (3) moze by¢ zapisana w postaci

L+ S Hy o (B (F)* =0, Hy o € K[X]
i1+... 4+ >0

oraz deg (Hil‘..ik (Fp)i ... (F,;")zk) < dy...d;. Stad latwo otrzymujemy szukana,
tozsamosé Bezouta.

Uwaga. Udowodnione twierdzenie jest optymalne, gdy £k < n. Gdy k£ > n,
oszacowanie dla stopni wspélczynnikéw mozna wzmocnié [1], [2].
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