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O KLASACH EKWISINGULARNOSCI

OSOBLIWOSCI KRZYWYCH PLASKICH
WYZNACZONYCH PRZEZ
JAKOBIANOWY WIELOKAT NEWTONA

Andrzej Lenarcik (Kielce)

Dla kietka zespolonej krzywej plaskiej z osobliwoscia izolowana rozwazamy (gene-
ryczny) jakobianowy wielokat Newtona wprowadzony przez B. Teissiera. E. Garcia-
Barroso oraz J. Gwozdziewicz pokazali, ze na podstawie jakobianowego wielokata
Newtona mozna rozpoznaé, ze osobliwosé jest gatezia. Wtedy mozliwe tez jest okre-
Slenie typu osobliwosci galezi (Merle). Anonsujemy analogiczny rezultat dla niekt6-
rych osobliwosci zlozonych z wielu gatezi. Osobliwosci te nazywamy miottami.

Niech f € C{X,Y} bedzie niezerowym szeregiem bez stalego wyrazu definiu-
jacym kietek f = 0 w otoczeniu 0 € C2. Zakladamy, ze f = 0 ma osobli-
wo$¢ izolowana w zerze. Zdefiniujmy (generyczny) jakobianowy wielokat Newtona
dla f. Za B. Teissierem rozwazamy krzywa polarna a(9f/0X) + b(0f/0y) od-
powiadajaca generycznemu kierunkowi (a : b) € P!(C) oraz rozklad tej krzywej



24

a(0f/0X)+b(df/0y) = hy ... h, na czynniki nierozktadalne w C{X,Y}. Definiu-

jemy zbiér niezmiennikéw polarnych

_ <f7h)0 .
Q(f)—{ordzj.j—l,...,u} ,

gdzie ( , )o jest krotnoscia przecigcia. Kazdemy ¢ € Q(f) odpowiada zbiér in-
dekséw J, zlozony z j € {1,...,u}, dla ktérych (f, h;)o/ordh; = q. Wéwczas
my = ZjeJq ord h; jest krotnoscia ilorazu polarnego q. Mamy Y mg = ord f — 1
oraz »_ mgq = po(f)+ord f —1, gdzie po(f) jest liczba Milnora. Informacje o nie-
zmiennikach polarnych i ich krotnosciach przedstawiamy za Teissier’em w postaci
jakobianowego wielokata Newtona vy(f).

(0,ordf — 1)
vy(f)

(o(f)+ordf — 1,0)

Jest to nieograniczony wielokat wypukly lezacy w pierwszej ¢éwiartce. Od do-
lu ogranicza go tamana laczaca punkt (ord f — 1,0) na osi pionowej z punktem
(o(f) +ord f —1,0) na osi poziomej. Parami nier6wnoleglym odcinkom lamanej
odpowiadaja rézne niezmienniki polarne. Dlugoé¢ rzutu odcinka odpowiadajace-
go danemu niezmiennikowi na os§ pionowa jest krotnoscia tego niezmiennika, zas
dlugo$é rzutu na o$ pozioma jest réwna iloczynowi wartosci niezmiennika i jego
krotnosei. Teissier [T1, T2] pokazal, ze vy(f) nie zalezy od wyboru dostatecznie
generycznego kierunku krzywej polarnej (w ogéniejszym przypadku dla osobliwosci
hiperpowierzchni).

Ekwisingularno$¢ kietkéw i niezmienniki ekwisingularnosci
Kietek h = 0 nazywamy galezia jezeli szereg h € C{X,Y} jest nierozkladalny
(nazwa galaz uzywana jest tez do szeregu). Definiujemy pélgrupe galtezi

I'(h) = {(h,9)o: g € C{X,Y}, h nie dzieli g} CN.

Mamy I'(h) = N wtedy i tylko wtedy, gdy h jest galezia gladka (ord h = 1). Jakobia-
nowy wielokat Newtona galezi w terminach pélgrupy opisal Merle [M]. Dwa kietki
f =01g = 0 nazywamy ekwisingularnymi, jesli istnieja rozktady f = fi ... f, oraz
g = ¢1...9s na galezie w C{X,Y} takie, ze r = s, I'(f;) = [(¢g;) dlai =1,...,r
oraz (fi, fj)o = (9i,9;5)0 dla i, =1,...,r. Relacja ekwisingularnoéci definiuje kla-
sy w zbiorze kietkow. Funkcje stale na tych klasach nazywamy niezmiennikami
ekwisingularnosci. Z cytowanych prac Teissiera wynika, ze vz(f) jest niezmienni-
kiem ekwisingularnosci. Podczas jednego z seminariéw Kielecko-f.6dzkich A. Ploski
zadal pytanie, ktore niezmienniki ekwisingularnosci moga by¢ rozpoznane na pod-
stawie vy(f) (w szczegblnosci pytanie dotyczylo liczby galezi)? Do pozytywnych
przykladéw opréez oczywistych ord f i po(f) naleza takze wyktadnik Fojasiewicza
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£o(f) [T1], zwigzany z maksymalnym niezmiennikiem polarnym, oraz wyktadnik
maksymalnego kontaktu Hironaki §(f) ([LMP]), zwiazany z minimalnym ilorazem
polarnym. W tej ostatniej pracy powiazano tez liczbe stycznych ¢(f) z krotnoscia
ord f jako ilorazu polarnego. Przyklad, ze liczba galezi nie moze by¢ odczytana na
podstawie jakobianowego wielokata Newtona podany jest w [L1].

Wspomniany przyklad byl inspiracja dla autoréw pracy [GB-G], ktérzy po-
kazali, ze chociaz nie mozna rozpoznaé liczby galezi na podstawie jakobianowego
wielokata Newtona, to jednak mozna rozpoznaé, ze galaz jest jedna. Stosujac wtedy
wynik Merla mozna okresli¢ klase ekwisingularnosci kietka.

DEFINICJA (*). Méwimy, ze klasa ekwisingularnosci kietka f = 0 jest wyznaczona
przez jakobianowy wielokat Newtona, jezeli dla dowolnego kietka g = 0 z réwnosci
v3(f) = v3(g) wynika ekwisingularnos¢ kietkéw f =01 g =0.

TWIERDZENIE 1. ([GB-G]) Klasa ekwisingularnosci dowolnej galezi jest wyzna-
czona przez jakobianowy wielokat Newtona.

Mozna zapytaé, czy klasa ekwisingularnosci kietkéw ztozonych z wielu galezi moze
by¢ wyznaczona przez jakobianowy wielokat Newtona?

Definicja miotly (broom)

Przez (o, ..., 3g) oznaczamy minimalny ciag generatoréw pélgrupy galezi (g > 0
oznacza tzw. liczbe par charakterystycznych; g = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy gataz
jest gtadka). Niech e, = NWP(fy, ..., Bx) bedzie ciagiem dzielnikéw (k =0, ..., g).
Niech f = fi...f, bedzie rozkladem na czynniki nierozkladalne. Kietek f = 0
nazywamy miotla jezeli » = 1 lub jezeli » > 2 i wtedy istnieje stala c¢ taka, ze
spelnione sg warunki

(fis f5)o B S,
(D m—cdlaz;&j,

(II) dla kazdej galezi osobliwej, jezeli (Bo,...,[g) jest ciagiem generatoréw jej
pélgrupy (g > 1), to
€kj16k

(Bo)?

cdlak=1,...,g.

W pracy niniejszej anonsujemy nastepujace uogélnienie Twierdzenia 1.

TWIERDZENIE 2. Klasa ekwisingularnosci dowolnej miotly jest wyznaczona przez
jakobianowy wielokat Newtona.

Klasa ewisingularnosci miotty

Ploski [P1] pokazal, ze wielko$¢ d(f,g) := (f,g9)o/((ord f)(ordg)) (tzw. rzad
kontaktu), wystepujaca w (I) jest dystansem logarytmnicznym w zbiorze galezi.
W szcezegdlnodei zachodzi silna nieréwnoéé tréjkata d(f,g) = min{d(f, h),d(g,h)}
dla dowolnych gatezi f, g, h. Czyli mozna powiedzie¢, ze jezeli miotla ma wiecej niz
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jedna galaz, to kazda para réznych galezi ma taki sam rzad kontaktu. Oznaczmy
przez 6 = (ex_101)/(Bo)?, k = 1,..., g, wielkosci wystepujace w (II). Pojawity
sie one np. w programie nakreslonym w [GB-P|. Mozna pokazaé (np. [GB-P, L2]),
ze dla danej galezi osobliwej wielkoS$¢ 0 jest maksymalnym rzedem kontaktu tej
galezi z galeziami posiadajacymi ostro mniej niz k par charakterystycznych; &g
nazywamy charakterystycznym rzedem kontaktu (k = 1,...,g). W szczegdlnosci
01 jest maksymalnym kontaktem Hironaki dla galezi. Z wlasnosci potgrupy galezi
wynika nieréwnos$¢ 6; < ... < dg. Czyli (II) oznacza, ze w przypadku, gdy miotta
ma wiecej niz jedna gataz, to wszystkie charakterystyczne rzedy kontaktow gate-
zi osobliwych sa mniejsze lub réwne c¢. W [L2] pokazujemy, ze charakterystyczne
rzedy kontaktéw dwéch gatezi, ostro mniejsze od ich wzajemnego rzedu kontak-
tu, pokrywaja sie. Wynika stad, ze albo wszystkie galezie miotlty maja jednakowa
klase ekwisingularnosci opisana przez (o, - - ., 3g), albo moga wystepowaé galezie
z krétsza charakterystyka (8o/eg—1,-- -, Bg—1/Eg—1)-

Wzory na vy(f) dla krzywych z dowolna liczba galezi podal Eggers [E]. Do
zakodowania klasy ewisingularnosci zastosowal drzewa nazywane dzisiaj drzewami
Eggersa. Praca ta dlugo pozostawala nieznana; zostala spopularyzowana w [GB].
7Z wtasnosci drzew Eggersa wynika, ze miotla moze mieé¢ co najwyzej jedna ga-
taz o krétszej charakterystyce. W pracach [L2, L3] konstruujemy wariant drzewa
Eggersa za pomoca rzedu kontaktu galezi.

Uwagi i komentarze
Rozwazmy slabszy wariant Definicji (*). Niech F bedzie rodzing kietkdw.

DEFINICJA (**). Méwimy, ze klasa ekwisingularnosci kietka f = 0 jest wyzna-
czona przez jakobianowy wielokat Newtona w rodzinie F, jezeli dla kietkow z F
rownosé jakobianowych wielokatéw Newtona implikuje ekwisingularnosé kietkéw.

Wynik Merla [M] oznacza, ze galezie posiadaja wlasno$é wyrazona w Definicji
(**). W pracy [L1] pokazaliSmy, ze wlasnosé te posiadaja takze kietki jednostyczne
niezdegenerowane w sensie Kouchnirenki. Oba rezultaty sa uogélnione w pracy [L3].
Wynik sformutowany jest w jezyku drzew Eggersa.

Literatura na temat jakobianowego wielokata Newtona podana jest w [GLP].
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ON THE EQUISINGULARITY CLASSES OF PLANE CURVE

SINGULARITIES DETERMINED BY THE JACOBIAN NEWTON POLYGON

Summary. For a germ of a plane curve complex isolated singularity we consider
the (generic) jacobian Newton polygon introduced by B. Teissier for hypersurfaces.
E. Garcia-Barroso and J. Gwozdziewicz observed that it is possible to recognize
that the singularity has one branch by studying the jacobian Newton polygon. Then
it is possible to determine the equisingularity class by using the result of Merle. We
announce a generalization of this observation for wider class of singularities which
admits more that one branch. We call these singularities “brooms”.
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