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O DYSTANSIE LOGARYTMICZNYM

MIEDZY GALEZIAMI

Andrzej Lenarcik (Kielce)

Przez galaz rozumiemy kielek nierozkladalny zespolonej krzywej plaskiej. Krot-
no$¢ przeciecia dwéch galezi podzielona przez iloczyn ich krotnosci spelnia aksjo-
maty dystansu logarytmicznego [9]. Kule zdefiniowane za pomoca tego dystansu
posiadaja wlasnosci analogiczne do wlasnosci kul w przestrzeniach ultrametrycz-
nych. W niniejszej pracy dla dowolnie ustalonej gatezi konstruujemy efektywnie no-
wa galaz realizujaca wzgledem tej pierwszej dystans logarytmiczny réwny dowolnej
z gbéry zadanej liczbie wymiernej wiekszej lub rownej jeden. Ten podstawowy fakt
zostal udowodniony w pracy [1]. Pozwala on np. wykazaé, ze z réwnosci kul wynika
rownosé ich érednic.

1. WSsTEP

Niech C{X,Y} bedzie pierécieniem szeregdéw zbieznych dwdch zmiennych nad
C. Dla niezerowego szeregu f = Y. capX°Y? € C{X,Y} definiujemy rzqd ord f
jako najmniejsze mozliwe o + 3 odpowiadajace niezerowym wspoélczynnikom c,p
oraz forme poczatkowa in f = > cap XY, gdzie sumowanie przebiega po (o, 3)
realizujacych rzad. Przyjmujemy konwencje ord 0 = co. Méwimy, ze f jest osobli-
wy jezeli 2 < ord f < oo, nieosobliwy jezeli ord f = 1, oraz ze jest jednoscig, gdy
ord f = 0. Szereg f nazywamy zredukowanym, jezeli nie ma czynnikow wielokrot-
nych. Przez galg? rozumiemy szereg nierozkladalny w C{X,Y}.
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Dla dowolnych f,g € C{X,Y} krotnosciqg przeciecia (f,g)o nazywamy C-
kowymiar idealu generowanego przez f i g w C{X,Y}. Mamy

(1) (f;9)o > (ord f)(ordg) .

Dla f,g € C{X,Y} o skoniczonych dodatnich rzedach réwnosé zachodzi wtedy i
tylko wtedy gdy uklad in f = ing = 0 nie ma rozwiazan w C? \ {0}. Méwimy
wowczas, ze f 1 g sa transwersalne. W przeciwnym razie mowimy, ze f i g sa
styczne.

Niech f € C{X,Y} bedzie szeregiem zredukowanym dodatniego skonczonego
rzedu. Szereg f definiuje kietek krzywej f = 0 w 0 € C2. Rozszerzamy pojecia:
osobliwy (nieosobliwy, galaz) na kielki oraz pojecia: transwersalnosé (stycznosé)
na pary kietkéw.

Ploski [9] pokazal, ze rzqd kontaktu

(f7 g)O

(2) d(f,9) = m

zdefiniowany dla galezi f,g € C{X,Y} spelnia aksjomaty dystansu logarytmiczne-
go (patrz takze Lemat 7.3). Z (1) mamy d(f,g) > 1.

Gléwnym rezultatem, ktéry chcemy zaprezentowaé¢ w tym artykule jest naste-
pujace

Twierdzenie 1.1. (see [1], Theorem 2.7)
Dla dowolnej galezi f oraz dla dowolnego wymiernego R > 1 istnieje galqZ g taka,
ze d(f,g) = R.

Dowdéd twierdzenia podajemy w Rozdziale 8.

2. PRELIMINARIA

Stosujemy konwencje >, = 01 [[, = 1. Symbol # oznacza liczbe elementéw
zbioru. Przez U(m) C C (m calkowite dodatnie) oznaczamy grupe pierwiastkéw z
jedynki stopnia m.

Aby radzié¢ sobie z pierwiastkami wielokrotnymi, stosujemy pojecie potegi sy-
metrycznej [12]. Dla elementéw aq, ..., as danego zbioru definiujemy system A =
(a1,...,as) jako ciag aj,...,as traktowany, jako nieuporzadkowany. Oznaczamy
degA = s. Dla A = (ay,...,as) i B = (by,...,b:) wprowadzamy dodawanie
A DB = (ay,...asb1,...b:) z elementem neutralnym () (system pusty). Zamiast
(a,...,a) piszemy {(a : m) z konwencja (a : 0) = (). Jezeli a wystepuje w A co

——
mrazy
najmniej jeden raz, to piszemy a € A.

Rozwazamy pierscien C{X }* = UN>1 C{X/NY} szeregow Puiseuz. Dla kazdego
niezerowego szeregu y € C{X }* przez rzqd ord y rozumiemy minimalny wyktadnik
wystepujacy przy niezerowym wspoélczynniku oraz przez in y oznaczamy odpowied-

ni jednomian. Przymujemy ord 0 = co oraz in 0 = 0. Dla systeméw A = (y1,...,Ys)
oraz B = (z1,...,2;) szeregéw Puiseux definiujemy wykladnik kontaktu
(3) #(A,B) = maxord(y; — z;)

2,9
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Wykladnik ten jest nieujemng liczba wymierna lub jest réwny oco.

Moéwimy, ze >, yi, yi € C{X}*, ma sens algebraiczny [3], gdy dla dowolnego
M > 0 zbiér {i : ordy; < M} jest skoficzony. Wéwezas . y; oraz min;ord y; sa
dobrze okreslone oraz

(4) ord Z y; > min ord y; .

Nieréwnosé (4) jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa oba warunki: (T)
istnieja co najmniej dwa szeregi realizujace minimalny rzad; (II) suma form po-
czatkowych szeregbéw realizujacych minimalny rzad jest rowna zero.

3. DIAGRAM NEWTONA I PIERWIASTKI NEWTONA-PUISEUX

Korzystnie jest rozwazaé pierscien C{X*, Y} = Uy, C{XYN Y}. Niech f =
Y capXYP € C{X* Y}. Jak zwykle definiujemy nosnik supp f jako {(a,f3) :
Cap # 0}, diagram Newtona Ay = A(f) jako otoczke wypukla zbioru supp f + R%
oraz lamang Newtona Ny = N(f) jako zbiér zwartych krawedzi (jednowymia-
rowych $cian) diagramu A(f). Dla f,g € C{X*, Y} mamy A(fg) = A(f) + A(g)
(wlasnosé iloczynowa). Przez dy (f) (odpowiednio: dx(f)) oznaczamy odleglo$é po-
miedzy A(f) i osia pozioma (odpowiednio: osia pionowa) . Dla S € Ny, przez |S|;
i|S|2 oznaczamy dlugosci rzutéw odcinka S odpowiednio na 0§ pozioma i pionowa.
Stosunek |S|1/|S|2 nazywamy inklinacjg odcinka S. Definiujemy forme poczgtko-
wq f wzgledem S jako in(f,S) = Y capX*Y?, gdzie (o, 3) € SN supp f. Forme
in(f,S)° definiujemy za pomoca réwnania in(f,S) = X*sY?sin(f,9)°, gdzie wy-
ktadniki ag i bg sa najwicksze z mozliwych.

Niech f =3 caX?Y? € C{X*,Y} i niech v = (a,b) bedzie wektorem (a,b >
0). Definiujemy ordy f = min{aa + b3 : (o, 3) € supp f} i inyf = > capXYP,
gdzie sumowanie przebiega po (a, 3) € supp f takich, ze aa + bS = ord, f. Kla-
dziemy ord,0 = oo oraz in,0 = 0. Dla f, g € C{X*, Y} mamy ord,(fg) = ordy f +
ordyg iiny(fg) = (iny f)(inyg). Jezeli v = (1, 1), to ord, f = ord f and in, f = in f.
Niech teraz y € C{X}*, ordy > 0. Chcemy zdefiniowaé f(X,y(X)) € C{X}*. Je-
zeli y = 0, to jest to f(X,0) € C{X}*. Jezeli y # 0, to 0 < ord y < co. Definiujemy
f(X7y(X)) jako Zfocﬁv gdZie faﬁ = CaﬁXay(X)ﬂ € (C{X}*’ (aaﬁ) € Suppf~ Po-
niewaz ord fo3 = o+ fordy i ordy > 0, dlatego f(X,y(X)) ma sens algebraiczny.
Na podstawie (4) mamy
(5) ord f(X,y(X)) > min ord fop =ordyf,

(a,3)€suppf
gdzie v = (1,ordy). Wnioskujemy, ze nieréwno$é w (5) jest ostra wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy oba warunki sa spelnione: (I) inyf nie jest jednomianem; (IT)
iny f(X,iny) = 0. Zauwazmy, ze warunek (I) jest spelniony wtedy i tylko wte-
dy, gdy ordy wystepuje jako inklinacja jednego z odcinkéw S € Ny. Wowcezas
iny f =in(f,9).

Iponiewaz f € C{X*,Y}, dlatego dx (f) moze nie byé catkowite.
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Dla diagramu Newtona A i dla s > 0 definiujemy liczbe o = (3¢, A), jako od-
cieta punktu przeciecia prostej o inklinacji » > 0, podpierajacej A, z osig pozioma.
Jezeli A = Ay, f € C{X*, Y}, to

a(x,A)=ordyf dlav=/(1,5).

A

>

(@, 0)

Ponadto, jezeli A ma wierzcholek (p,0), to przyjmujemy (oo, A) = p lub jezeli
A nie dotyka osi poziomej, to przymujemy «(co, A) = co. Z ta notacja mozemy
zredagowaé (5) w nastepujacy sposéb (dopuszczajacy y = 0)

(6) ord f(X,y(X)) > a(ordy, Ay) .

Nieréwnosé (6) jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy oba warunki sa spelnione: (I)
istnieje S € Ny taki, ze |S|1/]S|2 = ordy; (II) in(f, S)(X,iny) = 0.

Niech f(X,Y) € C{X* Y} bedzie szeregiem niezerowym. Méwimy, ze y €
C{X}* jest pierwiastkiem Puiseuz réwnania f =0 w C{X}*, gdy ordy > 0 oraz
f(X,y(X)) =0 w C{X}*. Przez Zer f = (y1,...ys) oznaczamy system wszystkich
pierwiastkéw réwnania f =0 w C{X }* ([6], [13]). Stosujac Twierdzenie Przygoto-
wawcze oraz Twierdzenie Bézouta mozemy zapisaé f w postaci
(7) FXY) = XX Du(X, V) T - w:(X))

i=1
gdzie u(X,Y) € C{X,Y} jest jednoscia. Wyczerpujaca informacja o rzedach roz-
wigzan Zer f oraz o ich formach poczatkowych moze byé odczytana z diagramu
Newtona A(f) oraz z form poczatkowych szeregu f wzgledem odcinkéw S € N.
Klasyczne twierdzenie Newtona-Puiseux moze by¢ zredagowane w nastepujacej po-
staci.

Twierdzenie 3.1. (Newton-Puiseux)
Niech Zer | = (y1(X), ..., ys(X)). Wowczas

D) s= D> IS+dv(f),
SEN(f)
(il) {ordy(X),...,ordys(X)) = € (ISh/IS]2: [Sl2) @ (oo : 8y (f))
SeN(f)

(iii) (iny1(X),...,inys(X)) = EB Zerin(f,S)° @ (0: dy(f)) .

SeN(f)
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Dowdd. Teissier zaproponowal wygodna notacje. Niech Ry = {x € R: z > 0},

dla A,B C Ri A+ B ={a+b: a€ A b e B} {%} = otoczka wypukla

{(a,0),(0,b)} +R% ({%} jest elementem neutralnym). Ponadto {%} = (1,0)+R%

oraz {%} =(0,1) +R?%. Jezeli {%} +> i, {%} = {%} +Zf/:1 {%}, tok =k,

s = & oraz (ai,...,as) = {(a},...,a.,) (jednoznacznosé). Stosujac wlasnosé ilo-
czynowa diagramu Newtona do obu stron (7) otrzymujemy A(f) = {%@ +

Sy {Orjyi}. Z drugiej strony A(f) = {Exoif)} + ZSeNf Ziilf {7'3‘1{|S‘2}. Z jed-

noznacznosci otrzymujemy (ii). Cze$é (i) wynika z (ii). Dla dowodu (iii) wybierzmy
S € Nyioznaczmy Ig = {i € {1,...,s}: ordy; = |S|1/|S|2}, I ={ie{1,...,s}:
ordy; > |S]1/|S]2} I& = {i € {1,...,s}: ordy; < |S]1/]S|2}. Wystarczy pokazad,
zein(f,S)° = Hiels (Y —iny;) z doktadnoscia do niezerowej stalej. Zastosujmy iny
przyjmujac v = (1,]5]1/|S|2) do obu stron (7). Otrzymamy

in(f, 8) = (inyX)** Y inyu(X,Y) [ ine (Y — w:) -
i=1
Mamy iny X = X, inyu(X,Y) = u(0,0) oraz
S

S
S

Y gdy ordy; >
iny(Y —y;) =Y —iny; gdy ordy; =
—iny; gdy ordy; <

IS
S
yie

2
2 .
2

Zatem
in(f, ) = u(0,0)(=1)* Y X*Ite TT (Y - iny)
icls

gdzie a = #I§, b = #I§ oraz ¢ = Eiel’s’ ord y;. Dzielac przez X i Y w maksymal-
nych potegach otrzymamy zadanag rownosé m

Zwréémy jeszeze uwage na nastepujacy fakt (patrz np. [11]). Niech f,g €
C{X,Y} beda niezerowymi szeregami dodatniego rzedu i niech v bedzie wekto-
rem o dodatnich sktadowych. Wéwczas

(8) (£9)0 > éﬂ%ﬁﬁiﬁi@)

z rownoécia wtedy i tylko wtedy, gdy uklad in, f = iny¢g = 0 nie ma rozwiazan
w C2\ {0}. Dla v = (1, 1) otrzymujemy (1).

4. WYKLADNIKI CHARAKTERYSTYCZNE SZEREGU PUISEUX

Niech vy bedzie dodatnia liczba catkowita. Rozwazmy szereg y € C{X1/v0}
dodatniego rzedu. Dla niezerowego y mozemy napisaé

(9) y:alel/vo+a2XU2/UO+-~~ 3 a17a27~-~7é0’

0 < vy < wy < ... calkowite. Liczba niezerowych wyrazéw szeregu jest skonczona
lub nieskonczona. Przyporzadkowujemy do y ciag (vg,v1,va,. .. ), ktéry bedziemy
nazywaé ciagiem stowarzyszonym z y. Dla y = 0 jest nim (vg).
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Uwaga 4.1. Jezeli dwa ciagi sa stowarzyszone z tym samym szeregiem Puiseux,
to sa one proporcjonalne. Rozwazmy wszystkie mozliwe ciagi stowarzyszone z da-
nym szeregiem Puiseux. W zbiorze tym istnieje jedyny ciag o wyrazach wzglednie
pierwszych. Mozemy otrzymaé ten ciag z dowolnego ciagu stowarzyszonego przez
podzielenie kazdego wyrazu przez najwiekszy wspélny podzielnik wszystkich wy-
razéw.

Definicja 4.2. (sprzezenia — “conjugates”)

Niech y € C{X'%}, ordy > 0. Definiujemy system sprzezen conj,. y dla y
w C{X/*}. Jezeli y = 0, to kladziemy conj, y = (0 : vo). Jezeli y # 0, to
wybieramy pierwiastek pierwotny ¢ € U(vp) oraz podstawiamy X 1vo .= gix1/vo
(1=0,...,u0 — 1) w (9). Otrzymujemy

(10) Yi(X) = a1e” XUV 4 qoe¥2t X2V 4 i =10,...,00— 1.
Ktadziemy conj,,y = (Yo, - -, Yvo—1)-

Ponizsza wtasnosé jest przydatna do badania rzedéw réznic pomiedzy szeregiem
(9) i jego sprzezeniami (10). Polézmy Iy = {0,...,v9 — 1} oraz I; = {i € I :
ord(y; — yo) > vj/ve}, (j=1,2,...).

Wlasnosé 4.3.
(@) Io=U;(L;=2 \ ;) UN; I
(b) ord(yi —yo) = vj/vo & i € L\ I,
(c) ord(y; —yo) =0 & i€,
(d) #(I]—l \Ij) = GCD(’UOavla v a/Uj—l) - GCD(U07U17 cee 7Uj) )
(e) # ﬂj Ij = GCD(’U(), V1,02, ... ) .

Dowdd. Formula w (a) wynika z ciagu inkluzji Iy D I; D s D ..., (b) i (¢) sa
jasne. Czesci (d) 1 (e) wynikaja z faktu, ze I; = {i € Iy : v1i = 0(mod vy),...,v;i =
O(modwg)} oraz #I; = GCD(vg,...,v;) m

Chcemy wyznaczy¢ zbiér réznych sprzezehi w conj,, y.

Wtasnosé 4.4. Niech y € (C{Xl/”“}, ordy > 0, z ciggiem stowarzyszonym
(U(),’Ul, V2,... )

(i) Kazdy szereg w conj, y wystepuje GCD (v, v1,v2,...) razy.

(ii) W conj, v wystepuje vo/GCD(vo, v1,ve,...) réinych sprzezeri.

(iii) Zbior réznych sprzeien szeregu y w conmj, y nie zalezy od wyboru ciggu

stowarzyszonego.

Dowdd. Dla y = 0 czesci (i-ii) wynikaja bezposrednio z definicji. Zalézmy,
ze y # 0. Bez utraty ogélnosdci sprawdzamy (i) dla y(X) = yo(X). Korzystamy
z Wlasnosci 4.3(c) i (e). Czesé (ii) wynika z (i). Do dowodu (iii) wykorzystujemy
nastepujaca tatwa
Wtasno$¢ 4.5. Niech m,l bedqg dodatnimi liczbami catkowitymi.

(1) Jezeli {10, ..., Tm—_1} =U(m), to {78,..., 7}, _1} = U(m/GCD(m,1)).
(2) Jezeli T € U(m) jest pierwiastkiem pierwotnym, to 7° € U(m/GCD(m,1))
jest takze pierwiastkiem pierwotnym.
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Zapiszmy y w postaci (9). Rozwazmy vo/GCD(vg, v1, v, ... ) pierwszych sprze-
zen okredlonych formula (10). Twierdzimy, ze sa one rézne. Aby to sprawdzié,
rozwazmy clag stowarzyszony (v(,v],v5,...) o wzglednie pierwszych wyrazach ta-
ki, jak w Uwadze 4.1. Niech w = GCD(vo, v1,2,...). Wowczas v; = v;/w dla
j=0,1,2,.... Z Wlasnodci 4.5(2) ¢’ := & jest pierwiastkiem pierwotnym z jedyn-
ki rzedu vj. Mozemy napisaé

(11) Yi(X) = a1 (") XU/ 4 an() 2 X0 4 i=0,... 0 —1.

Poniewaz GCD(v}, vy, v5,...) = 1, wigc z (ii) mamy tutaj v{ réznych sprzezen.
Z (11) wynika, ze zbi6r réznych sprzezen szeregu y w conj, v nie zalezy od v m

Definicja 4.6. (cykl)

Niech y € C{X }*, ordy > 0 oraz niech (vg, v1, v, ...) bedzie ciagiem stowarzyszo-
nym z y. Z Wlasnosdci 4.4 wynika, ze y ma vo/GCD(vg, v1,vs,...) réznych sprze-
zen, niezaleznych od wyboru ciagu stowarzyszonego. Cyklem szeregu y (oznaczenie
cycle y) nazywamy system (zbidr) réznych sprzezen szeregu y.

Niech y € C{X}*. Definiujemy N = N(y) jako minimalne mozliwe N takie, ze
y € C{XV/NY.

Whiosek 4.7. Niech y € C{X}*, ordy > 0 i niech (vg,v1,v2,...) bedzie ciggiem
stowarzyszonym z y. Wowczas N(y) = vo/GCD(vg, v1,va,...).

Dowéd. Niech vfy = vo/GCD(vo, v1,va, . .. ). Oczywiscie y € C{X/*0}. Dlatego
vy > N(y). Zatézmy, ze y € C{X'/M}. Z Wiasnosci 4.4 v}, jest réwne liczbie
réznych sprzezen szeregu y oraz v, dzieli M. Zatem v) < N(y) m

Definicja 4.8. (wykladnik charakterystyczny)

Niech y € C{X}*, ordy > 0. Dodatnia liczba wymierna nazywana jest wyklad-
nikiem charakterystycznym szeregu y jezeli wystepuje jako rzad réznicy pomiedzy
y 1 jego sprzezeniem.

Wtasnoéé 4.9. Niechy € C{X}*, ordy > 0 i niech (vo,v1,ve,...) bedzie ciggiem
stowarzyszonym z .

(I) Liczba vj/ve (j = 1,2,...) jest wykladnikiem charakterystycznym szeregu
y wtedy i tylko wtedy, gdy

(12) GCD(vy, . ..,vj-1) > GCD(vg,...,v;) .
(IT) Liczba wykladnikéw charakterystycznych szerequ y jest ograniczona przez
N(y) - 1.

(III) Szereg y ma co najmniej jeden wykladnik charakterystyczny wtedy i tylko
wtedy, gdy N(y) > 1.

Dowdd. Do dowodu (I) stosujemy Wtasnosé 4.3(b) i (d). W dowodzie (IT) i (IIT)
mozemy zalozyé, ze GCD(vg,v1,v9,...) = 1. Wowczas vy = N(y). Obie czesci
wynikaja z réwnoscei N(y) — 1= 3, (GCD(v, ...,vj-1) — GCD(vo, ..., v;))
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Definicja 4.10. (charakterystyka szeregu Puiseux)

Niech y € C{X}* bedzie jak we Wlasnosci 4.9. Przez pozycje charakterystyczng sze-
regu y rozumiemy liczbe j € {1,2, ...} spelniajaca (12). Przez h = h(y) oznaczamy
liczbe wyktadnikéw (pozycji) charakterystycznych szeregu y. Niech j; < -+ < jn
beda pozycjami charakterystycznymi. Definiujemy charakterystyke szeregu y jako
(bos - -5 bn) = (N(y), v}, ..., 05 ), gdzie v}, = v;, /GCD(vo,v1,...), k =1,...,h.
Jezeli N(y) =1 (& h = 0), to (bo,...,bn) = (1). Jasne jest, ze jezeli h > 1, to
b1/bo, . ..bn/by sa wykladnikami charakterystycznymi szeregu y.

Uwaga 4.11. Definicja charakterystyki (bo, . .., bn) nie zalezy od wyboru elementu
cyklu. Do charakterystyki przyporzadkowujemy dwa ciqggi podzielnikow. Pierwszym
jest (eq,...,en), gdzie e, = GCD(bo,...,b;) (k=0,...,h). Mamy by =eg > --- >
en = 1. Jezeli h > 1, to definiujemy drugi cigg podzielnikéw (ni,...,nn), gdzie
ne = ek_l/ek > 1 (k = 1,...,h).

5. CYKLE I GALEZIE
Niech y € C{X}*, ordy > 0 oraz niech cycley = (yo,...,yn—1); N = N(y)
bedzie, jak w Definicji 4.6. Niech (vg,v1,v2,...) bedzie jednoznacznym ciagiem
stowarzyszonym z y spelniajacym
(13) GCD(’U(],’Ul,'UQ,...):l.
Wéwezas N(y) = vo (Wniosek 4.7). Stosujac standardowy argument z Teorii Galois
uzasadniamy, ze iloczyn

N-1

(14) vl == [T (v —wi(x)) e C{X, Y}

i=0
definije galaz w C{X,Y} ([10]). Mamy [0] = Y. Z drugiej strony stosujac (7)
dochodzimy do wniosku, ze kazda galaz wzglednie pierwsza z X moze by¢ zapisana
w postaci (14) z dokladnoscia do jednoséci w C{X, Y }. Niech f = [y]. Mamy Zer f =
(Yo, ..,YnN—1) oraz

(15) N =N(y) = (f,X)o -

Rozwazmy diagram Newtona A(f). Jezeli f =Y = [0], to A(f) = {ﬂ} = {?}

(stosujemy notacje Teissiera z dowodu Twierdzenia 3.1).

(0, v0)

(’Ul, O)
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Jezeli y # 0, to ordy; = v1/ve (i =0,...N —1), A(f) = ZZN:_OI {Or(liiw} = {Ll}

vo.
oraz

(16) (f, X)o = vy, (f,Y)o =1, ord f = min{wg,v1} .

W kazdej sytuacji mozemy napisac

(17) ordy; = (fv Y)O/(va)O .

Wtlasno§é¢ 5.1. Niech y € C{X}*, ordy > 0 bedzie szeregiem o charakterystyce
(bo,b1,...,bn), gdzie h =h(y) > 1. Niech f = [y]. Wowczas ord f = min{bg, b1 }.

Dowdd. Niech (vg, v1,v2,...) bedzie jednoznacznym ciagiem stowarzyszonym z
y spelniajacym (13). W tym przypadku by = vg oraz by = vj;,, gdzie j; jest pierwsza
pozycja charakterystyczna. Zatem by > vy. Jezeli vy < vy, to z uwagi na (16) mamy
ord f = vg = min{bg, b1 }. Jezeli vo > vy, to vg > GCD(vg,v1) oraz j; = 1. Dlatego
by = v1. Wowezas ord f = by = min{by,b;} m

Dla niezerowego f € C{X,Y} i dla dowolnego y € C{X}*, ordy > 0 stosujemy
podstawienie f,(X,Y) = f(X,y +Y) € C{X*, Y} ([2], [4], [5], [7]). Nastepnie
badamy diagram Newtona A(f,). Rozwazamy przypadek galezi f, (f,X)o < oo,
oraz pierwiastka Puiseux y € Zer f. Ponizej opisujemy diagram Newtona A(f,) w
terminach charakterystyki szeregu y.

Wtasno$é 5.2. (see [4], Property 3.1 or [7], Section 5) Niechy € C{X}*, ordy > 0
o charakterystyce (b, ...,bn) z pierwszym ciggiem podzielnikéw (e, . .., en). Niech
f=1yl, jak w (14). Wowczas

-3 e e (o)

€k—1 — €k

A
bo = €9
€1
€h-1
Eh = 1

Dowdd. Niech (vg,v1,v2,...) bedzie jednoznaczym ciagiem stowarzyszonym
z y = yo. Mamy Zer f = cycley = {(yo,...,yn—1), gdzie y; sa zdefiniowane for-
muly (10) (¢ = 0,...,N — 1). Oczywiscie Zer f, = (Yo — Yo,.-.,YN—1 — Yo) Oraz
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A(fy) = Zﬁvz_ol {%} Definiujemy Ip D I; D Is D ..., jak wczedniej (Wla-

snosé 4.3). Stosujac te wlasnos$é otrzymujemy

s = S U gepreeme el (2

J

Niezerowe skladniki powyzszej sumy odpowiadaja pozycjom charakterystycz-
nym j; < --- < jn. Dlatego inklinacje zwartych krawedzi diagramu A(fy)
pokrywaja sie z wykladnikami charakterystycznymi. Konczymy stosujac réw-
nosci GCD(vo,...,v;) = GCD(by,...,br) = e, oraz GCD(vy,...,vj,-1) =
GCD(bg,...,bp—1)=er1 dlak=1,...,hm

6. WYKEADNIK KONTAKTU

Niech C[X]* := Upns C[X'/N] bedzie zbiorem wielomiandw Puiseuz (deg0 =
—00). Niech y € C{X}*, ordy > 0 oraz niech 6 > 0 bedzie liczba wymierna. Defi-
niujemy uciecie yg € C[X|* szeregu y wzgledem 6 jako sume wszystkich wyrazéw y
o rzedzie ostro mniejszym od @ (dopuszczamy yg = 0). Méwimy, ze y = p+aX?+. ..
jest 0-zapisem szeregu y, jezeli ¢ = yg oraz a jest wspélezynnikiem przy X w y
(a = 0 gdy wykladnik 0 nie wystepuje w y); “...” oznaczaja zero lub wyrazy rze-
du wyzszego niz 6. Niech ¢ € C[X]* bedzie wielomianem Puiseux. Méwimy, ze
y € C{X}* jest kontynuacjg wielomianu ¢ jezeli ord(y — ¢) > deg .

Lemat 6.1. Niech y € C{X}*, ordy > 0 i niech 0 bedzie wykladnikiem wystepu-
jacym w y. Niech y = ¢ +aX? + ... bedzie 0-zapisem szerequ y (a # 0). Niech
N = N(p). Niech m,n bedg jednoznacznie okreslonymi dodatnimi liczbami calko-
witymi takimi, ze = m/(Nn) i GCD(m,n) = 1. Wéwczas
(a) 0 jest wykladnikiem charakterystycznym wtedy i tylko wtedy, gdy n > 1;
wowczas n pokrywa sie z odpowiednim drugim dzielnikiem.
(b) N(p+aX?) = Nn.
(c) Zbiér mozliwych wyktadnikow przy X0 w tych sprzeieniach szeregu y, ktore
sq kontynuacjami o, jest réwny {a,at,...,at™ 1}, gdzie T € U(n) jest
pierwiastkiem pierwotnym.

Dowdd. Niech (vg,v1,v2,...) bedzie ciagiem stowarzyszonym z y. Zapiszmy y
jak w formule (9), gdzie aX? = a; X /% (5 € {1,2,...}). Jezelij = 1,to p = 0. W
przeciwnym razie ¢ = a3 X1/ 4 ... 4+ aj_lX”jfl/”". Niech w = GCD(vy, ..., v;)
oraz w' = GCD(vo, ...,v;_1). Poniewaz w = GCD(w’, v;), wiec w’/w oraz v;/w sa
wzglednie pierwsze. Z Wniosku 4.7 N(p) = vo/w’. Mamy

v vjw

0:

vo N(w'/w)’

Dlatego m = v;/GCD(vy,...,v;) oraz n = GCD(vy,...,v;-1)/GCD(vy,...,v;).
Teraz cze$é¢ (a) wynika z Wlasnosci 4.9. Jezeli j = ji jest pozycja charak-
terystyczna (k € {1,...,h}) oraz (by,...,bn) jest charakterystyka szeregu y,
z odpowiadajacymi ciggami dzielnikéw (eq,...,en) oraz (ni,...,nn), to n =
GCD(bQ, ey bk_l)/GCD(bo, e ,bk) = ek_l/ek = Ng.
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Cze$é (b) wynika wprost z Wniosku 4.7. Dla dowodu (¢) rozwazmy system sprze-
zef conj, ¥ = (Yo, - - -, Yuo—1), gdzie y; jest okreslone formuta (10) (i = 0,...,v9—1).
Niech I,;_; bedzie okreslone, jak przed Wlasnoscia 4.3. Sprawdzamy, ze [;_1 = {i €
{0,...,v9 — 1} : ord(y; — ¢) > deg p}. Dlatego zbiér wszystkich mozliwych wsp6l-
czynnikow na j-tej pozycji tych sprzezen szeregu y, ktore sa kontynuacjami ¢ jest
rowny {a;e%" : i € I;_;}. Wystarczy pokazaé, ze
(18) {e¥": i€ lj_1} = U(GCD(vy,...,v;-1)/GCD(vy,...,v;)) .

Mozemy traktowaé¢ Ip = {0,...,u9 — 1} jako grupe addytywng Z,,. Wowczas
I;_y tworzy podgrupe Z,, rzedu GCD(vy,...,v;_1). Dlatego {¢* : i € I,_1} =
U(GCD(vg,...,vj_1)). Konczymy korzystajac z Wlasnosci 4.5 m

Rozwazmy galazie f,g € C{X,Y} takie, ze (f,X)o = p, (9,X)o = ¢ (p,g >0
calkowite). Systemy pierwiastkéw tych galezi w C{X}* tworza cykle Zer f =
(Yo, - -+, Yp—1) oraz Zer g = (2o, . .., 2q—1). Niech sc = s(Zer f, Zer g), jak w (3). Ma-
my s = oo wtedy i tylko wtedy, gdy f = g (z dokladnoscia do jednosci). Oznaczmy
0¢(2;) = n(Zer f,z;) dlaj =0,...,q—1. Chcemy pokaza¢ (Wniosek 6.3), ze oy (z;)
nie zalezy od j € {0,...,¢ — 1}. Wynika to z nastepujacego ogélniejszego faktu.
Wtlasno$é 6.2. System

(ord(yo — 2j), - -+, ord(yp—1 — 2;))
nie zalezy od j € {0,...,q — 1}.

Dowédd. Jest jasne, ze powyzszy system jest taki sam jak system rzedow
Zer f(X,Y + z;(X)). Dzieki Twierdzeniu 3.1 wystarczy pokazaé, ze Af(X,Y +
zj(X)) nie zalezy od j € {0,...,q — 1}. Poniewaz 2,(X) € C{X'/}, mozemy
napisaé

1 a=1
f(X7Y+ZO<X)) = fO(XaY) +qul(XaY) + - +X a qul(X7Y) )
gdzie fo, f1,...,fq—1 € C{X,Y}. Poniewaz szereg z;(X) moze by¢ otrzymany
7z 20(X) przez podstawienie X/9 := £/ X1/9 (¢ € U(q) pierwiastek pierwotny),
dlatego
FXY +25(X) = fo(X,Y) + & X7 fy(X,Y) 4+ VX T £, (X,Y).
Zatem supp f(X,Y + z;(X)) nie zalezy od j € {0,...,¢q—1} m
Wniosek 6.3. Mamy o5(z0) = --- = 05(2q—1) = s(Zer f, Zer g).

Whiosek 6.4. Niech f,g,h € C{X,Y} bedq galeziami wzglednie pierwszymi z X .
Wowczas
»(Zer f,Zer g) > min{s(Zer f,Zer h), »(Zer g, Zer h)} .

Dowdd. Niech Zerf = (yo,...,Yp—1), Zerg = (20,...,%q-1), Zerh =
(wg, ..., ws—1). Z Wniosku 6.3 dla dowolnego wg, € Zerh mozemy wybraé
Yi, € Zerf oraz z;, € Zerg takie, ze s(Zer f,Zerh) = ord(y;, — wy,) oraz
»(Zer g, Zer h) = ord(z;, — wg, ). Zatem

»(Zer f,Zer g) >ord(ys, — 2j,) = min{ord(y;, — wr, ), ord(zj, — wg,)}
=min{s(Zer f, Zer h), »(Zer g, Zerh)} m
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Lemat 6.5. Niech p € C[X'/N], N = N(y). Niech 6 > deg ¢ bedzie dodatniq liczbg
wymierng. Istniejq jedyne liczby calkowite dodatnie m,n takie, Ze 8 = m/(Nn)
i GCD(n,m) = 1. Rozwazmy szeregi Puiseur y(X) = ¢ +aX? + ..., 2(X) =
©o+bX%+ ..., a,bec C. Poléimy f:=[y] i g := [z]. Wéwczas

(1) se(Zer f,Zerg) > 0,
(ii) réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a™ # b™.

Dowdéd. Poniewaz ord(y — z) > 0, wiec czesé (i) wynika wprost z definicji. Aby
udowodnié (ii,<=) zalézmy, ze a™ # b™. Bez stary ogélnosci mozemy zalozy¢, ze
a # 0. Biorac pod uwage Wniosek 6.3, wystarczy pokazaé, ze oy(z) = 6. Niech
Zer f = (yo,..-,Yp—1) (p > 0 calkowite). Niech I = {0,...,p — 1} oraz niech
I, ={ieI: ord(y; —¢) > degy}. Dla i € I\ I, mamy ord(y; — ¢) < dege
i dlatego z wlasnosci rzedu ord(y; — z) = min{ord(y; — ¢), ord(z —¢)} < deg ¢. Dla
i € I, mamy in(y; — ) = a X% oraz a¥ € {a,ar,...,ar™ '} z Lematu 6.1(c),
gdzie 7 € U(n) jest pierwiastkiem pierwotnym. Jezeli b = 0, to ord(z — ¢) > 0 oraz
ord(y; — z) = min{ord(y; — @), ord(z — )} = 0. Jezeli b # 0, to in(z — ¢) = bX?.
Poniewaz a™ # b", wigc in(y; — ) # in(z — ). Zatem ord(y; —z) = 6, jak wczedniej.

Aby pokazaé (ii,=) zalézmy, ze a™ = b™. Wystarczy znalezé y; € Zer f takie, ze
ord (y; — z) > 0. Jezeli a® = b = 0, to jest to prawda dla dowolnego i € I. Jezeli
a™ = b" # 0, to istnieje pierwiastek pierwotny 7 € U(n) oraz k € {0,...,n — 1}
takie, ze at® = b. Z Lematu 6.1(c) wynika, ze istnieje y; € Zer f postaci y; =
o+ar"X?+. . . m

Whniosek 6.6. Niech f € C{X,Y} bedzie galezig takq, ze (f,X)o < oo oraz
niech 0 bedzie dodatnig liczbg wymierng. Wowczas istnieje galg?Z g € C{X,Y}
taka, Ze (9,X)o < oo oraz x(Zer f,Zerg) = 6. Ponadto (g,Y)o/(9,X)0 =
min{97 (f7 Y)O/(f7X)O}

Dowdd. Niech y € Zer f. Mamy f = [y] z dokladnoscia do jednosci z C{X,Y}.
Niech y = ¢ 4+ aX? + ... bedzie f-zapisem szeregu y (mozliwe a = 0). Niech
N = N(p), 0 =m/(Nn), GCD(m,n) =1 (m,n > 0 catkowite). Wybieramy b # 0
takie, ze a” # b" oraz kladziemy z = p+bX% oraz g = [2]. Z Lematu 6.1(b) mamy
(9,X)o = Nn < co. Z Lematu 6.5 otrzymujemy 3 (Zer f, Zer g) = 6. Druga czes$é
wynika z réwnosci ord z = min{6, ord y} oraz z formuty (17) m

7. DIAGRAMY NEWTONA I KROTNOSC PRZECIECIA GALEZI

Przypomnijmy funkcje s — a(s¢, A) z Rozdziatu 3 zdefiniowana dla 3 > 0 i dla
diagramu Newtona A. Jezeli diagram nie dotyka osi poziomej, to funkcja jest silnie
rosnaca i wtedy istnieje funkcja odwrotna a +— »(a, A). Liczba 3 = »(a, A) jest
inklinacja prostej podpierajacej A, ktéra przecina o$ pozioma w punkcie (a, 0).

Lemat 7.1. (por. [4], Property 3.3) Niech f,g € C{X,Y} bedq galeziami takimi, ze
0< (f,X)o < o0 oraz0 < (g,X)o < co. Niech (bg,...,bn) bedzie charakterystykq
Zer f (h > 0) oraz niech A bedzie zdefiniowane tak, jak we Wiasno$ci 5.2. Niech
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» = x(Zer f,Zer g). Wowczas

(19)

Dowéd. Niech (f,X)o = p, (9,X)o = ¢, Zerf = (yo,.--,Yp-1), Zerg =
(20, - -1 2¢-1) (p,q > 0 calkowite dodatnie). Korzystajac z reguly Zeuhten’a otrzy-
mamy

(f:9)o = Zord(yi —zj) = ZOfd(yO —2zj) oo (Ypo1 — 25) = Zord FIX, (X)) -

Poniewaz ord f(X, zp) = --- = ord f(X, z4—1) z Wlasnosci 6.2, wiec
(f,9)o =qord f(X, 2z;(X)) = (X,g)oord f(X,2;(X))dlaj=0,...,g—1.

Dla ustalonego j € {0,...,q — 1} wybierzmy i € {0,...,p — 1}, tak aby otrzymaé
maksymalne mozliwe » = ord(y; — z;). Jezeli ¢ = oo, to wtedy mamy co po obu
stronach (19). Zal6zmy zatem, ze » < co. Mamy

(f> g)O

(Xv g)O
gdzie f,,(X,Y) = f(X,y; +Y). Diagram A = A(f,,) ma posta¢ taka jak we
Wilasnodci 5.2. Nieréwno$é “>” w (19) wynika wprost z (6). Przypu$émy, ze nie-
réwnosé jest ostra. Wowcezas z warunku podanego po (6) wynika, ze istnieje odcinek
S € N(fy,) taki, ze |S|1/|S|2 = 2 = ord(z; — y;) oraz in(z; — y;) € Zerin(f,,,S)°.
Mamy

=ord f(X, z;(X)) = ord f(X,y; + (2 — vs)) = ord fy, (X, 2 — i) ,

Zer fy, = (Yo = Yis- - Yp—1 — Yi) -
Z Twierdzenia 3.1(ii) wynia, ze zbiér Kg = {k € {1,...,p} : ord(yr — v:) =
ord(z; — vi)} jest niepusty. Poniewaz Zerin(fy,,5)° = @jep, (in(yr — vi)), wiee
istnieje k € Kg takie, ze in(yr — v;) = in(z; — y;). Dlatego ord(yx — z;) > 2, co
przeczy wyborowi y; m

Uwaga 7.2. We Wtasnosci 6.2, jak réwniez w Lemacie 7.1 f moze by¢ dowolnym
szeregiem takim, ze 0 < (f, X)o < co. Dowody pozostaja takie same.

7.1. Rzad kontaktu. Rozwazmy galezie f,g € C{X,Y} oraz ich rzad kontaktu
d(f,g) okreslony formuta (2). Przypomnijmy, ze d(f,g) > 1, z réwnoscia wtedy
i tylko wtedy, gdy f, g sa transwersalne. Ponadto rzad kontaktu spelnia aksjomaty
dystansu logarytmicznego, co udowodnimy ponizej.

Lemat 7.3. ([9, 8]) Dla dowolnych galezi f,g,h € C{X,Y}
(D) d(f,g) = oo wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi réwno$é kielkéw f = 0,
9=0,
(DQ) d(fag) - d(gv f);
(D3) d(f,g) =2 min{d(f,h), d(g,h)} (silna nieréwnosé tréjkata).

Dowdd. (D) i (D2) wynikaja z wlasnosci krotnosci przecigcia. Dla dowodu
(D3) najpierw sprawdzimy, ze dla kazdej galezi f,g € C{X,Y}

(20)  d(f,g) > min{d(f, X),d(g,X)} =z réwnoscia, gdy d(f, X) # d(g,X) .
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Jezeli spelniona jest jedna z réwnosci d(f, X) = 1, d(f,X) = oo, d(g9,X) = 1,
d(g, X) = o0, to (20) jest jasne. Zaldézmy zatem, ze 1 < d(f, X) < 00,1 < d(g,X) <
oo. Niech Zer f = (yo, ..., ¥p—1), (f, X)o =D, Zerg = (20,...,24-1), (9, X)o = ¢
(p, q > 0 calkowite). W tym przypadku mamy ordy; = 1/d(f, X)dlai=0,...,p—1
oraz ordz; = 1/d(g,X) dla j =0,...,q — 1. Zauwazmy, ze

(fig onord vi = %) 2 (1, X)olg, )Omm{ d(f, X ><1X>}

z réwnoscia, gdy d(f, ) # d(g, X). Dzielac przez (ord f)(ord g) otrzymujemy (20).

Teraz niech h € C{X, Y} bedzie dowolna galezia. Jezeli d(f, X) = oo, d(g, X) =
oo lub d(h, X) = o0, to nieréwnoséé (D3) wynika z (20). Dlatego mozemy zalozy¢,
ze d(f,X), d(g,X), d(h,X) sa skoniczone. Jezeli wystepuje jakakolwiek réznica
pomiedzy liczbami d(f, X), d(g, X), d(h,X), to nieréwnos$é¢ (D3) takze wynika z
(20). Zalézmy zatem, ze d = d(f, X) = d(g,X) =d(h, X) < o0

Wystarczy sprawdzié¢ przypadek d(f,g) < min{d(f,h),d(g,h)}. Mozemy za-
tozy¢, ze d(f,h) > d(g,h) > d(f,g). Niech sy, = s(Zer f,Zerh), x4, =
»(Zer g,Zer h) oraz niech A = A(h,,) dla w € Zerh, gdzie hy,, = (X, w+Y)
(patrz: Rozdzial 5). Z Lematu 7.1 mamy

d(f,h) = Ca(sxpn, A) oraz d(g,h) = C a(sgn, A) dla C = d/(ord f) .

Z nieréwnosci d(f,h) > d(g,h) otrzymujemy sz, > 3,5 (patrz: poczatek Roz-
dzialu 7). Analogicznie pokazujemy, ze s, > sy 4. Z Wniosku 6.4 otrzymujemy
5pg > 2. Zatem d(f,g) = d(g,h) = min{d(f,h),d(g,h)} =

Konsekwencja (Ds3) jest

(D%) Jezeli d(f,h) # d(g,h), to d(f,g) = min{d(f, h), d(g,h)}.
Dowdd. Mozemy zalozyé, ze d(f,h) > d(g,h). Przypuéémy, z d(f,g) >
min{d(f,h),d(g,h)}. Wtedy d(f,g) > d(f,h) > d(g,h), co przeczy d(g,h) >
min{d(f, g),d(f,h)} m

Wtasnoéé 7.4. Niech f € C{X,Y} bedzie galezig.

(a) Jezeli d(f,Y) > d(f,X), tod(f,X) =
(b) Jeseli d(f,X) > 1, to d(f,Y) = 1.

Dowdéd. (a) Z (D3) mamy 1 =d(X,Y) > min{d(f, X),d(f,Y)} =d(f,X) > 1.
(b) Z (D3) mamy d(f,Y) = min{d(f, X),d(X,Y)} =1m

8. DowOD TWIERDZENIA

Zalézmy najpierw, ze d(f,X) = oco. Wéwczas f = X z dokladnoscia do jed-
noéci w C{X,Y}. Niech R = p/q, GCD(p,q) = 1, p > q (p,q > 0 calkowite).
Kladziemy g = [X%/?] = Y? — X4. Sprawdzamy, ze d(f,g) = p/q = R. Zaltbzmy
teraz, ze d(f,X) < oo. Jezeli R < d(f,X), to wybieramy, jak wczesniej, galaz ¢
taka, ze d(g,X) = R. Mamy z (D%) d(f,9) = min{d(f,X), d(g,X)} = R. Jezeli
R = d(f, X), to przyjmujemy g = X. Pozostal zatem przypadek d(f, X) < R.
Niech y € Zer f bedzie pierwiastkiem Puiseux o charakterystyce (bg,...,bn) i
niech A = A(f,) (Wlasnosé¢ 5.2). Bedziemy rozwazaé¢ dwie mozliwe pozycje f
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wzgledem X. Zal6zmy najpierw, ze f i X sg transwersalne, czyli d(f, X) = 1.
Jezeli h = 0, to A = {%} (por. rysunek w Rozdziale 5). Jezeli h > 1, to
bo = (f,X)o = ord f = min{bp,b;} (Wlasnosé 5.1). W tym drugim przypadku
by < by, skad bg < by. Oznacza to, ze inklinacje wszystkich zwartych krawedzi wie-
lokata A = A(f,) sa ostro wigksze od 1. Zatem w obu przypadkach «(1,A) = ord f
oraz »(ord f, A) = 1. Poniewaz funkcja o — s¢(cv, A) jest silnie rosnacai R > 1, dla-
tego 0 = »(Rord f,A) > 1. Na mocy Wniosku 6.6 dobieramy galaz g, d(g, X) < oo
taka, ze s(Zer f,Zerg) = 0 oraz d(g,Y)/d(g,X) = min{6,d(f,Y)/d(f, X)} > 1.
Z Wiasnosci 7.4 mamy d(g,X) = 1, czyli (¢9,X)o = ordg. Z Lematu 7.1
(f,9)0/(X,g9)o = a(f,A) = Rord f, skad d(f,g) = R.

Teraz rozwazmy przypadek, ze f 1 X sa styczne (1 < d(f,X) < R). Mamy
(f,X)o > ord f. Wtedy h > 1. Z Wlasnosci 7.4 d(f,Y) = 1. Z Wlasnosci 5.1
otrzymamy

ord f = (f,Y)o = min{bo, b1} = min{(f, X)o,b1} = b1 .
Stad d(f,X) = (f,X)o/ord f = by/b1. Zatem a(g—;,A) = b = ordf oraz
x(ord f,A) = g—;. Zdefiniujmy 6 = %(ﬁ‘}r}igg,A). Poniewaz funkcja a — s(a, A)
jest silnie rosnaca, dlatego
Rord f ) by
0= A ) > x(ord f,A) = —
Czyli 0 > b1 /bg = (f,Y)o/(f, X)o = d(f,Y)/d(f, X). Z Wlasnosci 6.6 dobieramy
dla 0 i f galaz g taka, ze 6 = s(Zer f, Zer g) oraz
d(g,Y) : { a(f,Y) } a(f,Y)
= min < 6, =
d(g, X) a(f, X)) d(f, X)
Z Wtanosci 7.4 mamy d(g,Y) = 1, zatem d(g, X) = d(f, X). Korzystajac z Lema-
tu 7.1 otrzymujemy

<1.

(f,9)0 _ __ Rordf Rordf
(X,9)0 al0,4) = d(f,X)  d(g, X)’
skad d(f,g) = Rm
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ON LOGARYTHMIC DISTANCE BETWEEN BRANCHES

By a branch we mean an irreducible germ of a complex plane curve. The intersection
multiplicity of two branches divided by their multiplicities satisfies the axioms of
logarithmic distance [9]. The properties of balls defined by using this distance are
analogous to that in ultrametric spaces. In this paper for an arbitrary fixed branch
we construct effectively a new branch such that the distance between branches is
an arbitrary rational greater than or equal to one. This crucial fact was proved
in [1]. This fact allows to show, for example, that equal balls have equal diameters.
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