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O DRZEWACH EGGERSA I KIELKACH OSOBLIWOSCI
KRZYWYCH ZESPOLONYCH

Andrzej Lenarcik (Kielce)

Drzewa Eggersa w zwiezly sposéb reprezentuja klase ekwisingularnosci kietka
osobliwos$ci krzywej zespolonej. Przeprowadzamy konstrukcje drzew Eggersa za po-
mocy naturalnie zdefiniowanej ultametryki w zbiorze kietkéw nierozktadalnych.
Anonsujemy dwa rezultaty. Podajemy opis osobliwosci niezdegenerowanej w sen-
sie Kouchnirenki. Definiujemy klase osobliwosci jednolancuchowych, dla ktérych
mozliwe jest odtworzenie typu ekwisingularnosci na podstawie jakobianowego wie-
lokata Newtona. Klasa ta obejmuje zaréwno kietki nierozktadalne, jak rowniez nie-
zdegenerowane osobliwoéci jednostyczne, dla ktérych tego typu rezultaty sa znane.

1 Preliminaria

Niech f € C{X,Y} bedzie szeregiem zredukowanym definiujacym kielek f = 0
krzywej zespolonej w 0 € C2. Gdy ord f > 2, kielek nazywamy osobliwym, gdy
ord f = 1 kielek nazywamy nieosobliwym (gladkim). Jezeli f jest nierozkladalny,
to kielek f = 0 nazywamy gal¢zig (galezig nazywamy takze szereg f). Oznaczmy
przez B zbiér galezi. W zbiorze tym jest okreslona ultrametryka [P1] zwana kon-
taktem:

(f7 9)0

d(f.9) = (ord f)(ordg)



10

Dla f,g,h € B mamy:

(d1) d(f,g) = co wtedy i tylko wtedy, gdy f i g definiujg ten sam kielek,
(d2) d(f,9) = d(g, f),

(ds) d(f,g) > min{d(f,h),d(g,h)}.

2 Kontakt i charakterystyka

Rozwazmy rosnacy ciag di < dy < ... liczb wymiernych> 1. Latwo sprawdzié,
ze istnieje jednoznacznie okreslony ciag par liczb calkowitych dodatnich (Ny, My),
(NQ, Mg), N taki, ze

M,

1 di = ,
(1) T (N1 . Np_1)2Ng

NWP(Ny, M) =1, k=1,2,...

Jezeli N > 1, to dj nazywamy wyrazem charakterystycznym a (Ng, My) parg
charakterystyczng ciggu.

Przykltad 2.1 Rozwazmy ciag (2, 5/2, 11/4, 23/8, 25/3). Mamy

2_2. 5 5 111
1 2 12.92’ 4 12.22.71°

23 23 . 25 400

8  12.22.12.92’ 3 12.22.12.922.3"

skad otrzymamy ciag par
(1,2), (2,5), (1,11), (2,23), (3,400).

Pozostawiajac w ciagu tylko wyrazy charakterystyczne (5/2, 23/8, 25/3) i po-
wtarzajac konstrukcje, otrzymamy te same pary charakterystyczne (2,5), (2,23),
(3,400).

Niech teraz f = 0 bedzie galezig i rozwazmy zbior
D(f) = {d(f,h): heB}.

Wykorzystujac teorig pélgrupy galezi dowodzimy, ze skonczone elementy zbioru
D(f) moga by¢ ustawione w ciag rosnacy oraz zbiér wyrazéw charakterystycznych
tego ciagu char(f) jest skonczony. Niech g(f) := #char(f). Mamy g(f) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy f = 0 jest galezia gladka. Dla galezi osobliwych wyrazy cha-
rakterystyczne char(f) porzadkujemy rosnaco: di(f) < ... < dg(f) i nazywamy
ciggiem kontaktow charakterystycznych. Ciagowi temu odpowiada ciag par charak-
terystycznych (n1,m1), ..., (ng, Mg) otrzymany z (1). Liczbe g = g(f) nazywamy
liczbq par charakterystycznych galezi.
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Uwaga 2.2 Powyzej zdefiniowane pary sa powiazane z klasyczng charakterystyka
potgrupy (B, - - -, Bg) przez zwiazek

@:&, k=1,....g.

Bo ny...Ng
Rozwazmy podzial zbioru gatezi B = ByUB, U.. ., gdzie By oznacza galezie gltadkie,
B galezie z jedna para charakterystyczng, itd. Mamy

Wtasnoéé 2.3 Niech f € B, g = g(f). Istnieje cigg gatezi f©O, ..., f& = f taki,
ze

(i) f(k)66k7k:07"'7g7

(11) d(f:f(k_l)) = dk(f)’ k= 1...,8.

O ciggu fO ..., f® powiemy, ze realizuje kontakty charakterystyczne. Galaz gla-
dka £ jest w tzw. maksymalnym kontakcie z f ([P2]). Ogélnie [GB-P]

dp = d(f, f*V) =sup{d(f,h): h€ Br_1}, k=1,....8.
Przyklad 2.4 Niech f bedzie galezig zdefiniowang przez szereg Puiseux
Y=X+X?4+X24X7%,

Mamy char(f) = (3/2, 15/8) oraz f©) odpowiada szeregowi Y = X, za$ (V) jest
zdefiniowane przez szereg Y = X + X3/2 + X2

3 Kule i1 drzewa

Do opisu drzewa Eggersa ([E], [GB]) wykorzystujemy jezyk kul w przestrzeniu
ultrametrycznej ([G-L-P]). Niech f € B i niech R € (1, +00). Zbiér

B(f,R)={g€B: d(f,g) > R}

bedziemy nazywaé kulg o érodku f i promieniu R. Zbior galezi B jest kulg o
promieniu jeden. Dwie dowolne galezie f,g € B definiujg kule

B(fvg) = B(f7 d(f).g)) = B(97 d(f?Q)) .

Dla kazdej kuli B C B definiujemy $rednice d(B) := inf{d(f,g) : f,g € B}. Jezeli
B = B(f,g),tod(B) = d(f,g). Kula B jest zdefiniowana przez dowolne dwie galezie
przecinajace sie transwersalnie. Dla kul By, By wprowadzamy czeSciowy porzadek
B; < By & By D By (naturalnie definiujemy ostra nieréwnosé). Przytoczymy za
Kuratowskim i Mostowskim definicje¢ drzewa.

Definicja 3.1 ([K-M], Rozdz. 2, Par. 9, Def. 6)

Zbiér X uporzadkowany przez relacje < nazywamy pseudodrzewem, jezeli dla do-
wolnego = € X zbiér poprzednikéw {y : y < x} jest laficuchem. Zbiér nazywamy
drzewem, jezeli zbiér poprzednikéw dowolnego elementu jest dobrze uporzgdkowany.
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‘Whniosek 3.2 Dowolny skonczony zbiér kul w B tworzy drzewo.

Kula B jest minimum w zbiorze wszystkich kul. Kule o nieskoficzonej $rednicy
nazywamy bialymi; pozostate kule sg czarne.

Definicja 3.3 Drzewo galezi f definiujemy wybierajac ciag galezi (O, ..., f(&) =
f realizujacych kontakty charakterystyczne. Drzewem jest tancuch kul

(2) By < By <...<Bg<A{f},

gdzie By = B oraz By, = B(f, f*~Y), k =1,...,g. Definicja nie zalezy od wyboru
ciggu. Dla gatezi gladkiej mamy By < {f}.

Przyklad 3.4 Niech f bedzie galezia z Przykladu 2.4. Mamy char(f) = (3/2,
15/8). Drzewo sklada sig z trzech kul czarnych i jednej bialej.

{1}

0
47 15/8
45 3/2
® 1
By

Definicja 3.5 Rozwazmy teraz dowolny kielek opisany przez szereg zredukowany
finiech f = f;... f. bedzie rozkladem na czynniki nierozkladalne. Drzewo kielka
jest suma kul wystepujacych w drzewach galezi oraz kul postaci B(f;, f;), 4,5 =

1,...,7r 1 # 7.

Przyktad 3.6 Rozwazmy kielek o trzech galeziach f,g,h € B zdefiniowanych
przez rozwinigcia Puiseux:

fo Y =X+X?4+X24X3

g : Y=X+X?+2X2

h : Y=X

Mamy char(f) = (3/2,15/8), char(g) = (3/2), za$ kielek h = 0 jest gladki. Ponadto
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d(f,9) = 7/4, d(f,h) = d(h,g) = 3/2.

{gt {/y M
O

(0.}
e 15/8
= 7/4
= 3/2
® 1
Bo

Okazuje sig, ze dotychczas zdefiniowane drzewo nie zawiera pelnej informacji o
klasie ekwisingularnosci kietka. Na przyktad drzewo nie zmieni sig, gdy w ostatnim
przykladzie galaZ h zastapimy przez galaz osobliwg h' zdefiniowang przez szereg
Y = X + 2X3/2. Zagadnienie to wyjasniamy w kolejnym rozdziale.

4 Kule i charakterystyka

Rozwazmy dowolna kule B C B o érednicy d = d(B). Zajmiemy si¢ zagadnieniem:
w jakim stopniu galezie f € B maja zgodng charakterystyke? Oznaczmy przez
char(f)4 uciety ciag charakterystyczny wyrazéw ostro mniejszych od d.

Wtasnosé 4.1 Niech B C B bedzie kulg o $rednicy d = d(B). Wéwczas dla do-
wolnego f,g € B char(f)q = char(g)q4.

Whniosek 4.2 Charakterystyka char(B) jest dobrze okreslona.

Analizujac kule z Przykladu 3.6, mamy char(B;) = 0, char(B3) = (3/2),
char(Bs) = (3/2). Formalnie charakterystyka jest zdefiniowana dla wszystkich kul:
char(Bj) = 0, za$ dla kul o nieskoniczonej $rednicy maja charakterystyke réwna
charakterystyce swoich galezi.

Definicja 4.3 Niech B bedzie kula, d = d(B), 1 < d < co. Méwimy, ze kula B
jest charakterystyczna (niecharakterystyczna), jesli liczba d w ciggu char(B) U {d}
jest wyrazem charakterystycznym (niecharakterystycznym) w sensie (1).

Kula Bj jest charakterystyczna, gdyz liczba 3/2 jest wyrazem charakterystycznym
ciggu char(By) U {3/2} = (3/2). Podobnie Bs, gdyz liczba 15/8 jest wyrazem
charakterystycznym w ciggu char(Bs) U {15/8} = (3/2,15/8). Kula Bj nie jest
charakterystyczna, gdyz liczba 7/4 nie jest wyrazem charakterystycznym ciagu
char(Bs) U {7/4} = (3/2,7/4). Konstrukcja (1) prowadzi tu do par (2,3), (1,7).
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Definicja 4.4 Niech B bedzie kulg o skoficzonej $rednicy d = d(B) < oo. Przyj-
mujac

(3) B ={feB:d(B)echar(f)} B"={f¢cB: d(B)¢char(f)}
otrzymujemy podzial kuli na czesé¢ aktywng B’ oraz pasywng B”.

Uwaga 4.5 Kula niecharakterystyczna sklada sie wylacznie z czeéci pasywnej.
Kula charakterystyczna ma obie czgsci niepuste.

W oznaczeniach z Przyktadu 3.6 kazda gataz kuli B; odpowiada jednemu z roz-
winieé

y=X+cX?4+..., ceC,
przy czym galaz lezy w czesci aktywnej Bj dla ¢ # 0 oraz w czesci pasywnej By
dla ¢ = 0. Odnotujmy

Wtasnoéé 4.6 Niech fO, ... f® = f bedzie ciggiem realizujgeym kontakty cha-
rakterystyczne dla galgzi f. Dla k = 1,...,g niech B, = B(f, f*~1) = B; U By..
Wéwezas f € B, oraz f*~1) € By.

W szczegdlnosci gltadkie kontakty maksymalne lezg zawsze w czesci pasywne;j.
Podstawsg definicji pelnego drzewa Eggersa bedzie

Wtlasnoséé 4.7 Niech B < C bedg dowolnymi kulami i niech B = B’ U B” bedzie
podzialem na cz¢$¢ aktywnq i pasywng. Wéwczas C C B’ lub C C B”.

Dotychczas zdefiniowaliSmy drzewo Eggersa jako zbiér uporzadkowanych kul w
przestrzeni ultrametrycznej. Kule te odpowiadajg wierzchotkom grafu. Krawedz
grafu bedzie odpowiadala kazdej parze B < C, bezposrednio nastepujgcych po
sobie kul, przy czym krawedz jest aktywna (zapisywana linia ciagla), jesli C C B’
lub pasywna (zapisywana linig przerywana), gdy C C B”. Ponizej prezentujemy
pelne drzewo Eggersa dla kietka fgh = 0 z Przykladu 3.6 oraz dla kietka fgh' =0
omawianego za tym przyktadem.

{9t {f} {g}oo {gp {fr {0}

O 0, (0]
\\ \\
‘\ B ," \\ B
¢S 158 Ny 15/8
A\ /7 N}
B ," 7/4 B, 7/4
(4
3/2 3/2
o, Y Y5, %/
] ]
| |
é 1 é 1
By By

Uwaga 4.8 Z wierzchotka niecharakterystycznego wychodzg tylko krawedzie pa-
sywne (co najmniej dwie); z wierzcholka charakterystycznego wychodzi co najwyzej
jedna krawedz pasywna i co najmniej jedna krawedz aktywna.
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5 Anonsowane rezultaty

Drzewa Eggersa pomagaja opisa¢ typ topologiczny kielka osobliwego w sposéb
zwiezly. Rozwazmy lancuch w drzewie Eggersa zlozony z nastepujacych po sobie
kul. Lancuch ten nazwiemy gladkim jezeli zaczyna sie od kuli B oraz wszystkie jego
polaczenia sg pasywne. Dwa takie lancuchy sa transwersalne jezeli B jest ich jedy-
nym elementem wspdlnym. Rezultat [GB-L-P| mozna wypowiedzieé nastepujgco:

Twierdzenie 5.1 Rozwazmy drzewo Eggersa kielka niezdegenerowanego w sensie
Kouchnirenki. Wowczas zachodzi jeden z przypadkow:

(i) wszystkie kule czarne tworzq gladki taricuch,

(ii) wszystkie kule czarne tworzq dwa gladkie transwersalne lancuchy.
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Zauwazmy, ze jezeli lancuch jest gladki, to istnieje galaz gltadka, ktéra nalezy do
wszystkich jego kul. Galaz te nazwiemy osig larnicucha gladkiego. Jezeli ostatnia
kula tancucha jest biala, to ona sama okreéla jednoznacznie o$ tancucha; jezeli
ostatnia kula jest czarna, to osig jest dowolna galaz wybrana z jej czeSci pasywnej.
Jezeli kielek spelnia zalozenia punktu (i) twierdzenia (punktu (ii) ), to wybierajac
uktad wspoélrzednych w ten sposéb, ze jedna z osi pokrywa sie z osig tancucha
(obie osie pokrywaja sig z osiami lancuchéw), otrzymamy uklad, w ktérym szereg
opisujacy kietek jest niezdegenerowany.

Kietek nazwiemy jednotlancuchowym, gdy wszystkie kule czarne w drzewie Eg-
gersa tworzg jeden lancuch. Teissier [T] zaproponowal niezmiennik osobliwosci
zwany jakobianowym wielokgtem Newtona. Mozna zada¢ pytanie, czy wielokat ten
okresla typ osobliwosci kietka krzywej? Eggers [E] podal przyklad, ze nie. Odpo-
wiedZ pozytywna uzyskujemy dla galezi [M] oraz dla niezdegenerowanych kietk6w
jednostycznych [L]. Ponizsze twierdzenie uogélnia dwa cytowane rezultaty.
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Twierdzenie 5.2 W klasie kietkow jednolancuchowych jakobianowy wielokqt New-
tona okresla typ ekwisingularnosci.

K
v

~

L
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On Egger’s tree and curve germ singularities

Summary. Egger’s tree is a brief representation of a curve germ singularity. We
present a construction of Egger’s tree by using naturally defined ultrametric in
the space of branches. We announce two results. We show a description of nonde-
generate curve singularity. Then we define a new class of singularities (with one
chain in the tree) for which the equisingulatity type is determined by the jacobian
Newton polygon. This new class includes branches and nondegenerate unitangent
singularities for which such results are known.
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