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Pokazujemy, ze istnieje wzajemna odpowiedniosé pomiedzy kietkami osobliwosci
krzywych o gladkich gateziach i przestrzeniami ultrametrycznymi z ultrametryka
o warto$ciach w zbiorze T' = {1,2,...} U {oo}. Konstruujemy dwa niezmienni-
ki wielomianowe, ktére sa identyczne dla krzywych ekwisingularnych (przestrzeni
izometrycznych). Prezentujemy wlasnoéci niezmiennikéw, ktére umozliwiaja ich
efektywne obliczanie. Konstruujemy dwie krzywe nieekwisingularne (przestrzenie
nieizometryczne) o identycznych niezmiennikach wielomianowych.

1 Przestrzenie ultrametryczne

Przytaczamy definicje przestrzeni ultrametrycznej za [K]. Tréjke (X, T, d) nazywa-
my przestrzeniq ultrametryczng jezeli X jest zbiorem, I' jest przestrzenia liniowo
uporzadkowana z elementem maksymalnym oo oraz d : X x X — I' jest funkcja
(ultrametryka), ktéra dla dowolnych z,y, z € X spelnia wlasnosci:
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(d1) d(z,y) = oo wtedy i tylko wtedy, gdy = =y,
(d2) d(.’E, y) = d(yv 1'),
(ds) d(z,z) > min{d(z,y),d(y, 2)}.

Wilasno$é (ds) nazywamy silng nieréwnosciq tréjkqgta. Wnioskiem z powyzszego
jest wlasnosé:

(d4) jezeli d(xa y) # d(y7 Z)a to d(l’, Z) = min{d(x7 y)v d(ya Z)}

W tym artykule I jest zawsze podzbiorem liczb rzeczywistych. Zbiér ten traktujemy
domysélnie.

Przyktad 1.1 Niech X = {xq,..., 2, } bedzie zbiorem skoticzonym i niech 7y, ...,
~n bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych (y; rozumiemy jako odleglosé ele-
mentéw x;_1 oraz z; dla i = 1,...,n). Kladac d(x;,x;) = oo, dla i = 0,1,...,n,
oraz

d(z;, x;) = d(zj,z;) = min{y,;11,...,7;}, dla0<i<j<n,

otrzymujemy przestrzen ultrametryczna. Jezeli w przestrzeni tej wprowadzimy po-
rzadek indukowany przez numeracje¢ elementéw (z; < z; < ¢ < j), to dla dowolnych
x,y,z € X spelniona jest wlasnoéé

(d%) jezeli x < y < z, to d(z, z) = min{d(z,y), d(y, )}

Lemat 1.2 Niech X bedzie skoniczong przestrzeniq ultrametryczng. Wowczas ist-
nieje porzadek liniowy w X taki, Ze zachodzi (dj).

Definicja 1.3 Porzadek, o jakim mowa w Lemacie 1.2, bedziemy nazywaé porzqd-
kiem dopuszczalnym dla danej przestrzeni ultrametrycznej. Porzadek ten nie musi
by¢ okreslony jednoznacznie.

Przyklad 1.4 (ultrametryka Ploskiego [Ch-P])
Niech f,g € C{X,Y} beda szeregami nierozkladalnymi. Wéwczas

(fv g)O
(o1d f)(ord g)

spelnia aksjomaty przestrzeni ultrametrycznej.

Jezeli f, g sa gladkie, to d(f,g) = (f,9)o-

Twierdzenie 1.5 Niech X bedzie skoniczong przestrzenig ultrametryczng o war-
tosciach w {1,2,...} U {co} takg, ze X = {x1,...,2,}. Wowczas istnieje krzywa
f=f...fn e C{X,Y} o gladkich galeziach taka, ze

(1) d(f,9) =

(2) d(l‘i,l'j):(fi,fj)o dla i,jzl,...,n.
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Dow6d. Mozemy zalozyé, ze porzadek w X = {z1,...,x,} jest dopuszczalny,
tzn. d(zi—1, 2;41) = min{d(z;_1, 2;), d(z;,z;41)} dla ¢ = 2,...,n — 1. Nastepnie
definiujemy ciag krzywych fi,..., f, ktadac:

A=Y, fi=fio+ XWEom) =2 n

latwo sprawdzamy, ze zachodzi (2).

2 Drzewa

Pokazemy, ze kazda skoficzona przestrzen ultrametryczna ma model w postaci drze-
wa. Drzewo rozumiemy jako zbiér wielokatow na plaszczyznie euklidesowej. Punkty
Zg,T1,..., T, Utozsamiamy z punktami utozonymi na prostej, zgodnie z numeracja.
Kazdemu odcinkowi taczacemu x;_1 z x; odpowiada wielokat W; (i =1,...,n).

Lo T1 i) e Tn—1 Tn

Odlegtosé d(xz;—1, z;) odezytujemy na podstawie najwyzej polozonego wierzchotka
wielokata W;. Liczbe ta bedziemy nazywali umownie rzedng wielokata (drzewa).

d(%‘—h %)

Ti—1 Xy

Odlegtosé d(z;, x;) (i < j) odezytujemy na podstawie rzednej najwyzej potozonego
wierzchotka wielokata W1 U... U Wj.

Kazde drzewo definiuje ultrametryke w zbiorze X = {zg, 21, ..., 2z, } (por. Przy-
klad 1.1). Fakt, ze kazdej skoficzonej przestrzeni ultrametrycznej odpowiada drze-
wo, wynika z Lematu 1.2. Laczac Lemat 1.2 i Twierdzenie 1.5 otrzymujemy wniosek,
ze istnieje wzajemna odpowiednioé¢ pomiedzy krzywymi o komponentach gtadkich
i drzewami o catkowitych i dodatnich rzednych. Obserwacja ta pozwola definiowaé
krzywe za pomoca drzew.
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3 Niezmienniki wielomianowe

Definiujemy dwa niezmienniki wielomianowe skonczonych przestrzeni ultrametrycz-
nych. Wykorzystamy elementarne wlasnosci wyznacznika. Niech A bedzie macierza
kwadratowa zbudowana z liczb rzeczywistych i oznaczmy przez 1 macierz zlozona
z samych jedynek. Latwo zauwazy¢, ze det(A + 1¢) = det A + «t, gdzie a € R jest
liczbg réwna sumie dopelnien algebraicznych macierzy A. Liczbe te bedziemy ozna-
czaé det’A. Niech A i B beda macierzami kwadratowymi (niekoniecznie réwnych
wymiaréw). Oznaczmy

AxB = [ 1(4)1 g ]
Woéwczas zachodzi
(3) det’(A * B) = det’ Adet B + det Adet'B .
Definicja 3.1 Niech X = {x1,...,2,} bedzie skoniczona przestrzenia ultrame-
tryczna. Definiujemy dwa wielomiany zmiennej X:
X d(z1,22) ... d(z1,zp)
w(X) = det d(za, 1) X coo d(zo,p)
d(x.n.,.xl) d(a:'n.,.xz) X
oraz
X d(xy,22) ... d(z1,2zp)
B(X) = det’ d(xa,x1) X coo d(mo,xp)
d(inar) damas) ... X

YLatwo sprawdzamy, ze oba wielomiany sa identyczne dla przestrzeni izometrycz-
nych. Bedziemy je nazywa¢ wielomianami charakterystycznyms.

Whniosek 3.2 W przestrzeni krzywych o komponentach gtadkich wielomiany cha-
rakterystyczne sa niezmiennikami ekwisingularnosci.

Przyktad 3.3 Rozwazmy n-elementowa przestrzen ultrametryczna, w ktoérej od-
leglosé kazdych réznych punktéw wynosi zero. Sprawdzamy, ze w(X) = X" oraz

@(X) = nX" L.
OSSR
M

n

Wtasnoéé 3.4 Niech w(X) oraz w(X) bedg wielomianami charakrerystycznymi
przestrzens ultrametrycznej. Jezeli kaZdg skoriczong odlegtosé powiekszymy o stalg
wielko$é d, to wielomiany dla otrzymanej w ten sposob przestrzeni bedg miaty postaé

wiX)=wX —d) +dw(X —d), dYX)=w(X —d).
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Operacje zdefiniowang powyzej bedziemy nazywaé przesunieciem przestrzeni ultra-
metrycznej.

Przykltad 3.5 Przesuwajac przestrzen z Przykladu 3.3 otrzymamy

wi(X)=(X —d)"+nd(X —d)"', oYX)=nX-d)" .

Progiem przestrzeni ultrametrycznej bedziemy nazywaé minimalna odlegtosé dwaéch
punktéw tej przestrzeni. Niech X, Y, beda przestrzeniami ultrametrycznymi, kto-
rych progi sa nie mniejsze od ustalonej liczby d. Wéwczas w zbiorze X UY mozemy
naturalnie zdefiniowaé¢ ultrametryke: przez dziedziczenie w komponentach X, Y
oraz przyjmujac d(z,y) = d dla € X iy € Y. Operacje te bedziemy nazywaé
sklejeniem przestrzeni ultrametrycznych na poziomie d.

Wtasnosé 3.6 Niech wi (X), w1 (X) bedg wielomianami charakrerystycznymi prze-
strzeni X, za$ wo(X), we(X) wielomianami charakrerystycznymi przestrzeni Y.
Wéwezas wielomiany charakterystyczne w(X), w(X) sklejenia X UY na poziomie

zero majg postaé

4 Zastosowanie drzew do konstrukcji osobliwosci

Rozwazmy krzywa {f = 0} zdefiniowana za pomoca drzewa

222222
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oraz krzywa {g = 0} zdefiniowana za pomoca drzewa

Wykonujac wielokrotnie operacje sklejania i przesuwania sprawdzamy, ze krzywe
maja jednakowe wielomiany charakterystyczne. Poniewaz krzywe te nie sg ekwisin-
gularne (maja np. inne kolekcje Teissiera (g, mq,) [T]), zatem wielomiany charak-
terystyczne nie pozwalaja rozrézniaé¢ klas ekwisingularnosci krzywych o galeziach
gtadkich. Ciekawostka jest fakt, ze krzywe {f = 0} i {g = 0} maja jednakowe nie-
zmienniki > gm, oraz Y ¢?m, (momenty pierwszego i drugiego rzedu). Pierwszy
z nich jest Scidle zwiazany z liczba Milnora.
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ON ULTRAMETRIC SPACES, GERMS WITH SMOOTH BRANCHES, TREES
AND POLYNOMIAL INVARIANTS

Summary. We show that there exists one-to-one correspondence between curve
germs with smooth branches and finite ultrametric spaces with distances in the set
{1,2,...} U{oc}. We construct two polynomial invariants which coincide on equ-
isingular germs (isometric spaces). We present some properties of these invariants
that are convenient for their computations. We show two non-equisingular germs
(non-isometric spaces) with the same polynomial invariants.

Lodz, 7 - 11 stycznia 2008 .






