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ALGORYTM NEWTONA I SZEREGI PUISEUX

Andrzej Lenarcik (Kielce)

Naucz nas liczyé dni nasze ... (Ps 90,12)

Wstep

W atrykule zaprezentowany jest konstruktywny dowdd klasycznego twierdzenia
Newtona-Puiseux o istnieniu rozwigzania réwnania f(X,Y) = 0, gdzie f jest
szeregiem formalnym nad cialem algebraicznie domknietym charakterystyki zero.
Podajemy przyklad, ze twierdzenie NP nie jest prawdziwe dla cial o skoniczonej
charakterystyce (Przyktad 3.3). Informacje na ten temat dla cial o skonficzonej
charakterystyce mozna np. znalezé w [C] lub [R].

Gléwnym narzedziem w prezentowanym dowodzie jest zmodyfikowany algorym
Newtona opracowany na podstawie [W]. Ta wersja algorytmu stosowana jest takze
w innych pracach np. [Can], [KP]. W literaturze mozna znalezé wiele dowodéw
twierdzenia Newtona-Puiseux. Wymienmy klasyczne pozycje [A], [BK] [Ch], (...).
Obszerny wyklad o rozwinigciach Puiseux i diagramach Newtona znajdziemy w [P].

1 Twierdzenie Newtona-Puiseux

Rozwazmy szereg formalny f € k[[X,Y]] (k = k, chark = 0) bez stalego wyrazu
oraz réwnanie

fX,Y)=0. (1)
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Naszym celem jest wyznaczenie szeregu formalnego
y(X) = ar X +ax X%+ ..., q #£0

spelniajacego (1), gdzie 0 < 6, < 02 < ... sa liczbami wymiernym o wspélnym mia-
nowniku. Mamy y(X) € k[[X]]* = U, >, k[X'/"]] (zbidr szeregow Puiseuz). Jak
zwykle ordy(X) = 61, iny(X) = a1 X% (ord0 = +o0, in0 = 0) oraz ord(y 1) =
ordy; + ord ya, ord(y1 + y2) > min {ord y;,ord y2}. Kazdy szereg Puiseux y(X) =
a1 X"/ 4 aaX72/™ 4 .. spelniajacy (1) dostarcza parametryzacji z(T) = T,
y(T) = a1 T" + axT"? + ... takiej, ze f(z(T),y(T)) =0, z(T),y(T) € k[[T]]-

Dla szeregu f(X,Y) = Y fapX°Y? € K[[X,Y]], fap € k definiuje si¢ no-
énik supp f = {(a,8) € R* : fap # 0}. Diagram Newtona Ay = A(f) jest
najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym (supp f) + R3 (Ry = {z: = >
0}). Lamana Newtona Ny = N(f) jest zbiorem zwartych odcinkéw brzegu dia-
gramu, parami nieréwnolegtych. Dla odcinka S € Ny przez |S|; i |S|2 oznaczamy
dhugosci rzutéw S odpowiednio na o$ pozioma i pionowa. Wielomian in(f,S) =
Z(Ouﬁ)e g fapX @Y # nazywamy forma poczatkows szeregu f wzgledem odcinka S.

Teraz mozemy wypowiedzie¢

Twierdzenie 1.1 (Newton-Puiseux). Niech f € k[[X,Y]]\ {0}, S € Ny ia €
E\ {0}. Woéwczas aXS1/1812 jest pierwiastkiem in(f,S) w k[[X]]* wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje rozwigzanie y(X) € k[[X]]* réwnania f(X,Y) = 0 takie, Ze
1ny(X) = aX‘S‘l/‘S“Z.

Dowdd latwiejszej implikacji (<) podany jest w Rozdziale 2 (Wniosek 2.5). Dowdéd
implikacji (=) (twierdzenie o istnieniu rozwiazania) znajduje sie w Rozdziale 4.
Dla S € Ny, iloraz |S|1/|S|2 bedziemy nazywaé inklinacjq S; liczby «(S), B(S) sa
takie, ze a/a(S) + B/6(S) =1 jest réwnaniem prostej zawierajacej S.

2 Rodziny sumowalne [C]

W tym rozdziale zastanawiamy si¢ nad sensem algebraicznym wyrazenia
F(X,y(X)), gdzie [ € K[X,Y] i y(X) € MIX]". Niech f(X,Y) = ¥ V" i
y(X) =1+ X. Wéwczas f(X,y(X)) = ;2,(1+ X)*. Tu niemozliwe jest dodanie
do siebie poszczegdlnych sktadnikéw w sposéb algebraiczny, gdyz nieskonczenie
wiele jednomianéw ma takie same wykladniki.

Definicja 2.1 Rodzing {¢;}, ¢i € K[[X]]* nazywamy sumowalng, gdy dla kazdej
dodatniej statej M zbidr {i : ord p; < M} jest skoriczony.

Uwaga 2.2 Niech {¢i}, pi € k[[X]]* bedzie rodzing sumowalng. Wiéwczas
(i) > i jest dobrze zdefiniowana,
(ii) min (ord p;) jest dobrze zdefiniowane,

(iii) ord(>_ ;) > min (ord ¢;) = min.
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(iv) Nierdwnos¢ (iii) jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy

Z inp; =0,

ord ¢; =min
i wowezas #{i: ordy; = min} > 2.

Dowdd. Ustalmy wyktadnik . Poniewaz tylko skoriczona liczba szeregéw ma rzad
mniejszy od o, wigc ® moze wystapic tylko w tych szeregach. Zatem wspoélczynnik
przy x? jest dobrze zdefiniowany dla dowolnego « i tym samym cala suma.

Minimum rzedéw jest dobrze okreslone, gdyz ustalajac dowolnie wyktadnik «
wiekszy od ktéregokolwiek z rzedéw, mozemy ograniczy¢ sie do rzedéw mniejszych
od «, a tych jest skoriczona liczba.

Nieréwnosé (iii) wynika z inkluzji supp (> ¢;) C |Jsupp ¢;. Jest ona silna wte-
dy i tylko wtedy, gdy wyrazy minimalnego rzedu redukuja si¢ miedzy soba. Zatem
w tym przypadku wyrazy te muszg pochodzi¢ od co najmniej dwdéch szeregow.

Wiasnogé 2.3 Niech f = 3 fapX°Y? € K[[X, Y]]\ {0} oraz y(X) € k[[X]]",
ordy(X) > 0. Poléimy pap(X) = fapX*y(X)? dla (o, B) € supp f. Wowczas
rodzina {pap} jest sumowalna.

Dowdd. Jezeli y(X) = 0 w k[[X]]*, to stwierdzenie jest oczywiste, gdyz rodzina
{fa,0X} jest sumowalna. Jezeli y(X) # 0, to oznaczmy 6 = ordy(X), 0 < 6 <
+o00. Mamy ord o = a + (6. Ta liczba ma interpretacje geometryczng. Prosta,
ktéra przechodzi przez (a, (), prostopadla do wektora [1, 6], przecina os pozioma
w punkcie o odcietej a + 56. Ustalmy M > 0.

y A

at o
Prosta o + 80 = M jest prostopadla do [1,6] i przechodzi przez (M,0). Aby
zakonczy¢ dowod wystarczy zauwazyé, ze
ord g < M < (o, 8) lezy ponizej proste;j .
Laczac Uwage 2.2 z Wlasnoscig 2.3 otrzymujemy
Whniosek 2.4 (przy wezesniejszych zatozeniach i oznaczeniach)
(1) f(X,y(X)) =>" pap jest dobrze zdefiniowana,
(i) ord f(X,y(X)) jest dobrze zdefiniowany,
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(iii) ord f(X,y(X)) > min{a+ 30 : («, ) € supp f} = min.

(iv) Nierdwnosé w (iil) jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy >_, \ gp—min N Pap =0
i wowczas zbior {(a, f) € supp f 1 a+ 0 = min } jest co najmniej dwuele-
mentowy.

Liczba o(f, Ay) = min{a + 8 : (o, ) € supp f}, wystepujaca w (iii), moze by¢
zinterpretowana geometrycznie. Prosta P podpierajaca diagram Aj, prostopadia
do [1, 0], przecina o$ pozioma w punkcie o odcigtej (0, Ay).

Zdefiniujmy forme poczqtkowq wzglgdem kierunku [1,6] *

in(f,0) = > fapXY? .

at+B0=a(0,Ay)

Poniewaz in ¢ap = in[fasX“y(X)?] = fapX*[iny(X)]? zatem

Z npas = in(f’ 9)(X7 iny(X)) .

atBo=a(0,A¢)

P [1,6] PR 10
Ay Ay
S
a0,87) o(S) = a0, Af)

Jezeli zbiér punktéw (a, B) € supp f takich, ze a4 60 = «(0, Ay) ma przynajmniej
dwa elementy, wéwczas istnieje S € Ny zawarty w prostej P. W tym przypadku
6 = |S]1/|S|2 oraz in(f,0) = in(f,S). Wéwczas bedziemy oznaczaé «(f, Ay) =
a(S). Uwzgledniajac nowe oznaczenia mozna powtérnie zredagowaé Wiasnosci 2.4
(iii) oraz (iv).

iii)" Jezeli rzad 6 = ord y(X) jest dodatni, to ord f(X,y(X)) > (6, Ay).

(
(iv)" Nieréwnos$¢ w (iii)’ jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje S € Ny taki,
ze 0 = |S|1/|S|2 oraz

in(f,8)(X,iny(X))=0. (2)

Od razu mamy

Whiosek 2.5 Jezeli y(X) € E[[X]]*, 0 < ordy(X) < +oo jest rozwigzaniem
réwnania f(X,Y) =0, to istnieje S € Ny taki, ze zachodzi (2).

INotacja moze byé¢ nieco mylaca, gdyz uzywamy liczby 6 lub odcinka S na miejscu kropki w

in(f,-).
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Dowdd. Jezeli f(X,y(X)) =0, to oczywiscie +00 = ord f(X,y(X)) > a(0,Ay) i
korzystamy z (iv)’.
W ten sposéb udowodnilismy implikacje (<) w Twierdzeniu 1.1.

3 Algorytm Newtona

Wniosek 2.5 podpowiada, ze aby wyznaczy¢ pierwszy wyraz rozwigzania o dodat-
nim rzedzie, wystarczy wziaé¢ pod uwage pierwiastki formy poczatkowej in(f,S) w
E[[X]]* dla S € Ny. Zauwazmy, ze y = 0 jest rozwigzaniem f(X,Y) = 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy

y| f < f(X,0) =0« Ay nie dotyka osi poziome;j.

Idea algorytmu Newtona jest nastepujgca. Niech a; X% bedzie forma poczatkows,
rozwigzania
Y(X) = a1 X + ax X% 4 as X% 4+ ... .

Aby znalez¢ drugi wyraz oznaczmy

9(X)=as X% +az X% + ... .

Mamy
0 FXy(X) = F(X, a1 X" + aa X + a3 X% + )
= F(X a X" 4 (X))
= [(X,9(X)),
gdzie

f(X,Y)=f(X,a1 X" +Y) .

Zatem w celu wyznaczenia a; X% wystarczy wybraé S e N(f) taki, ze |S]1/|S|s >
01 a nastepnie dowolny pierwiastek formy in(f,S). Ta procedura moze by¢ kon-
tynuowana.

Teraz postuzymy sie wyzej zaprezentowang idea w trzech konkretnych przykta-
dach.

Przyklad 3.1 Rozwazmy réwnanie Y2 +Y — X = 0. Support ma trzy punkty
(0,3), (0,1) i (1,0). Lamana Newtona Ny ma jeden odcinek S, ktéry taczy (0,1) i
(1,0). Mamy in(f,S) =Y — X z jedynym pierwiastkiem y(X) = X. Zatem

FXY) = f(X,X+Y)= (X +Y)}+V .

Lamana N (f) ma jeden odcinek taczacy (0,1) z (3,0) oraz ir}(f, S)=Y 4 X3z je-
dynym pierwiastkiem y(X) = —X3. Mozemy kontynuowaé: f(X,Y) = f(~X, —X3~—|—
V) =3X2(-X?+Y)+3X(-X?+Y)?+Y?+Y. Mamy jeden odcinek S € N'(f)
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i in(f,g) =Y — 3X® z pierwiastkiem y(X) = 3X°. Otrzymali$émy trzy wyrazy
rozwigzania

y(X) =X — X3 4+3X°— ...

W tym przypadku mozna takze stosowaé twierdzenie o funkcji uwiklanej, gdyz
szereg [ jest nieosobliwy w zerze.

A

-2
RN - AL L
B
—1 8 - 8 i

Przyklad 3.2 Teraz rozwazmy krzywa osobliwg f = Y6 —3XY44+3X2Y2 - X3 —
2XYS+4X2%Y3-2X3Y +8X5. Mozemy zapisaé prosciej f = (Y2—X)3—-2XY (Y2—
X)? 4+ 8X5. Mamy doktadnie jeden odcinek S € N7, ktéry taczy (0,6) z (3,0).
Forma in(f,S) = (Y2 — X)? = (Y — X'/2)3(Y + X'/?)3 ma dwa pierwiastki X!/2
oraz — X1/ w E[[X]]* (nie uwzglgdniamy krotnosci), dlatego mamy dwie mozliwosci
kontynuowania algorytmu. Wybierzmy najpierw y(X) = X 172§ polézmy

JXY) = X, XV24Y)=
= Y3V +2XY2)% —2X(Y + XV2)Y2(Y 4+ 2X1/2)? 4 8X° .

Lamana N (f) ma teraz dwa odcinki o inklinacji wigkszej od 1/2: odcinek A, ktéry
taczy wierzcholki (3/2,3) 1 (5/2,2) oraz odcinek B taczacy (5/2,2) i (5,0). Mamy

in(f,A) = 8X3/2y® _g8x°%2y? =gx3/2y(y — X),
in(f,B) = —8X°2(Y — X°/*4)(v 4+ X%/*),

zatem istniejg trzy mozliwosci kontynuowania algorytmu. Analogicznie otrzymamy
trzy $ciezki startujac od pierwiastka y(X) = =X 1/2 W dalszych krokach nie bedzie
juz wiecej rozgatezien. OtrzymalisSmy szes$¢ rozwigzan

P(X)=X"2 4 X +..., ya(X) = -X"2 4 X+ ...,
(X)) = X124 X5/ 4 ys(X) = X2 pixh
y3(X) = X12 - X5/ 4 ye(X) = X2 ixB
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Przyklad 3.3 Stosujac algorytm Newtona do f = Y2+ X+ XY w charakterystyce
2 otrzymamy szereg

y(X) :X1/2 +X3/4+X7/8+X15/16+X31/32+

Latwo sprawdzi¢, ze y(X) jest rzeczywiscie rozwigzaniem, gdyz (¢ +cg +...)? =
c? +c%+.... Zatem

Y(X)? + X + X y(X) = 2(X /2 4 X34 4 XT/8 4 x19/16 L x31/32 Ly — ¢,

Przyklad ten pokazuje, ze w charakterystyce skoniczonej algorytm Newtona moze
prowadzi¢ do rozwiazan, ktére nie sa szeregami Puiseux.

Rozdzial ten zakonczymy nastepujgcym komentarzem.

Komentarz 3.4 Aby stosowaé kolejne kroki algorytmu Newtona musimy rozwazaé
szeregi [(X,Y) = fapX°YP € k[[X/? Y]] dla dodatnich calkowitych Q. Oczy-
wiscie mozemy tutaj zdefiniowa¢ Ay oraz Ny. Réwniez na te szeregi w sposéb
naturalny uogélniamy pojecie rodziny sumowalnej. Wéwczas dla y(X) € k[[X]]*,
ordy(X) > 0, mozemy poprawnie zdefiniowaé f(X,y(X) +Y) jako sume rodziny
{ap}, gdzie pos = fapX*(y(X) +Y)P. Ponadto dla y(X) istnieje minimalne ¢
takie, ze y(X) € k[[X/9]]. Wéwczas f(X,y(X) +Y) € k[[X'/94,Y]].

4 Dowdd istnienia rozwigzania

W tym rozdziale dowodzimy implikacji (=) w Twierdzeniu 1.1. Trzeba udowodnic,
ze:

e kontynuacja algorytmu jest zawsze mozliwa,
e istnieje wspdlny mianownik dla wszystkich wykladnikéw,
e zbudowany szereg spelnia réwnanie.

Zaczniemy od nastepujacych faktow. Przez forme quasi-jednorodng rozumiemy
wielomian, ktérego nosnik zawarty jest w proste;j.
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Fakt 4.1 Niech g(X,Y) € k[X,Y] bedzie formq quasi-jednorodng, ktérej nosnik
ma przynajmniej dwa punkty. Polézmy S = conv (supp g). Wéwczas

(a) istnieje h forma jednorodna stopnia d = NWP(|S|1,|S]2) taka, ze g(X,Y) =
XEYh(XP, YY) gdzie p = |S|1/d, ¢ = |S|2/d.

(b) Jezeli g(X,Y) ma tylko jeden pierwiastem w k[[X]]* (bez krotnosci), to musi
by¢ q =1, n =0 oraz h musi byé czystq potegq.

4

€ ISh
Dowéd. (a) Mozna zapisa¢ g w postaci g = X¢Y gy, gdzie gy = aX¥I + .. +
bY'15l2 ¢ k(X Y], ab # 0. Jezeli (o, 8) € supp g1 wéwezas a/|S|y + B/|S]2 = 1.
Teraz sprawdzamy, ze dla kazdego takiego (v, 8) istnieja i, j takie, ze (XP)!(Y9)J =
X°YP i+ j=d, skad g1(X,Y) = h(XP,Y9) i h jest formg jednorodna stopnia d.
(b) Niech teraz h(X,Y) =b(Y —c1 X)™ ... (Y —¢s X)) gdzie ¢, ...,cs € k\{0}
sg parami rézne. Wowczas

g(X,Y) =bXY (YT — ) XP)"L ... (Y9 — ¢, XP)"

jest rozkladem g na czynniki w k[X,Y] (réwniez w k[[X,Y]]). Poniewaz char k =
0, ¢; ma dokladnie ¢ réznych pierwiastkéw ¢;1,...,¢; 4 stopnia ¢. ([B], Tw. 3,
Rozdz. IV, Par. 1). Dla dowolnego i = 1,...,s mamy zatem rozklad

V9= XP = (Y — it XP/9) (Y — ¢, XP/9) .

Otrzymujemy w ten sposéb rozklad formy ¢(X,Y") na czynniki w k[ X /9, Y]], przy
czym wszystkie ¢11,...,C1,q,---5Cs,15---,Cs,q € k\ {0} sg rézne!
Jezeli teraz g ma tylko jeden pierwiastek w k[[X]]*, to s = ¢ = 1 oraz n = 0.
W tym przypadku
g(X,Y) =bXS(Y — cXP)".

Bedziemy potrzebowaé ponizszego ogdlniejszego sformutowania Faktu 4.1. Forma
quasi-jednorodng nazywamy wielomian, ktorego nosnik zawarty jest w pewnej
proste;j.

Fakt 4.2 Niech g(X,Y) € Ek[XYQ)Y] bedzie formq quasi-jednorodng takq, Ze
#supp g > 2. Polézmy S = conv (supp g). Wdowczas
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(a) istnieje forma jednorodna h stopnia d = NWP(|S|1Q, |S|2) taka, ze g(X,Y) =
XEYnh(XP/Q YY) gdzie p=|S1Q/d, ¢ = |S|2/d.

(b) Jezeli g(X,Y) ma doktadnie jeden pierwiastek w k[[X]]* (bez krotnosci), to
q=1,71=0 oraz h jest czystq potegq.
Dowéd. Bierzemy g(X,Y) = g(X?,Y) i stosujemy Fakt 4.1.
Ponizszy lemat opisuje jeden krok algorytmu Newtona.
Lemat 4.3 Niech f € k[[XV/Q,Y]], S € Ny, Y = aX? pierwiastek in(f, S). Niech
D, q bedq wzglednie pierwsze takie, ze = |S|1/|S|2 = p/(Qq). Poléimy f(X,Y) =
f(X,aX?4+Y) € K[[X/(QD Y]]. Wowczas co najmniej jeden z ponizszych warun-
kow jest spetniony:
(1) y(X) =0 jest rozwigzaniem réwnania f(X,Y) =0,
(I1) istnieje odcinek S € N(f) taki, ze
(2) 1S11/15]2 > |S11/15]2,
(b) a(s) = a(s) +1/(Qq),
(c) degy in(f,S) > degy in(f, S) i jezeli zachodzi réwnodé, to q = 1.

\77077371 Po---

gd él :92'.::. .
Dowdd. Istnieje rozklad (skoriczony lub nieskoriczony)

f=90+n+gp+..., (3)

gdzie go, g1, g2, - - - jest ciagiem niezerowych form quasi-jednorodnych, go = in(f, 5),
g;j € k[X 1/Q Y] oraz istnieje ciag prostych Py, Py, Pa, ... réwnoleglych do odcinka
S takich, ze supp g; C P;. Mozna sprawdzi¢, ze odcigta punktu przecigcia kazdej
prostej z osig poziomg ma postaé

(liczba catkowita)/(Qq) . (4)

Poniewaz 6 = |S|1/|S|2, zatem po podstawieniu aX? +Y w miejsce Y dla kazdego
4, support formy quasi-jednorodnej ;(X,Y) = g;(X,aX?+Y) pozostaje wewnatrz
prostej P;. To znaczy, ze suma

=G0+ +G2+ ... (5)
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jest rozwinieciem postaci (3) dla f i mamy wazng rownosé
in(f,0)(X,Y) = Go(X,Y) = go(X,aX’ +Y) = in(f, 9)(X,aX’ +Y) .

Teraz poréwnajmy rozwinigcia (3) i (5). Gérne korce suppg; oraz supp g, sa
identyczne ze wzgledu na degy g; = degy g;, ale dolne konce ogélnie rzecz biorac
zmieniajg sig¢. Latwo pokazac, ze rzedne dolnych koniicéw dla supp g; sg takie same
jak krotnosci aX? jako pierwiastka g;. Oznaczmy | = degy go = degy in(f,S) i
niech r bedzie krotnoscig aX9~jak0 pierwiastka in(f,S). Mamy [ > r > 1. Jezeli
zbiér {(a, B) : B < r}Nsupp f jest pusty woéwczas f dzieli sig przez Y i warunek
(I) lematu jest spemiony.

Po PP ‘7)07731 Py

; gérne korice
«— nie zmieniajg si¢
A l

dolne konce

/ na ogét  —_ 7|
% zinieniajg sig —

909192 ... Jgo g1 §2'~ x

Zatézmy, ze {(a,B) : B < r} N supp f jest niepusty. Wowezas istnieje odcinek
S € N(f) ponizej prostej 3 = r.

17)077

Nieréwnosé (a) jest jasna. Nieréwnosé (b) jest konsekwencjg (4). Dla sprawdzenia
nieréwnosci w (c) wystarczy zauwazy¢

degy in(f,S) =1>r > degy in(f, S) .
Jezeli teraz degy in(f, S) = degy in(f, S) wéwczas | = r i aX? jest jedynym pier-
wiastkiem in(f, S) w k[[X]]*. Z Faktu 4.2(b) mamy ¢ = 1, co koniczy dowdd lematu.

Dowéd twierdzenia 1.1 (=). Korzystajac z Lematu 4.3 mozna skonstruowaé
skoniczong lub nieskoniczong liczbe kolejnych wyrazéw rozwiazania. W kazdej ite-
racji stosujemy punkt (I) lub (II) lematu. Nalezy podkreslié, ze wybdr Sciezki
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algorytmu na ogét nie jest jednoznaczny. Jezeli (I) zostalo wybrane w jakimkolwiek
kroku, to procedura jest przerywana i zbudowane rozwigzanie posiada skonczong
liczbe sktadnikéw.
Zacznijmy od f(X,Y) € k[[X,Y]], S € Nj i aX? jest pierwiastkiem in(f, S)
(0 = |S|1/|S|2). Potézmy f) = f, S =8 a; X% =aX? Q, = 1. Zalézmy, ze
ciagi
O @ s @ g X0 e X% Q... Qs

zostaly juz zdefiniowane. Teraz mozna zastosowaé lemat do f(i)(X ,Y)
€ k[XVQ Y]], S© € N(f®) oraz a; X% jako pierwiastka in(f®,S®). Niech
pi,q; > 0 beda wzglednie pierwsze takie, ze [S®|,/|S® |y = p;/(Qiqs). Polézmy
Qi+1 = Qiq; i rozwazmy

FEDX,Y) = fO(X,Y) = fO(X,a; X% +Y) € k[ XV, Y]] .
Jezeli zostalo wybrane rozwigzanie y = 0 réwnania f0+1 = 0, wéwczas
y(X)=a X" + .. 4a; X%
jest rozwiagzaniem dla f = 0, gdyz

0 = (X0 =X, a,X% =...= fOX,a X" +... 4+ a; X%)
= [(Xy(X)).

Druga mozliwoscig (Lemat 4.3 IT)jest wybér odcinka SGH+D = §G) ¢ N(f0+1)
o inklinacji 6,4, silnie wigkszej od inklinacji odcinka S®). Wystarczy rozwazyé
sytuacje kiedy druga mozliwo$¢ jest wybierana zawsze. Polézmy

Y(X)=a X0 +ap, X% ... .

Nalezy pokazaé, ze y(X) € k[[X]]*, to znaczy, istnieje wspdlny mianownik dla
01,02, .... Niech I; = degy in(f?,S®). Z Lematu 4.3 TI(c) mamy I; >l > ....
Poniewaz [; sg catkowite dodatnie, zatem istnieje j takie, ze l; = ;411 = .... Z tego
samego punktu lematu mamy 1 = ¢; = ¢j+1 = ... oraz Q := Q11 = Qjy2 = ...
jest wspolnym mianownikiem.

Dla zakoniczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze y(X) jest faktycznie rozwia-
zaniem. Sprawdzimy, ze ord f(X,y(X)) > M dla dowolnego M > 0. Polézmy
i(X) = ai X0 4 aio X% + 0 Mamy f(X,y(X)) = fO(X,¢1(X)) =
F@(X,99(X)) = .... Z Wniosku 2.4 (iii)’

ordf(i)(X, Vi(X)) > al(b;, A(f(z‘)) _ a(S(i)) .
1 z punktu II(b) Lematu 4.3

lim a(S®) = +00 .

1—00
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NEWTON ALGORITHM AND PUISEUX SERIES

Summary. We present a constructive proof of classical Newton-Puiseux theorem
for formal power series in two variables over a field with characteristic zero. An
example that the theorem is not true for finite characteristic is given.
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