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Naucz nas liczyć dni nasze . . . (Ps 90,12)

Wst ιep

W atrykule zaprezentowany jest konstruktywny dowód klasycznego twierdzenia
Newtona-Puiseux o istnieniu rozwi ιazania równania f(X,Y ) = 0, gdzie f jest
szeregiem formalnym nad cia lem algebraicznie domkni ιetym charakterystyki zero.
Podajemy przyklad, ze twierdzenie NP nie jest prawdziwe dla cia l o skończonej
charakterystyce (Przyk lad 3.3). Informacj ιe na ten temat dla cia l o skończonej
charakterystyce można np. znaleźć w [C] lub [R].

G lównym narz ιedziem w prezentowanym dowodzie jest zmodyfikowany algorym
Newtona opracowany na podstawie [W]. Ta wersja algorytmu stosowana jest także
w innych pracach np. [Can], [KP]. W literaturze można znaleźć wiele dowodów
twierdzenia Newtona-Puiseux. Wymieńmy klasyczne pozycje [A], [BK] [Ch], (...).
Obszerny wyk lad o rozwini ιeciach Puiseux i diagramach Newtona znajdziemy w [P].

1 Twierdzenie Newtona-Puiseux

Rozważmy szereg formalny f ∈ k[[X,Y ]] (k = k̄, char k = 0) bez sta lego wyrazu
oraz równanie

f(X,Y ) = 0 . (1)



22

Naszym celem jest wyznaczenie szeregu formalnego

y(X) = a1X
θ1 + a2X

θ2 + . . . , ai ̸= 0

spe lniaj ιacego (1), gdzie 0 < θ1 < θ2 < . . . s ιa liczbami wymiernym o wspólnym mia-
nowniku. Mamy y(X) ∈ k[[X]]∗ =

∪
n≥1 k[[X1/n]] (zbiór szeregów Puiseux ). Jak

zwykle ord y(X) = θ1, in y(X) = a1X
θ1 (ord 0 = +∞, in 0 = 0) oraz ord(y1y2) =

ord y1 + ord y2, ord(y1 + y2) ≥ min {ord y1, ord y2}. Każdy szereg Puiseux y(X) =
a1X

ν1/n + a2X
ν2/n + . . . spe lniaj ιacy (1) dostarcza parametryzacji x(T ) = Tn,

y(T ) = a1T
ν1 + a2T

ν2 + . . . takiej, że f(x(T ), y(T )) = 0, x(T ), y(T ) ∈ k[[T ]].
Dla szeregu f(X,Y ) =

∑
fαβX

αY β ∈ k[[X,Y ]], fαβ ∈ k definiuje si ιe no-
śnik supp f = {(α, β) ∈ R2 : fαβ ̸= 0}. Diagram Newtona ∆f = ∆(f) jest
najmniejszym zbiorem wypuk lym zawieraj ιacym (supp f) + R2

+ (R+ = {x : x ≥
0}).  Lamana Newtona Nf = N (f) jest zbiorem zwartych odcinków brzegu dia-
gramu, parami nierównoleg lych. Dla odcinka S ∈ Nf przez |S|1 i |S|2 oznaczamy
d lugości rzutów S odpowiednio na oś poziom ιa i pionow ιa. Wielomian in(f, S) =∑

(α,β)∈S fαβX
αY β nazywamy form ιa pocz ιatkow ιa szeregu f wzgl ιedem odcinka S.

Teraz możemy wypowiedzieć

Twierdzenie 1.1 (Newton-Puiseux). Niech f ∈ k[[X,Y ]] \ {0}, S ∈ Nf i a ∈
k \ {0}. Wówczas aX |S|1/|S|2 jest pierwiastkiem in(f, S) w k[[X]]∗ wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje rozwi ιazanie y(X) ∈ k[[X]]∗ równania f(X,Y ) = 0 takie, że
in y(X) = aX |S|1/|S|2 .

Dowód  latwiejszej implikacji (⇐) podany jest w Rozdziale 2 (Wniosek 2.5). Dowód
implikacji (⇒) (twierdzenie o istnieniu rozwi ιazania) znajduje si ιe w Rozdziale 4.

Dla S ∈ Nf , iloraz |S|1/|S|2 b ιedziemy nazywać inklinacj ιa S; liczby α(S), β(S) s ιa
takie, że α/α(S) + β/β(S) = 1 jest równaniem prostej zawieraj ιacej S.

2 Rodziny sumowalne [C]

W tym rozdziale zastanawiamy si ιe nad sensem algebraicznym wyrażenia
f(X, y(X)), gdzie f ∈ k[[X,Y ]] i y(X) ∈ k[[X]]∗. Niech f(X,Y ) =

∑∞
i=0 Y

i i
y(X) = 1 +X. Wówczas f(X, y(X)) =

∑∞
i=1(1 +X)i. Tu niemożliwe jest dodanie

do siebie poszczególnych sk ladników w sposób algebraiczny, gdyż nieskończenie
wiele jednomianów ma takie same wyk ladniki.

Definicja 2.1 Rodzin ιe {φi}, φi ∈ k[[X]]∗ nazywamy sumowaln ιa, gdy dla każdej
dodatniej sta lej M zbiór {i : ordφi < M} jest skończony.

Uwaga 2.2 Niech {φi}, φi ∈ k[[X]]∗ b ιedzie rodzin ιa sumowaln ιa. Wówczas

(i)
∑
φi jest dobrze zdefiniowana,

(ii) min (ordφi) jest dobrze zdefiniowane,

(iii) ord(
∑
φi) ≥ min (ordφi) = min .
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(iv) Nierówność (iii) jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy∑
ordφi=min

inφi = 0 ,

i wówczas #{i : ordφi = min} ≥ 2.

Dowód. Ustalmy wyk ladnik α. Ponieważ tylko skończona liczba szeregów ma rz ιad
mniejszy od α, wi ιec xα może wyst ιapić tylko w tych szeregach. Zatem wspó lczynnik
przy xα jest dobrze zdefiniowany dla dowolnego α i tym samym ca la suma.

Minimum rz ιedów jest dobrze określone, gdyż ustalaj ιac dowolnie wyk ladnik α
wi ιekszy od któregokolwiek z rz ιedów, możemy ograniczyć si ιe do rz ιedów mniejszych
od α, a tych jest skończona liczba.

Nierówność (iii) wynika z inkluzji supp (
∑
φi) ⊂

∪
suppφi. Jest ona silna wte-

dy i tylko wtedy, gdy wyrazy minimalnego rz ιedu redukuj ιa si ιe mi ιedzy sob ιa. Zatem
w tym przypadku wyrazy te musz ιa pochodzić od co najmniej dwóch szeregów.

W lasność 2.3 Niech f =
∑
fαβX

αY β ∈ k[[X,Y ]] \ {0} oraz y(X) ∈ k[[X]]∗,
ord y(X) > 0. Po lóżmy φαβ(X) = fαβX

αy(X)β dla (α, β) ∈ supp f . Wówczas
rodzina {φαβ} jest sumowalna.

Dowód. Jeżeli y(X) = 0 w k[[X]]∗, to stwierdzenie jest oczywiste, gdyż rodzina
{fα,0Xα} jest sumowalna. Jeżeli y(X) ̸= 0, to oznaczmy θ = ord y(X), 0 < θ <
+∞. Mamy ordφαβ = α + βθ. Ta liczba ma interpretacj ιe geometryczn ιa. Prosta,
która przechodzi przez (α, β), prostopad la do wektora [1, θ], przecina oś poziom ιa
w punkcie o odci ιetej α+ βθ. Ustalmy M > 0.

-
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Prosta α + βθ = M jest prostopad l ιa do [1, θ] i przechodzi przez (M, 0). Aby
zakończyć dowód wystarczy zauważyć, że

ordφαβ < M ⇔ (α, β) leży poniżej prostej .

 L ιacz ιac Uwag ιe 2.2 z W lasności ιa 2.3 otrzymujemy

Wniosek 2.4 (przy wcześniejszych za lożeniach i oznaczeniach)

(i) f(X, y(X)) =
∑
φαβ jest dobrze zdefiniowana,

(ii) ord f(X, y(X)) jest dobrze zdefiniowany,
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(iii) ord f(X, y(X)) ≥ min {α+ βθ : (α, β) ∈ supp f} = min .

(iv) Nierówność w (iii) jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy
∑

α+βθ=min inφαβ = 0
i wówczas zbiór {(α, β) ∈ supp f : α + βθ = min } jest co najmniej dwuele-
mentowy.

Liczba α(θ,∆f ) = min {α + βθ : (α, β) ∈ supp f}, wyst ιepuj ιaca w (iii), może być
zinterpretowana geometrycznie. Prosta P podpieraj ιaca diagram ∆f , prostopad la
do [1, θ], przecina oś poziom ιa w punkcie o odci ιetej α(θ,∆f ).

Zdefiniujmy form ιe pocz ιatkow ιa wzgl ιedem kierunku [1, θ] 1

in(f, θ) =
∑

α+βθ=α(θ,∆f )

fαβX
αY β .

Ponieważ inφαβ = in[fαβX
αy(X)β ] = fαβX

α[in y(X)]β zatem∑
α+βθ=α(θ,∆f )

inφαβ = in(f, θ)(X, in y(X)) .

-
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Jeżeli zbiór punktów (α, β) ∈ supp f takich, że α+βθ = α(θ,∆f ) ma przynajmniej
dwa elementy, wówczas istnieje S ∈ Nf zawarty w prostej P. W tym przypadku
θ = |S|1/|S|2 oraz in(f, θ) = in(f, S). Wówczas b ιedziemy oznaczać α(θ,∆f ) =:
α(S). Uwzgl ιedniaj ιac nowe oznaczenia można powtórnie zredagować W lasności 2.4
(iii) oraz (iv).

(iii)′ Jeżeli rz ιad θ = ord y(X) jest dodatni, to ord f(X, y(X)) ≥ α(θ,∆f ).

(iv)′ Nierówność w (iii)′ jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje S ∈ Nf taki,
że θ = |S|1/|S|2 oraz

in(f, S)(X, in y(X)) = 0 . (2)

Od razu mamy

Wniosek 2.5 Jeżeli y(X) ∈ k[[X]]∗, 0 < ord y(X) < +∞ jest rozwi ιazaniem
równania f(X,Y ) = 0, to istnieje S ∈ Nf taki, że zachodzi (2).

1Notacja może być nieco myl ιaca, gdyż używamy liczby θ lub odcinka S na miejscu kropki w
in(f, · ).
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Dowód. Jeżeli f(X, y(X)) = 0, to oczywíscie +∞ = ord f(X, y(X)) > α(θ,∆f ) i
korzystamy z (iv)′.

W ten sposób udowodnilísmy implikacj ιe (⇐) w Twierdzeniu 1.1.

3 Algorytm Newtona

Wniosek 2.5 podpowiada, że aby wyznaczyć pierwszy wyraz rozwi ιazania o dodat-
nim rz ιedzie, wystarczy wzi ιać pod uwag ιe pierwiastki formy pocz ιatkowej in(f, S) w
k[[X]]∗ dla S ∈ Nf . Zauważmy, że y = 0 jest rozwi ιazaniem f(X,Y ) = 0 wtedy i
tylko wtedy, gdy

y | f ⇔ f(X, 0) = 0 ⇔ ∆f nie dotyka osi poziomej.

Idea algorytmu Newtona jest nast ιepuj ιaca. Niech a1X
θ1 b ιedzie form ιa pocz ιatkow ιa

rozwi ιazania

y(X) = a1X
θ1 + a2X

θ2 + a3X
θ3 + . . . .

Aby znaleźć drugi wyraz oznaczmy

ỹ(X) = a2X
θ2 + a3X

θ3 + . . . .

Mamy

0 = f(X, y(X)) = f(X, a1X
θ1 + a2X

θ2 + a3X
θ3 + . . .)

= f(X, a1X
θ1 + ỹ(X))

= f̃(X, ỹ(X)) ,

gdzie

f̃(X,Y ) = f(X, a1X
θ1 + Y ) .

Zatem w celu wyznaczenia a2X
θ2 wystarczy wybrać S̃ ∈ N (f̃) taki, że |S̃|1/|S̃|2 >

θ1 a nast ιepnie dowolny pierwiastek formy in(f̃ , S̃). Ta procedura może być kon-
tynuowana.

Teraz pos lużymy si ιe wyżej zaprezentowan ιa ide ιa w trzech konkretnych przyk la-
dach.

Przyk lad 3.1 Rozważmy równanie Y 3 + Y − X = 0. Support ma trzy punkty
(0, 3), (0, 1) i (1, 0).  Lamana Newtona Nf ma jeden odcinek S, który  l ιaczy (0, 1) i
(1, 0). Mamy in(f, S) = Y −X z jedynym pierwiastkiem y(X) = X. Zatem

f̃(X,Y ) = f(X,X + Y ) = (X + Y )3 + Y .

 Lamana N (f̃) ma jeden odcinek  l ιacz ιacy (0, 1) z (3, 0) oraz in(f̃ , S̃) = Y +X3 z je-

dynym pierwiastkiem y(X) = −X3. Możemy kontynuować:
˜̃
f (X,Y ) = f̃(X,−X3+

Y ) = 3X2(−X3 + Y ) + 3X(−X3 + Y )2 + Y 3 + Y . Mamy jeden odcinek ˜̃S ∈ N (
˜̃
f )
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i in(
˜̃
f , ˜̃S) = Y − 3X5 z pierwiastkiem y(X) = 3X5. Otrzymalísmy trzy wyrazy

rozwi ιazania

y(X) = X −X3 + 3X5 − . . . .

W tym przypadku można także stosować twierdzenie o funkcji uwik lanej, gdyż
szereg f jest nieosobliwy w zerze.
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Przyk lad 3.2 Teraz rozważmy krzyw ιa osobliw ιa f = Y 6−3XY 4 +3X2Y 2−X3−
2XY 5+4X2Y 3−2X3Y +8X5. Możemy zapisać prościej f = (Y 2−X)3−2XY (Y 2−
X)2 + 8X5. Mamy dok ladnie jeden odcinek S ∈ Nf , który  l ιaczy (0, 6) z (3, 0).
Forma in(f, S) = (Y 2 −X)3 = (Y −X1/2)3(Y +X1/2)3 ma dwa pierwiastki X1/2

oraz −X1/2 w k[[X]]∗ (nie uwzgl ιedniamy krotności), dlatego mamy dwie możliwości
kontynuowania algorytmu. Wybierzmy najpierw y(X) = X1/2 i po lóżmy

f̃(X,Y ) = f(X,X1/2 + Y ) =

= Y 3(Y + 2X1/2)3 − 2X(Y +X1/2)Y 2(Y + 2X1/2)2 + 8X5 .

 Lamana N (f̃) ma teraz dwa odcinki o inklinacji wi ιekszej od 1/2: odcinek A, który
 l ιaczy wierzcho lki (3/2, 3) i (5/2, 2) oraz odcinek B  l ιacz ιacy (5/2, 2) i (5, 0). Mamy

in(f̃ , A) = 8X3/2Y 3 − 8X5/2Y 2 = 8X3/2Y 2(Y −X) ,

in(f̃ , B) = −8X5/2(Y −X5/4)(Y +X5/4) ,

zatem istniej ιa trzy możliwości kontynuowania algorytmu. Analogicznie otrzymamy
trzy ścieżki startuj ιac od pierwiastka y(X) = −X1/2. W dalszych krokach nie b ιedzie
już wi ιecej rozga l ιezień. Otrzymalísmy sześć rozwi ιazań

y1(X) = X1/2 +X + . . . , y4(X) = −X1/2 +X + . . . ,
y2(X) = X1/2 +X5/4 + . . . , y5(X) = −X1/2 + iX5/4 + . . . ,
y3(X) = X1/2 −X5/4 + . . . , y6(X) = −X1/2 − iX5/4 + . . . .
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Przyk lad 3.3 Stosuj ιac algorytm Newtona do f = Y 2+X+XY w charakterystyce
2 otrzymamy szereg

y(X) = X1/2 +X3/4 +X7/8 +X15/16 +X31/32 + . . . .

 Latwo sprawdzić, że y(X) jest rzeczywíscie rozwi ιazaniem, gdyż (c1 + c2 + . . .)2 =
c21 + c22 + . . .. Zatem

y(X)2 +X +X y(X) = 2(X1/2 +X3/4 +X7/8 +X15/16 +X31/32 + . . .) = 0 .

Przyk lad ten pokazuje, że w charakterystyce skończonej algorytm Newtona może
prowadzić do rozwi ιazań, które nie s ιa szeregami Puiseux.

Rozdzia l ten zakończymy nast ιepuj ιacym komentarzem.

Komentarz 3.4 Aby stosować kolejne kroki algorytmu Newtona musimy rozważać
szeregi f(X,Y ) =

∑
fαβX

αY β ∈ k[[X1/Q, Y ]] dla dodatnich ca lkowitych Q. Oczy-
wíscie możemy tutaj zdefiniować ∆f oraz Nf . Również na te szeregi w sposób
naturalny uogólniamy poj ιecie rodziny sumowalnej. Wówczas dla y(X) ∈ k[[X]]∗,
ord y(X) > 0, możemy poprawnie zdefiniować f(X, y(X) + Y ) jako sum ιe rodziny
{φαβ}, gdzie φαβ = fαβX

α(y(X) + Y )β . Ponadto dla y(X) istnieje minimalne q
takie, że y(X) ∈ k[[X1/q]]. Wówczas f(X, y(X) + Y ) ∈ k[[X1/Qq, Y ]].

4 Dowód istnienia rozwi ιazania

W tym rozdziale dowodzimy implikacji (⇒) w Twierdzeniu 1.1. Trzeba udowodnić,
że:

• kontynuacja algorytmu jest zawsze możliwa,

• istnieje wspólny mianownik dla wszystkich wyk ladników,

• zbudowany szereg spe lnia równanie.

Zaczniemy od nast ιepuj ιacych faktów. Przez form ιe quasi-jednorodn ιa rozumiemy
wielomian, którego nośnik zawarty jest w prostej.
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Fakt 4.1 Niech g(X,Y ) ∈ k[X,Y ] b ιedzie form ιa quasi-jednorodn ιa, której nośnik
ma przynajmniej dwa punkty. Po lóżmy S = conv (supp g). Wówczas

(a) istnieje h forma jednorodna stopnia d = NWP(|S|1, |S|2) taka, że g(X,Y ) =
XξY ηh(Xp, Y q) gdzie p = |S|1/d, q = |S|2/d.

(b) Jeżeli g(X,Y ) ma tylko jeden pierwiastem w k[[X]]∗ (bez krotności), to musi
być q = 1, η = 0 oraz h musi być czyst ιa pot ιeg ιa.

-
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Dowód. (a) Można zapisać g w postaci g = XξY ηg1, gdzie g1 = aX |S|1 + . . . +
bY |S|2 ∈ k[X,Y ], ab ̸= 0. Jeżeli (α, β) ∈ supp g1 wówczas α/|S|1 + β/|S|2 = 1.
Teraz sprawdzamy, że dla każdego takiego (α, β) istniej ιa i, j takie, że (Xp)i(Y q)j =
XαY β , i+ j = d, sk ιad g1(X,Y ) = h(Xp, Y q) i h jest form ιa jednorodn ιa stopnia d.

(b) Niech teraz h(X,Y ) = b(Y −c1X)r1 . . . (Y −csX)rs gdzie c1, . . . , cs ∈ k\{0}
s ιa parami różne. Wówczas

g(X,Y ) = bXξY η(Y q − c1X
p)r1 . . . (Y q − csX

p)rs

jest rozk ladem g na czynniki w k[X,Y ] (również w k[[X,Y ]]). Ponieważ char k =
0, ci ma dok ladnie q różnych pierwiastków ci,1, . . . , ci,q stopnia q. ([B], Tw. 3,
Rozdz. IV, Par. 1). Dla dowolnego i = 1, . . . , s mamy zatem rozk lad

Y q − ciX
p = (Y − ci,1X

p/q) . . . (Y − ci,qX
p/q) .

Otrzymujemy w ten sposób rozk lad formy g(X,Y ) na czynniki w k[[X1/q, Y ]], przy
czym wszystkie c1,1, . . . , c1,q, . . . , cs,1, . . . , cs,q ∈ k \ {0} s ιa różne!

Jeżeli teraz g ma tylko jeden pierwiastek w k[[X]]∗, to s = q = 1 oraz η = 0.
W tym przypadku

g(X,Y ) = bXξ(Y − cXp)r .

B ιedziemy potrzebować poniższego ogólniejszego sformu lowania Faktu 4.1. Form ιa
quasi-jednorodn ιa nazywamy wielomian, którego nośnik zawarty jest w pewnej
prostej.

Fakt 4.2 Niech g(X,Y ) ∈ k[X1/Q, Y ] b ιedzie form ιa quasi-jednorodn ιa tak ιa, że
#supp g ≥ 2. Po lóżmy S = conv (supp g). Wówczas
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(a) istnieje forma jednorodna h stopnia d = NWP(|S|1Q, |S|2) taka, że g(X,Y ) =
XξY ηh(Xp/Q, Y q) gdzie p = |S|1Q/d, q = |S|2/d.

(b) Jeżeli g(X,Y ) ma dok ladnie jeden pierwiastek w k[[X]]∗ (bez krotności), to
q = 1, η = 0 oraz h jest czyst ιa pot ιeg ιa.

Dowód. Bierzemy ḡ(X,Y ) = g(XQ, Y ) i stosujemy Fakt 4.1.

Poniższy lemat opisuje jeden krok algorytmu Newtona.

Lemat 4.3 Niech f ∈ k[[X1/Q, Y ]], S ∈ Nf , Y = aXθ pierwiastek in(f, S). Niech

p, q b ιed ιa wzgl ιednie pierwsze takie, że θ = |S|1/|S|2 = p/(Qq). Po lóżmy f̃(X,Y ) =
f(X, aXθ + Y ) ∈ k[[X1/(Qq), Y ]]. Wówczas co najmniej jeden z poniższych warun-
ków jest spe lniony:

(I) y(X) = 0 jest rozwi ιazaniem równania f̃(X,Y ) = 0,

(II) istnieje odcinek S̃ ∈ N (f̃) taki, że

(a) |S̃|1/|S̃|2 > |S|1/|S|2,

(b) α(S̃) ≥ α(S) + 1/(Qq),

(c) degY in(f, S) ≥ degY in(f̃ , S̃) i jeżeli zachodzi równość, to q = 1.
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Dowód. Istnieje rozk lad (skończony lub nieskończony)

f = g0 + g1 + g2 + . . . , (3)

gdzie g0, g1, g2, . . . jest ci ιagiem niezerowych form quasi-jednorodnych, g0 = in(f, S),
gj ∈ k[X1/Q, Y ] oraz istnieje ci ιag prostych P0,P1,P2, . . . równoleg lych do odcinka
S takich, że supp gj ⊂ Pj . Można sprawdzić, że odci ιeta punktu przeci ιecia każdej
prostej z osi ιa poziom ιa ma postać

(liczba ca lkowita)/(Qq) . (4)

Ponieważ θ = |S|1/|S|2, zatem po podstawieniu aXθ + Y w miejsce Y dla każdego
j, support formy quasi-jednorodnej g̃j(X,Y ) = gj(X, aX

θ+Y ) pozostaje wewn ιatrz
prostej Pj . To znaczy, że suma

f̃ = g̃0 + g̃1 + g̃2 + . . . (5)
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jest rozwini ιeciem postaci (3) dla f̃ i mamy ważn ιa równość

in(f̃ , θ)(X,Y ) = g̃0(X,Y ) = g0(X, aXθ + Y ) = in(f, S)(X, aXθ + Y ) .

Teraz porównajmy rozwini ιecia (3) i (5). Górne końce supp gj oraz supp g̃j s ιa
identyczne ze wzgl ιedu na degY gj = degY g̃j , ale dolne końce ogólnie rzecz bior ιac
zmieniaj ιa si ιe.  Latwo pokazać, że rz ιedne dolnych końców dla supp g̃j s ιa takie same
jak krotności aXθ jako pierwiastka gj . Oznaczmy l = degY g0 = degY in(f, S) i
niech r b ιedzie krotności ιa aX

θ jako pierwiastka in(f, S). Mamy l ≥ r ≥ 1. Jeżeli
zbiór {(α, β) : β < r} ∩ supp f̃ jest pusty wówczas f̃ dzieli si ιe przez Y i warunek
(I) lematu jest spe lniony.

górne końce
nie zmieniaj ιa si ιe

���9 XXXXz

dolne końce
na ogó l

zmieniaj ιa si ιe
��9 XXXXXXz
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Za lóżmy, że {(α, β) : β < r} ∩ supp f̃ jest niepusty. Wówczas istnieje odcinek
S̃ ∈ N (f̃) poniżej prostej β = r.
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Nierówność (a) jest jasna. Nierówność (b) jest konsekwencj ιa (4). Dla sprawdzenia
nierówności w (c) wystarczy zauważyć

degY in(f, S) = l ≥ r ≥ degY in(f̃ , S̃) .

Jeżeli teraz degY in(f, S) = degY in(f̃ , S̃) wówczas l = r i aXθ jest jedynym pier-
wiastkiem in(f, S) w k[[X]]∗. Z Faktu 4.2(b) mamy q = 1, co kończy dowód lematu.

Dowód twierdzenia 1.1 (⇒). Korzystaj ιac z Lematu 4.3 można skonstruować
skończon ιa lub nieskończon ιa liczb ιe kolejnych wyrazów rozwi ιazania. W każdej ite-
racji stosujemy punkt (I) lub (II) lematu. Należy podkreślić, że wybór ścieżki
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algorytmu na ogó l nie jest jednoznaczny. Jeżeli (I) zosta lo wybrane w jakimkolwiek
kroku, to procedura jest przerywana i zbudowane rozwi ιazanie posiada skończon ιa
liczb ιe sk ladników.

Zacznijmy od f(X,Y ) ∈ k[[X,Y ]], S ∈ Nf i aXθ jest pierwiastkiem in(f, S)
(θ = |S|1/|S|2). Po lóżmy f (1) = f , S(1) = S, a1X

θ1 = aXθ, Q1 = 1. Za lóżmy, że
ci ιagi

f (1), . . . , f (i); S(1), . . . , S(i); a1X
θ1 , . . . , aiX

θi ; Q1, . . . , Qi;

zosta ly już zdefiniowane. Teraz można zastosować lemat do f (i)(X,Y )
∈ k[[X1/Qi , Y ]], S(i) ∈ N (f (i)) oraz aiX

θi jako pierwiastka in(f (i), S(i)). Niech
pi, qi > 0 b ιed ιa wzgl ιednie pierwsze takie, że |S(i)|1/|S(i)|2 = pi/(Qiqi). Po lóżmy
Qi+1 = Qiqi i rozważmy

f (i+1)(X,Y ) := f̃ (i)(X,Y ) = f (i)(X, aiX
θi + Y ) ∈ k[[X1/Qi+1 , Y ]] .

Jeżeli zosta lo wybrane rozwi ιazanie y = 0 równania f (i+1) = 0, wówczas

y(X) = a1X
θ1 + . . .+ aiX

θi

jest rozwi ιazaniem dla f = 0, gdyż

0 = f (i+1)(X, 0) = f (i)(X, aiX
θi) = . . . = f (1)(X, a1X

θ1 + . . .+ aiX
θi)

= f(X, y(X)) .

Drug ιa możliwości ιa (Lemat 4.3 II)jest wybór odcinka S(i+1) = S̃(i) ∈ N (f (i+1))
o inklinacji θi+1 silnie wi ιekszej od inklinacji odcinka S(i). Wystarczy rozważyć
sytuacj ιe kiedy druga możliwość jest wybierana zawsze. Po lóżmy

y(X) = a1X
θ1 + a2X

θ2 + . . . .

Należy pokazać, że y(X) ∈ k[[X]]∗, to znaczy, istnieje wspólny mianownik dla
θ1, θ2, . . .. Niech li = degY in(f (i), S(i)). Z Lematu 4.3 II(c) mamy l1 ≥ l2 ≥ . . ..
Ponieważ li s ιa ca lkowite dodatnie, zatem istnieje j takie, że lj = lj+1 = . . .. Z tego
samego punktu lematu mamy 1 = qj = qj+1 = . . . oraz Q := Qj+1 = Qj+2 = . . .
jest wspólnym mianownikiem.

Dla zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że y(X) jest faktycznie rozwi ιa-
zaniem. Sprawdzimy, że ord f(X, y(X)) > M dla dowolnego M > 0. Po lóżmy
ψi(X) = ai+1X

θi+1 + ai+2X
θi+2 + . . .. Mamy f(X, y(X)) = f (1)(X,ψ1(X)) =

f (2)(X,ψ2(X)) = . . .. Z Wniosku 2.4 (iii)′

ord f (i)(X,ψi(X)) ≥ α(θi,∆(f (i)) = α(S(i)) .

I z punktu II(b) Lematu 4.3

lim
i→∞

α(S(i)) = +∞ .
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NEWTON ALGORITHM AND PUISEUX SERIES

Summary. We present a constructive proof of classical Newton-Puiseux theorem
for formal power series in two variables over a field with characteristic zero. An
example that the theorem is not true for finite characteristic is given.

 Lódź, 6 – 10 stycznia 2003 r.


