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Abstrakt

W pracy podane jest górne oszacowanie wyk ladnika  Lojasiewicza w nieskończoności gradientu

funkcji wielomianowej h : C2 → C na podstawie informacji zawartej w jej diagramie Newtona.

W przypadku niezdegenerowanym uzyskuje si ιe dok ladn ιa wartość wyk ladnika. W pracy przed-

stawiony jest także rezultat tego typu dla odwzorowania wielomianowego H = (f, g) : C2 →
C2.

1 Wst ιep

Wyk ladnikiem  Lojasiewicza l∞(H) odwzorowania wielomianowego H = (f, g) :
C2 → C2 w niekończoności nazywamy kres górny zbioru rzeczywistych wyk ladni-
ków λ takich, że

|H(z)| ≥ c|z|λ

w otoczeniu nieskończoności w C2, dla pewnej sta lej c > 0. Jeśli zbiór wyk ladników
jest pusty to k ladziemy l∞(H) = −∞. Przyjmujemy |z| = max {|x|, |y|} dla z =
(x, y) ∈ C2. Oczywíscie powyższa definicja nie zależy od wyboru normy. Zdefi-
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niowany wyk ladnik nazywany jest także globalnym wyk ladnikiem  Lojasiewicza lub
wspó lczynnikiem wzrostu wielomianowego.

Ch ιadzyński i Krasiński [ChK1] wykazali, że liczba rozwi ιazań uk ladu f =
g = 0 w C2 jest skończona wtedy i tylko wtedy gdy l∞(f, g) > −∞ i wówczas
wyk ladnik jest osi ιagany na jednej z krzywych {f = 0} lub {g = 0}. Autorzy
dowodz ιa, że l∞(H) jest liczb ιa wymiern ιa lub −∞. Ostatnio autorzy ci wyrazili
l∞(H) za pomoc ιa rugownika [ChK2]. P loski [P l1] poda l oszacowanie global-
nego wyk ladnika  Lojasiewicza odwzorowania wielomianowego Cn → Cn wyrażone
przez stopnień geometryczny odwzorowania oraz stopnie sk ladowych. Badanie
wyk ladnika  Lojasiewicza w nieskończoności jest interesuj ιace ze wzgl ιedu na zwi ιazek
z w laściwości ιa odwzorowania (H w laściwe ⇔ l∞(H) > 0) oraz ze wzgl ιedu na
zastosowania w teorii automorfizmów wielomianowych. Szczególnie istotne jest
wyznaczanie l∞(gradh) dla wielomianu h : C2 → C. Ch ιadzyński i Krasiński
wykazali, że h jest sk ladow ιa automorfizmu wielomianowego wtedy i tylko wtedy
gdy uk lad ∂h

∂x = ∂h
∂y = 0 nie ma rozwi ιazań i l∞(gradh) > −1 [ChK2]. Zwi ιazek

l∞(gradh) z diagramem Newtona wielomianu h dostrzegli Cassou-Noguès i Ha
Vui [CN-H]. Autorzy ci stosowali zaawansowane techniki topologiczne. Opis ele-
mentarnego wyprowadzenia zwi ιazku pomi ιedzy l∞(gradh) i diagramem Newtona
wielomianu h jest g lównym celem niniejszej pracy.

Wyniki prezentowane w artykule s ιa uogólnieniem rezultatów dotycz ιacych osza-
cowania lokalnego wyk ladnika  Lojasiewicza, zawartych w pracy doktorskiej autora
[L1].

2 Twierdzenie podstawowe

Prezentacja g lównego rezultatu wymaga zdefiniowania prostych poj ιeć zwi ιazanych
z diagramem i  laman ιa Newtona wielomianu. Niech

h(X,Y ) =
∑

hαβX
αY β

b ιedzie wielomianem o wspó lczynnikach zespolonych. Zbiór par (α, β), dla których
hαβ ̸= 0 nazywamy nośnikiem wielomianu i oznaczamy supph. Definiujemy
odpowiednio stopnie degh, degXh oraz degY h jako maksima wyrażeń α+β, α oraz
β, gdy (α, β) przebiega nośnik wielomianu. Dla h = 0 k ladziemy degh = degXh =
degY h = −∞. Analogicznie definiujemy rz ιedy ordh, ordXh oraz ordY h jako mini-
ma odpowiednich wyrażeń. Dla h = 0 k ladziemy ordh = ordXh = ordY h = +∞.

Diagram Newtona ∆h wielomianu h(X,Y ) jest otoczk ιa wypuk l ιa jego nośnika
na p laszczyźnie rzeczywistej. Definiujemy zbiór odcinków brzegowych diagramu
∆h jako jedyny zbiór odcinków zwartych i parami nierównoleg lych których suma
tworzy brzeg diagramu. Jest to zbiór skończony. Dla dowolnego odcinka brze-
gowego S definiujemy form ιe pocz ιatkowa in(h, S) jako sum ιe jednomianów hαβx

αyβ

po (α, β) ∈ S. Mówimy, że wielomian h jest niezdegenerowany na odcinku S jeśli
uk lad ∂

∂X in(h, S) = ∂
∂Y in(h, S) = 0 nie ma rozwi ιazań w (C \ {0}) × (C \ {0}).

Jeżeli odcinek S nie jest równoleg ly do osi poziomej to przez α(S) b ιedziemy oz-
naczać odci ιet ιa punktu przeci ιecia prostej przed lużaj ιacej odcinek z osi ιa poziom ιa,
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zaś jeśli S nie jest równoleg ly do osi pionowej to przez β(S) b ιedziemy oznaczać
rz ιedn ιa punktu przeci ιecia prostej przed lużaj ιacej odcinek z osi ιa pionow ιa.
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Zdefiniowane poniżej  lamane Newtona s ιa pewnymi podzbiorami zbioru odcinków
brzegowych.

 Lamana N (r)
h sk lada si ιe z odcinków brzegowych leż ιacych po prawej stronie dia-

gramu ∆h  l ιacz ιacych proste β = ord Y h i β = deg Y h, zaś  lamana N (t)
h sk lada

si ιe z górnych odcinków brzegowych diagramu ∆h  l ιacz ιacych proste α = ord Xh i
α = deg Xh. Zbiór odcinków obu  lamanych b ιedziemy nazywać  laman ιa globaln ιa
lub  laman ιa w nieskończoności.
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∆h N (r)
h

β = ord Y h

β = deg Y h
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∆h

N (t)
h

α = ordXh α = degXh

Standardowym odcinkiem  lamanej N (r)
h nazywamy odcinek, którego chociaż jeden

z końców oddala si ιe od osi poziomej o wi ιecej niż 1. Analogicznie, standardowym
odcinkiem  lamanej N (t)

h nazywamy odcinek, którego chociaż jeden z końców oddala
si ιe od osi pionowej o wi ιecej niż 1. Odcinki, które nie s ιa standardowe b ιedziemy
nazywać wyj ιatkowymi. Każda z  lamanych ma co najwyżej jeden taki odcinek. Od-
cinek wyj ιatkowy  lamanej N (r)

h (jeśli wyst ιepuje)  l ιaczy oś poziom ιa z wierzcho lkiem

postaci (p, 1) zaś odcinek wyj ιatkowy  lamanej N (t)
h (jeśli wyst ιepuje)  l ιaczy oś pio-

now ιa z wierzcho lkiem postaci (1, q).
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Poniższe twierdzenie jest g lównym wynikiem prezentowanym w niniejszej pracy.

TWIERDZENIE 2.1. Niech h ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem bez sta lego wyrazu,
zależnym istotnie od obu zmiennych, niepodzielnym ani przez X2 ani przez Y 2.
Wówczas jeśli choć jedna z  lamanych N (r)

h lub N (t)
h posiada odcinek standardowy

to

l∞(gradh) ≤ min

 inf
S

α(S), inf
S

β(S)

− 1 ,

gdzie, w pierwszym infimum, S przebiega wszystkie standardowe odcinki  lamanej
N (r)

h , zaś w drugim — wszystkie standardowe odcinki  lamanej N (t)
h . Ponad-

to, jeśli wielomian h jest niezdegenerowany na wszystkich odcinkach  lamanej w
nieskończoności to zachodzi równość.

Szkic dowodu twierdzenia podajemy w rozdziale 5. W wypowiedzi twierdzenia
używamy kresów dolnych po zbiorach skończonych aby nadać sens wyrażeniom w
przypadku gdy odpowiednie zbiory odcinków s ιa puste. Za lożenie, że wielomian h
jest bez sta lego wyrazu nie jest ograniczaj ιace gdyż zawsze możemy rozważać wielo-
mian bez sta lego wyrazu h(X,Y )− h(0, 0) o tym samym gradiencie. Gdyby wielo-
mian nie zależa l istotnie od obu zmiennych to co najmniej jedna sk ladowa gradientu
zerowa laby si ιe, co czyni sytuacj ιe trywialn ιa. Gdyby wielomian h by l podzielny
przez X2 lub Y 2 to bez trudu sprawdzamy, że l∞(gradh) = −∞. Przypadek gdy
obie  lamane N (r)

h oraz N (t)
h nie maj ιa odcinków standardowych opisuje poniższa

elementarna

UWAGA. Niech h ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem bez sta lego wyrazu, zależnym
istotnie od obu zmiennych, niepodzielnym ani przez X2 ani przez Y 2. Wówczas
jeżeli obie  lamane N (r)

h i N (t)
h nie posiadaj ιa odcinków standardowych to

h(X,Y ) = aX + bY + cXY ,

przy czym ab ̸= 0 lub c ̸= 0.

Oczywíscie, przy za lożeniach uwagi mamy l∞(gradh) = 1 gdy c ̸= 0 oraz
l∞(gradh) = 0 gdy c = 0 i ab ̸= 0.

 Latwo zauważyć, że jeżeli  lamana N (r)
h posiada odcinki standardowe to pierwsze

infimum wyst ιepuj ιace w tezie twierdzenia 2.1 realizowane jest na standardowym
odcinku tej  lamanej po lożonym najbliżej osi poziomej. Podobnie, jeśli  lamana N (t)

h
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posiada odcinki standardowe to drugie infimum w tezie twierdzenia 2.1 realizowane
jest na standardowym odcinku tej  lamanej po lożonym najbliżej osi pionowej. Nie-
degeneracj ιe wielomianu na odcinku możemy sprawdzać stosuj ιac kryterium analo-
giczne do kryterium podanego w [L1]. Warto podkreślić, że wielomian bez sta lego
wyrazu zawsze degeneruje si ιe na odcinku, którego przed lużenie przechodzi przez
pocz ιatek uk ladu.
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β(F ∗∗) = 5 2
3

α(F ∗) = 5 1
2

∆h

F ∗

F ∗∗

PRZYK LAD. Rozważmy wielomian h = X+X6Y +X7Y 3+X8Y 5+X7Y 8+X4Y 7+
XY 6 +Y 2.  Latwo sprawdzamy, że spe lnine s ιa wszystkie za lożenia twierdzenia 2.1 i
dodatkowo wielomian jest niezdegenerowany.  Lamana N (r)

h  l ιaczy wierzcho lek (1, 0)
z (7, 8) i sk lada si ιe z jednego odcinka wyj ιatkowego i dwóch odcinków standar-
dowych. Standardowy odcinek F ∗  lamanej N (r)

h , po lożony najbliżej osi poziomej,

przecina oś w punkcie o odci ιetej α(F ∗) = 5 1
2 .  Lamana N (t)

h  l ιaczy wierzcho lek
(0, 2) z (8, 5), i sk lada si ιe z jednego odcinka wyj ιatkowego i dwóch odcinków stan-
dardowych. Standardowy odcinek F ∗∗  lamanej N (t)

h , po lożony najbliżej osi pio-
nowej, przecina oś w punkcie o rz ιednej β(F ∗∗) = 52

3 . Uwzgl ιedniaj ιac rozważania
poprzedzaj ιace przyk lad i korzystaj ιac z twierdzenia 2.1 otrzymujemy

l∞(gradh) = min {5
1

2
, 5

2

3
} − 1 = 4

1

2
.

PRZYK LAD. Rozważmy wielomian h = Y n+1 + XnY (1 + XpY q) (n ≥ 1, p ≥
1, q ≥ 1). Każda z  lamanych N (r)

h i N (t)
h zawiera po jednym odcinku standar-

dowym odpowiednio F ∗ i F ∗∗. Mamy α(F ∗) = n − p
q oraz β(F ∗∗) = n + 1. Z

twierdzenia 2.1 mamy

l∞(gradh) = min {n− p

q
, n + 1} − 1 = n− p

q
− 1

w przypadku niezdegenerowanym. Zauważmy, że wielomian degeneruje si ιe jedynie
wtedy gdy p = nq (wówczas przed lużenie odcinka F ∗ przechodzi przez pocz ιatek
uk ladu). Wielkość n− p

q −1 jest wtedy równa −1. Widzimy, że poprzez odpowiedni

dobór sta lych n, p, q możemy uzyskać dla l∞(gradh) dowoln ιa wartość wymiern ιa z
wyj ιatkiem −1. Jak udowodnili autorzy pracy [ChK2] s ιa to wszystkie wartości,
które może przyjmować l∞(gradh).
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β(F ∗∗) = n + 1

α(F ∗) = n− p
q

∆h
F ∗

F ∗∗

Podobnie jak w przypadku lokalnym [L1], dowód twierdzenia 2.1 opiera si ιe
na wyprowadzonej elementarnie formule określaj ιacej wyk ladnik  Lojasiewicza pary
wielomianów w zależności od diagramów Newtona sk ladowych. Twierdzenia
dotycz ιace tego przypadku prezentujemy w kolejnym rozdziale.

3 Rezultaty pomocnicze

Twierdzenie 2.1, podane w poprzednim rozdziale, może być wyprowadzone z
twierdzeń określaj ιacych zwi ιazek globalnego wyk ladnika  Lojasiewicza odwzorowa-
nia wielomianowego H = (f, g) : C2 → C2 z diagramami Newtona jego sk ladowych
(twierdzenia 3.1 i 3.2). Wypowiedzi twierdzeń poprzedzimy kilkoma definicjami.

Niech S b ιedzie dowolnym odcinkiem p laszczyzny R2. Przez S1 i S2 oznaczamy
odpowiednio rzuty odcinka S na oś poziom ιa i pionow ιa, zaś przez |S1| i |S2| d lugości
tych rzutów. Dogodnie jest zdefiniować znak odcinka S jako liczb ιe ze zbioru
{−1, 0,+1}. Znak 0 maj ιa odcinki równoleg le do którejkolwiek z osi. Przyjmu-
jemy, że znak +1 ma odcinek, dla którego prosta przechodz ιaca przez pocz ιatek
uk ladu, równoleg la do odcinka, leży w drugiej i czwartej ćwiartce. Analogicznie
dla odcinka o znaku −1, odpowiednia prosta leży w pierwszej i trzeciej ćwiartce.
Znak odcinka b ιedziemy oznaczać sgnS. Wśród odcinków  lamanej globalnej znak
dodatni maj ιa odcinki  l ιacz ιace proste α = degXh i β = degY h. Znak ujemny maj ιa
odcinki  lamanej N (r)

h  l ιacz ιace prost ιa β = ordY h z prost ιa α = degXh oraz  lamanej

N (t)
h  l ιacz ιace prost ιa α = ordXh z prost ιa β = degY h.
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Nachyleniem odcinka S  lamanej N (r)
h b ιedziemy nazywać liczb ιe

|S1|
|S2| sgnS. Nachyle-

nia odcinków rosn ιa w miar ιe oddalania si ιe od osi poziomej. Najmniejsze nachylenie
ma odcinek po lożony najbliżej osi. Analogicznie, nachyleniem odcinka S  lamanej

N (t)
h nazywamy liczb ιe

|S2|
|S1| sgnS. Tak jak poprzednio, nachylenie to rośnie w miar ιe

oddalania si ιe od osi pionowej i minimaln ιa wartość osi ιaga na odcinku najbliższym
osi.

Mówimy, że prosta podpiera diagram jeśli ma z nim co najmniej jeden punkt
wspólny oraz diagram zawarty jest w jednej z pó lp laszczyzn domkni ιetych wyzna-
czonych przez t ιa prost ιa. Jeżeli odcinek S nie jest równoleg ly do osi poziomej
to dwie proste podpieraj ιace diagram ∆h, równoleg le do odcinka S, przecinaj ιa oś
poziom ιa w punktach o odci ιetych α(S,∆h) oraz α(S,∆h), przy czym przyjmujemy
z definicji

α(S,∆h) ≤ α(S,∆h) .

Analogicznie definiujemy β(S,∆h) oraz β(S,∆h) dla odcinka S nie równoleg lego
do osi pionowej. Zdefiniowane wielkości s ιa dobrze określone dla h ̸= 0.  Latwo
sprawdzić, że

α(S,∆h) = max

{
α + β

|S1|
|S2|

sgnS : (α, β) ∈ supph

}
(1)

oraz

β(S,∆h) = max

{
α
|S2|
|S1|

sgnS + β : (α, β) ∈ supph

}
.(2)
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α(S,∆h) α(S,∆h)

β(S,∆h)

β(S,∆h)

Wprowadzone wyżej wielkości pozwalaj ιa oszacować wyk ladnik l∞(H) z góry.

TWIERDZENIE 3.1. Jeżeli H = (f, g) jest par ιa wielomianów niezerowych to
wyk ladnik l∞(H) jest ograniczony z góry przez minimum sześciu wielkości:

degH(X, 0), inf
S∈N (r)

f

α(S,∆g), inf
T∈N (r)

g

α(T,∆f ),

degH(0, Y ), inf
S∈N (t)

f

β(S,∆g), inf
T∈N (t)

g

β(T,∆f ),

gdzie przez stopień pary rozumiemy maksimum stopni sk ladowych.
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Jak wcześniej, używamy kresów dolnych po zbiorze skończonym aby nadać sens
wyrażeniom w przypadku gdy odpowiednie  lamane s ιa puste. Podobnie jak w
twierdzeniu 2.1, oszacowanie staje si ιe równości ιa w przypadku niezdegenerowanym.
Musimy jednak najpierw określić sens niedegeneracji pary w nieskończoności.

B ιedziemy mówili, że odcinek S  lamanej globalnej wielomianu f oraz odcinek
T  lamanej globalnej wielomianu g leż ιa po tych samych stronach swoich diagramów
Newtona jeśli jednocześnie S ∈ N (r)

f i T ∈ N (r)
g lub jednocześnie S ∈ N (t)

f i

T ∈ N (t)
g . Definicja niedegeneracji w nieskończoności jest bardziej z lożona od

definicji niedegeneracji pary szeregów w przypadku lokalnym.

DEFINICJA (niedegeneracji pary w nieskończoności). Powiemy, że para wielo-
mianów H = (f, g) jest niezdegenerowana w nieskończoności jeśli dla dowolnego
odcinka S  lamanej globalnej wielomianu f i dowolnego odcinka T  lamanej globalnej
wielomianu g zachodzi jeden z warunków

(a) odcinki S i T nie s ιa równoleg le,

(b) odcinki S i T s ιa równoleg le, ale leż ιa po przeciwnych stronach swoich dia-
gramów Newtona,

(c) odcinki S i T s ιa równoleg le, leż ιa po tych samych stronach swoich diagramów
Newtona i uk lad in(f, S) = in(g, T ) = 0 nie ma rozwi ιazań w (C \ {0})× (C \
{0}).

Mamy zatem

TWIERDZENIE 3.2. Jeżeli H = (f, g) jest par ιa wielomianów niezerowych, niezde-
generowan ιa w nieskończoności, to wyk ladnik l∞(H) jest równy minimum sześciu
wielkości wyst ιepuj ιacych w tezie twierdzenia 3.1.

Szkic dowodów obu twierdzeń 3.1 i 3.2 podajemy w rozdziale 4. Oba twierdzenia
s ιa odpowiednikiem twierdzenia 2.1 w [L1], gdzie w podobnym j ιezyku opisywany
jest wyk ladnik  Lojasiewicza pary szeregów w zerze.

 Latwo sprawdzić, że jeśli odpowiednie  lamane Newtona s ιa niepuste to kresy
dolne wyst ιepuj ιace w tezach twierdzeń 3.1 i 3.2 osi ιagane s ιa na odcinkach  lamanych
po lożonych najbliżej odpowiednich osi. Spostrzeżenie to u latwia obliczanie
wyk ladnika  Lojasiewicza w konkretnych przyk ladach.

PRZYK LAD. Rozważmy par ιe H = (f, g) tak ιa, że f = Y 2(1 + X4Y 2 + X5Y 5 +
X3Y 6) oraz g = X2(1+X +X5Y +X4Y 4).  Lamana globalna wielomianu f sk lada
si ιe z czterech odcinków A, B, C, D, przy czym A  l ιaczy (0, 2) z (4, 4), B  l ιaczy (4, 4)
z (5, 7), C  l ιaczy (5, 7) z (3, 8) oraz D  l ιaczy (3, 8) z (0, 2). Mamy N (r)

f = {A,B,C}
oraz N (t)

f = {C,D}.  Lamana globalna wielomianu g sk lada si ιe z trzech odcinków
E, F , G, przy czym E  l ιaczy (3, 0) z (7, 1), F  l ιaczy (7, 1) z (6, 4) oraz G  l ιaczy (6, 4)
z (2, 0). Mamy N (r)

g = {E,F} oraz N (t)
g = {F,G}.
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 Latwo sprawdzamy, że degH(X, 0) = max {−∞, 3} = 3. Odcinkami  lamanych
N (r)

f i N (r)
g po lożonymi najbliżej osi poziomej s ιa odpowiednio A i E, czyli

inf
S∈N (r)

f

α(S,∆g) = α(A,∆g) = 5

oraz
inf

T∈N (r)
g

α(T,∆f ) = α(E,∆f ) = −8 .

Ponadto degH(0, Y ) = max {2,−∞} = 2. Odcinkami  lamanych N (t)
f i N (t)

g

po lożonymi najbliżej osi pionowej s ιa odpowiednio D i G, czyli

inf
S∈N (t)

f

β(S,∆f ) = β(D,∆g) = −4 ,

inf
T∈N (t)

g

α(T,∆f ) = α(G,∆f ) = 5 .

Para jest niezdegenerowana, gdyż nie wyst ιepuj ιa pary odcinków równoleg lych. Z
twierdzenia 3.2 otrzymujemy

l∞(H) = min {3, 5,−8, 2,−4, 5} = −8 .

4 O dowodach twierdzeń dla pary

W rozdziale tym prezentujemy idee dowodów różnych wariantów twierdzeń dla
pary, w tym twierdzeń 3.1 i 3.2.

Niech H = (f, g) : C2 → C2 b ιedzie odwzorowaniem wielomianowym. Ana-
logicznie jak w [L1] można rozważać zwi ιazek wyk ladnika l∞(H) z wyk ladnikami
relatywnym zdefiniowanymi wzgl ιedem poszczególnych zmiennych. Wyk ladnik re-
latywny l∞(H,X) definiujemy jako kres górny rzeczywistych wyk ladników λ, dla
których

|H(x, y)| ≥ c|x|λ

dla |x| dostatecznie dużych, dla pewnej sta lej c > 0. Analogicznie definiujemy
l∞(H,Y ). W przypadku lokalnym wyk ladnik  Lojasiewicza pary szeregów w zerze



18

jest równy maksimum wyk ladników relatywnych. Niestety w przypadku globalnym
otrzymujemy jedynie oszacowanie

l∞(H) ≥ min {l∞(H,X), l∞(H,Y )} .(3)

Powodem, dla którego prosty dowód równości z przypadku lokalnego nie przenosi
si ιe na przypadek globalny, jest możliwość przyjmowania wartości ujemnych przez
l∞(H). Równość w przypadku globalnym możemy jedynie uzyskać przy do-
datkowych za lożenia o H. Dwa warianty takich za lożeń uwzgl ιednia poniższe

TWIERDZENIE 4.1. Jeżeli spe lnione jest choć jedno z za lożeń

(a) l∞(H) ≥ 0,

(b) H jest niezdegenerowane w nieskończoności,

to zachodzi równość

l∞(H) = min {l∞(H,X), l∞(H,Y )} .

Dowód twierdzenia przy za lożeniu (a) jest  latwy jeżeli skorzystamy z faktu,
że kres górny wyst ιepuj ιacy w definicji wyk ladnika l∞(H) jest osi ιagany [ChK1].
Szkic dowodu twierdzenia przy za lożeniu (b) podany jest dalej w tym rozdziale.
Warto podać przyk lad, dla którego nierówność w (3) jest ostra. Niech H =
(1 + X4 − Y 2, X2 − Y ). Korzystaj ιac z podanych dalej twierdzeń 4.3, 4.4 i
4.7 sprawdzamy, że l∞(H,X) = −2, l∞(H,Y ) = −1 oraz l∞(H) = −1.
Zwróćmy także uwag ιe na fakt, że kierunek nierówności (3) nie pozwala uzyskać
górnego oszacowania l∞(H) gdy znane s ιa górne oszacowania l∞(H,X) oraz
l∞(H,Y ). Wymienione przes lanki zdaj ιa si ιe wskazywać na ma l ιa efektywność
wyk ladników relatywnych rozważanego typu w zastosowaniu do wyznaczania
globalnego wyk ladnika  Lojasiewicza. Skuteczniejszym narz ιedziem okazuje si ιe
wyk ladnik zdefiniowany wzgl ιedem podzbioru.

Dla dowolnego A ⊂ C2 definiujemy wyk ladnik l∞(H,A) jako kres górny zbioru
rzeczywistych wyk ladników λ, dla których

|H(z)| ≥ c|z|λ

dla z ∈ A w otoczeniu nieskończoności w C2 (c > 0). Oczywíscie l∞(H, ∅) = +∞
oraz l∞(H,C2) = l∞(H). Ponadto l∞(H,A) = l∞(H), gdy A jest dowolnym
otoczeniem nieskończoności w C2.  Latwo sprawdzamy równość

l∞(H,A ∪B) = min {l∞(H,A), l∞(H,B)} .(4)

Korzystnie jest także zdefiniować wyk ladnik zrelatywizowany jednocześnie do
podzbioru i do ustalonej zmiennej. Dla dowolnego A ⊂ C2 definiujemy wyk ladnik
l∞(H,A,X) jako kres górny zbioru rzeczywistych wyk ladników λ, dla których

|H(x, y)| ≥ c|x|λ

dla (x, y) ∈ A i |x| dostatecznie dużych (c > 0). Analogicznie definiujemy
l∞(H,A, Y ).
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Punktem wyj́scia do wyznaczania l∞(H) b ιedzie dla nas nast ιepuj ιacy.

LEMAT 4.2. Niech c′, c′′ b ιed ιa dodatnimi sta lymi takimi, że c′c′′ ≥ 1. Ustalmy
podzbiory A = {|y| ≥ c′|x|} i B = {|x| ≥ c′′|y|} na p laszczyźnie C2. Wówczas

l∞(H) = min {l∞(H,A,X), l∞(H,B, Y )} .

Dowód przeprowadzamy elementarnie, sprawdzaj ιac, że l∞(H,A,X) = l∞(H,A)
oraz l∞(H,B, Y ) = l∞(H,B). Nast ιepnie korzystamy z (4) oraz z faktu A∪B = C2.

Rozwini ιecia Laurenta-Puiseux

Wygodnym narz ιedziem do badania wyk ladnika  Lojasiewicza w nieskończoności jest
klasyczna technika rozwini ιeć Laurenta-Puiseux. Rozwini ιecia te s ιa odpowiednikiem
lokalnych rozwini ιeć Puiseux.

Oznaczmy przez C(( 1
X )) cia lo formalnych szeregów Laurenta posiadaj ιacych

stopień. Cia lo formalnych szeregów Laurenta-Puiseux o wyk ladnikach u lamkowych
definiujemy jako C(( 1

X ))∗ =
∪

k≥1 C((X− 1
k )). Dla niezerowego szeregu Laurenta-

Puiseux a(X) = a′Xθ′
+ a′′Xθ′′

+ . . . (θ′ > θ′′ > . . . liczby wymierne, a′, a′′, . . . ∈
C \ {0}) k ladziemy deg a(X) = θ′ oraz in a(X) = a′Xθ′

. Ponadto przyjmujemy
deg 0 = −∞ oraz in0 = 0. Bezpośrednio z definicji wynika, że dla dowolnego
a(X) ∈ C(( 1

X ))∗ istnieje dodatnia sta la ca lkowita d taka, że a(T d) jest szeregiem
Laurenta zmiennej T . O szeregu a(X) mówimy, że jest zbieżny jeśli odpowiadaj ιacy
mu szereg Laurenta jest zbieżny.

Niech h(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem. Szereg a(X) ∈ C(( 1
X ))∗

nazywamy rozwi ιazaniem równania h(X,Y ) = 0 (wzgl ιedem zmiennej Y ) jeśli
h(X, a(X)) = 0 w C(( 1

X ))∗. Najmniejsz ιa liczb ιe ca lkowit ιa dodatni ιa m o tej

w lasności, że ∂mh
∂Y m (X, a(X)) ̸= 0 w C(( 1

X ))∗ nazywamy krotności ιa rozwi ιazania
a(X) i oznaczamy κ(a). Wielomian h(X,Y ) możemy traktować jako wielomian w
pierścieniu C(( 1

X ))∗[X]. Równanie h(X,Y ) = 0 może być zapisane w postaci

w0(X)Y q + w1(X)Y q−1 + . . . + wq(X) = 0, w0(X) ̸= 0 .

Liczba rozwi ιazań tego równania w ciele C(( 1
X ))∗ jest oczywíscie ograniczona przez

q = deg Y h. Ponieważ cia lo to jest algebraicznie domkni ιete (patrz np. [W]) wi ιec

h(X,Y ) = w0(X)
∏
a∈A

(Y − a(X))κ(a) ,

gdzie A oznacza zbiór wszystkich rozwi ιazań równania (przyjmujemy konwencj ιe∏
∅ = 1). Oczywíscie liczba rozwi ιazań z uwzgl ιednieniem krotności jest równa q =

degY h. Można pokazać, stosuj ιac np. metod ιe majorant Cauchy’ego, że wszystkie
rozwi ιazania s ιa zbieżne.

Analogicznie jak wyżej możemy rozwi ιazywać równanie h(X,Y ) = 0 (wzgl ιedem
zmiennej X) w ciele C(( 1

Y ))∗.
Znajomość wszystkich rozwi ιazań równań f(X,Y ) = 0 i g(X,Y ) = 0 w C(( 1

X ))∗

pozwala wyznaczyć l∞(H,X). Mamy tu
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TWIERDZENIE 4.3. Niech H = (f, g) b ιedzie par ιa niezerowych wielomianów
f(X,Y ), g(X,Y ) ∈ C[X,Y ]. Wówczas

l∞(H,X) = min {degH(X, 0), inf
a∈A

deg g(X, a(X)), inf
b∈B

deg f(X, b(X))} ,

gdzie A i B s ιa odpowiednio zbiorami wszystkich rozwi ιazań równań f(X,Y ) = 0
oraz g(X,Y ) = 0 w C(( 1

X ))∗.

Dowód twierdzenia może być przeprowadzony analogicznie jak w [L1]. G lównym
narz ιedziem dowodowym jest lemat o normie odwzorowania wielomianowego [P l3].

Przez zamian ιe ról zmiennych otrzymujemy

TWIERDZENIE 4.4. Niech H = (f, g) b ιedzie par ιa niezerowych wielomianów
f(X,Y ), g(X,Y ) ∈ C[X,Y ]. Wówczas

l∞(H,Y ) = min {degH(0, Y ), inf
a∈A

deg g(a(Y ), Y ), inf
b∈B

deg f(b(Y ), Y )} ,

gdzie A i B s ιa odpowiednio zbiorami wszystkich rozwi ιazań równań f(X,Y ) = 0
oraz g(X,Y ) = 0 w C(( 1

Y ))∗.
Okazuje si ιe, że technika rozwini ιeć Laurenta-Puiseux może być także zas-

tosowana do wyznaczenia wyk ladników wzgl ιednych wyst ιepuj ιacych w lemacie 4.2.
Prezentuj ιa to dwa poniższe twierdzenia

TWIERDZENIE 4.5. Niech H = (f, g) b ιedzie par ιa niezerowych wielomianów
f(X,Y ), g(X,Y ) ∈ C[X,Y ]. Niech A1 i B1 b ιed ιa odpowiednio zbiorami wszyst-
kich rozwi ιazań równań f(X,Y ) = 0 oraz g(X,Y ) = 0 w C(( 1

X ))∗ stopnia nie
przekraczaj ιacego 1. Wówczas istnieje sta la c1 > 0, że dla dowolnego c′ > c1

l∞(H, {|y| ≤ c′|x|}, X) =

min {degH(X, 0), inf
a∈A1

deg g(X, a(X)), inf
b∈B1

deg f(X, b(X))} .

UWAGA. Jako c1 można przyj ιać maksimum modu lów wspó lczynników przy na-
jwyższych pot ιegach we wszystkich rozwi ιazaniach stopnia 1 w zbiorze A1 ∪ B1.
Jeżeli wszystkie rozważane rozwi ιazania maj ιa stopień silnie mniejszy od 1 to można
przyj ιać c1 = 0.

Pe lny dowód twierdzenia można znaleźć w pracy [L2]. Przez zamian ιe ról zmien-
nych otrzymujemy

TWIERDZENIE 4.6. Niech H = (f, g) b ιedzie par ιa niezerowych wielomianów
f(X,Y ), g(X,Y ) ∈ C[X,Y ]. Niech A1 i B1 b ιed ιa odpowiednio zbiorami wszyst-
kich rozwi ιazań równań f(X,Y ) = 0 oraz g(X,Y ) = 0 w C(( 1

Y ))∗ stopnia nie
przekraczaj ιacego 1. Wówczas istnieje sta la c2 > 0, że dla dowolnego c′′ > c2

l∞(H, {|x| ≤ c′′|y|}, Y ) =

min {degH(0, Y ), inf
a∈A1

deg g(a(Y ), Y ), inf
b∈B1

deg f(b(Y ), Y )} .
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 L ιacz ιac tezy twierdzeń 4.5 i 4.6 z lematem 4.2 otrzymujemy formu l ιe na obliczanie
l∞(H) w dowolnej sytuacji.

TWIERDZENIE 4.7. Niech H = (f, g) b ιedzie par ιa niezerowych wielomianów
f(X,Y ), g(X,Y ) ∈ C[X,Y ]. Niech A′

1 i B′
1 b ιed ιa odpowiednio zbiorami rozwi ιazań

równań f(X,Y ) = 0 oraz g(X,Y ) = 0 w C(( 1
X ))∗ stopnia nie przekraczaj ιacego 1,

zaś A′′
1 i B′′

1 zbiorami rozwi ιazań tych samych równań w C(( 1
Y ))∗ także stopnia nie

przekraczaj ιacego 1. Wówczas l∞(H) jest równe minimum sześciu liczb

degH(X, 0) , inf
a∈A′

1

deg g(X, a(X)) , inf
b∈B′

1

deg f(X, b(X)) ,

degH(0, Y ) , inf
a∈A′′

1

deg g(a(Y ), Y ), inf
b∈B′′

1

deg f(b(Y ), Y ) .

Rezultat tego typu zawarty jest w pracy [ChK1].

PRZYK LAD. Niech H = (f, g) = (1 + X4 − Y 2, X2 − Y ) b ιedzie rozważa-
nym wcześniej odwzorowaniem wielomianowym. Wyznaczymy teraz wyk ladniki
l∞(H,X), l∞(H,Y ) oraz l∞(H). Równanie f(X,Y ) = 0 ma dwa rozwi ιazania

a1(X) = X2 +
1

2
X−2 − 1

8
X−6 + . . .

a2(X) = −X2 − 1

2
X−2 +

1

8
X−6 + . . .

w C(( 1
X ))∗ oraz cztery rozwi ιazania

a3(Y ) = Y
1
2 − 1

4
Y − 3

2 − 3

32
Y − 7

2 + . . .

a4(Y ) = −Y
1
2 +

1

4
Y − 3

2 +
3

32
Y − 7

2 + . . .

a5(Y ) = iY
1
2 − i

4
Y − 3

2 − 3i

32
Y − 7

2 + . . .

a6(Y ) = −iY
1
2 +

i

4
Y − 3

2 +
3i

32
Y − 7

2 + . . .

w C(( 1
Y ))∗.

Równanie g(X,Y ) = 0 ma jedno rozwi ιazanie

b1(X) = X2

w C(( 1
X ))∗ oraz dwa rozwi ιazania

b2(Y ) = Y
1
2

b3(Y ) = −Y
1
2
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w C(( 1
Y ))∗. Mamy degH(X, 0) = max {4, 2} = 4 i  latwo sprawdzamy, że

deg g(X, a1(X)) = −2, deg g(X, a2(X)) = 2 oraz deg f(X, b1(X)) = 0. Twierdze-
nie 4.3 daje nam l∞(H,X) = −2. Podobnie sprawdzamy, że degH(0, Y ) =
max {2, 1} = 2, deg g(a3(Y ), Y ) = deg g(a4(Y ), Y ) = −1, deg g(a5(Y ), Y ) =
deg g(a6(Y ), Y ) = 1. Twierdzenie 4.4 daje nam l∞(H,Y ) = −1. Przy oblicza-
niu l∞(H) z twierdzenia 4.7 nie uwzgl ιedniamy rozwi ιazań a1(X), a2(X) i b1(X)
gdyż ich stopień przekracza 1. Mamy zatem l∞(H) = −1.

Zwi ιazek z diagramem Newtona

Podane wyżej twierdzenia pozwalaj ιa precyzyjnie określić zwi ιazek zdefiniowanych
wyk ladników  Lojasiewicza z diagramami Newtona sk ladowych odwzorowania. Za-
czniemy od podania zwi ιazku rozwi ιazań równania h(X,Y ) = 0 w C(( 1

X ))∗ z  laman ιa
prawostronn ιa N (r)

h . Stosuj ιac metody zastosowane przez P loskiego w [P l2] można
wykazać, że każdemu niezerowemu rozwi ιazaniu równania h(X,Y ) = 0 w C(( 1

X ))∗

odpowiada odcinek S ∈ N (r)
h taki, że deg a(X) = |S1|

|S2| sgnS. Co wi ιecej, liczba

rozwi ιazań stopnia |S1|
|S2| sgnS, z uwzgl ιednieniem krotności, jest dok ladnie równa |S2|.

Zwi ιazek diagramu ∆h z rozwi ιazaniami równania h(X,Y ) = 0 w C(( 1
Y ))∗

określamy z pomoc ιa górnej  lamanej N (t)
h . Każdemu niezerowemu rozwi ιazaniu

a(Y ) ∈ C(( 1
Y ))∗ równania h(X,Y ) = 0 odpowiada odcinek S ∈ N (t)

h taki, że

deg a(Y ) = |S2|
|S1| sgnS i liczba wszystkich rozwi ιazań stopnia |S2|

|S1| sgnS jest równa

|S1|.
Poniższy lemat umożliwia oszacowanie stopni podstawień, wyst ιepuj ιacych w

tezach wcześniejszych twierdzeń, na podstawie diagramów Newtona sk ladowych
pary.

LEMAT 4.8. Niech f(X,Y ), g(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιed ιa niezerowymi wielomianami.
Wówczas:

(a) Dla dowolnego niezerowego rozwi ιazania a(X) ∈ C(( 1
X ))∗ równania

f(X,Y ) = 0

deg g(X, a(X)) ≤ α(S,∆g) ,

gdzie S ∈ N (r)
f jest odcinkiem odpowiadaj ιacym rozwi ιazaniu a(X).

(b) Dla dowolnego niezerowego rozwi ιazania b(X) ∈ C(( 1
X ))∗ równania g(X,Y ) =

0

deg f(X, b(X)) ≤ α(T,∆f ) ,

gdzie T ∈ N (r)
g jest odcinkiem odpowiadaj ιacym rozwi ιazaniu b(X).

(c) Dla dowolnego niezerowego rozwi ιazania a(Y ) ∈ C(( 1
Y ))∗ równania f(X,Y ) =

0

deg g(a(Y ), Y ) ≤ β(S,∆g) ,

gdzie S ∈ N (t)
f jest odcinkiem odpowiadaj ιacym rozwi ιazaniu a(Y ).
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(d) Dla dowolnego niezerowego rozwi ιazania b(Y ) ∈ C(( 1
Y ))∗ równania g(X,Y ) =

0
deg f(b(Y ), Y ) ≤ β(T,∆f ) ,

gdzie T ∈ N (t)
g jest odcinkiem odpowiadaj ιacym rozwi ιazaniu b(Y ).

Ponadto jeśli H = (f, g) jest par ιa niezdegenerowan ιa to we wszystkich powyższych
oszacowaniach mamy równość.

Dowód lematu można przeprowadzić metod ιa przedstawion ιa w [L1]. Oczywíscie
wszystkie tezy wynikaj ιa z (a) przez symetri ιe. Dla ilustracji przeprowadzimy dowód
oszacowania (a) bez dowodzenia równości w przypadku niezdegenerowanym.

Niech g(X,Y ) =
∑

gαβX
αY β , gdzie (α, β) ∈ supp g. Wówczas

deg g(X, a(X)) = deg

 ∑
(α,β)∈supp g

gαβX
αa(X)β

 ≤

≤ max
{

degXαa(X)β : (α, β) ∈ supph
}

.

Ale

degXαa(X)β = degXα

(
cX

|S1|
|S2| sgnS

+ . . .

)β

=

= α + β
|S1|
|S2|

sgnS ,

co w po l ιaczeniu z (1) kończy dowód oszacowania.
Z lematu 4.8 oraz z twierdzeń 4.3 i 4.4 wynikaj ιa bezpośrednio zwi ιazki

wyk ladników l∞(H,X) i l∞(H,Y ) z diagramami Newtona sk ladowych pary.
Zwi ιazki te wyrażone s ιa w dwu poniższych twierdzeniach.

TWIERDZENIE 4.8. Jeżeli H = (f, g) jest par ιa wielomianów niezerowych to

l∞(H,X) ≤ min

degH(X, 0), inf
S∈N (r)

f

α(S,∆g), inf
T∈N (r)

g

α(T,∆f )

 ,

przy czym jeśli para jest niezdegenerowana to zachodzi równość.

TWIERDZENIE 4.9. Jeżeli H = (f, g) jest par ιa wielomianów niezerowych to

l∞(H,Y ) ≤ min

degH(0, Y ), inf
S∈N (t)

f

β(S,∆g), inf
T∈N (t)

g

β(T,∆f )

 ,

przy czym jeśli para jest niezdegenerowana to zachodzi równość.
Oznaczmy teraz odpowiednio przez N ′

f i N ′
g podzbiory  lamanych N (r)

f i N (r)
g

z lożone z odcinków o nachyleniach mniejszych lub równych 1 oraz odpowiednio
przez N ′′

f i N ′′
g podzbiory  lamanych N (t)

f i N (t)
g z lożone z odcinków także o nachyle-

niach mniejszych lub równych 1. Bezpośrednio z twierdzenia 4.7 oraz z lematu 4.8
otrzymujemy
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TWIERDZENIE 4.10. Niech H = (f, g) b ιedzie par ιa niezerowych wielomianów.
Wówczas wyk ladnik l∞(H) jest ograniczony z góry przez minimum sześciu wielkości

degH(X, 0), inf
S∈N ′

f

α(S,∆g), inf
T∈N ′

g

α(T,∆f ),

degH(0, Y ), inf
S∈N ′′

f

β(S,∆g), inf
T∈N ′′

g

β(T,∆f ),

przy czym w przypadku niezdegenerowanym zachodzi równość.

Dowody twierdzeń 3.1, 3.2 i 4.1

Tezy twierdzeń 3.1 i 3.2 s ιa teraz bezpośredni ιa konsekwencj ιa twierdzenia 4.10 oraz
nast ιepuj ιacego lematu.

LEMAT 4.11. Niech H = (f, g) b ιedzie par ιa niezerowych wielomianów. Twierdzi-
my, że minimum sześć wielkości

degH(X, 0), inf
S∈N (r)

f

α(S,∆g), inf
T∈N (r)

g

α(T,∆f ),

degH(0, Y ), inf
S∈N (t)

f

β(S,∆g), inf
T∈N (t)

g

β(T,∆f ),

nie ulegnie zmianie jeśli  lamane typu N (r) zast ιapimy  lamanymi typu N ′ oraz
 lamane typu N (t) zast ιapimy  lamanymi typu N ′′.

Dowód. Oznaczmy przez m1 minimum sześciu wielkości przed zamian ιa i
przez m2 minimum sześciu wielkości po zamianie. Ponieważ w wyniku zamiany
odpowiednie  lamane pomniejszaj ιa si ιe, wi ιec oczywíscie m1 ≤ m2.

Pozostaje sprawdzić nierówność przeciwn ιa. Oczywíscie

inf
S∈N (r)

f

α(S,∆g) = min

 inf
S∈N ′

f

α(S,∆g) , inf
S∈N (r)

f
\N ′

f

α(S,∆g)

 .

Jeżeli S ∈ N (r)
f \ N ′

f to |S1|
|S2| sgnS > 1, czyli w szczególności sgnS ̸= 0, sk ιad

(sgnS)2 = 1. Mamy zatem

α + β
|S1|
|S2|

sgnS =
|S1|
|S2|

sgnS

(
α
|S2|
|S1|

sgnS + β

)
≥ α

|S2|
|S1|

sgnS + β ,

czyli wobec (1) i (2)
α(S,∆g) ≥ β(S,∆g) .

Ponieważ N (r)
f \ N ′

f ⊂ N ′′
f , wi ιec

inf
S∈N (r)

f
\N ′

f

α(S,∆g) ≥ inf
S∈N (r)

f
\N ′

f

β(S,∆g) ≥ inf
S∈N ′′

f

β(S,∆g) .
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Czyli ostatecznie

inf
S∈N (r)

f

α(S,∆g) ≥ min

 inf
S∈N ′

f

α(S,∆g) , inf
S∈N ′′

f

β(S,∆g)

 .

Przeprowadzaj ιac analogiczne rozumowanie dla pozosta lych trzech infimów
określaj ιacych m1 otrzymujemy m1 ≥ m2, co kończy dowód lematu.

Zauważmy, że twierdzenie 4.1 (dowodzone przy za lożeniu niedegeneracji) jest
teraz oczywistym wnioskiem z dowiedzionego lematu oraz twierdzeń 4.8, 4.9 i 4.10.

5 O dowodach twierdzeń dla gradientu

Twierdzenia prezentowane w poprzednim rozdziale umożliwiaj ιa oszacowanie
wyk ladnika l∞(gradh) na podstawie informacji zawartej w diagramach New-
tona obu sk ladowych ∂h

∂X , ∂h
∂Y gradientu. Ponadto uzyskujemy dok ladn ιa wartość

wyk ladnika w przypadku gdy para ( ∂h
∂X , ∂h

∂Y ) jest niezdegenerowana. Istot ιa
rozważań w niniejszym rozdziale jest wykazanie, że możliwe jest oszacowanie
wyk ladnika l∞(gradh) na podstawie informacji zawartej jedynie w diagramie New-
tona wyj́sciowego wielomianu h(X,Y ), bez uciekania si ιe do rozważania diagramów
pochodnych cz ιastkowych. G lówny wynik prezentowany w pracy (twierdzenie 2.1)
jest, w świetle powyższych rozważań, bezpośrednim wnioskiem z dwu podanych
niżej faktów.

TWIERDZENIE 5.1 (o dziedziczeniu niedegeneracji). Niech h(X,Y ) ∈ C[X,Y ]
b ιedzie wielomianem bez sta lego wyrazu, istotnie zależnym od obu zmiennych,
niepodzielnym ani przez X2 ani przez Y 2. Wówczas jeśli h(X,Y ) jest niezde-
generowany na każdym odcinku  lamanej w nieskończoności to para ( ∂h

∂X , ∂h
∂Y ) jest

niezdegenerowana.

LEMAT 5.2 Niech h(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem bez sta lego wyrazu,
istotnie zależnym od obu zmiennych, niepodzielnym ani przez X2 ani przez Y 2.
Wówczas, jeśli choć jedna z  lamanych N (r)

h lub N (t)
h posiada odcinkek standardowy,

to minimum sześciu wielkości

deg gradh(X, 0), inf
R∈N (r)

∂h
∂X

α(R,∆ ∂h
∂Y

), inf
T∈N (r)

∂h
∂Y

α(T,∆ ∂h
∂X

),

deg gradh(0, Y ), inf
R∈N (t)

∂h
∂X

β(R,∆ ∂h
∂Y

), inf
T∈N (t)

∂h
∂Y

β(T,∆ ∂h
∂X

),

jest równe

min

 inf
S

α(S), inf
S

β(S)

− 1 ,(5)

gdzie, w pierwszym infimum, S przebiega wszystkie standardowe odcinki  lamanej
N (r)

h , zaś w drugim — wszystkie standardowe odcinki  lamanej N (t)
h .
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Szkice dowodów twierdzenia 5.1 i powyższego lematu podajemy w dalszej cz ιeści
niniejszego rozdzia lu. W rozważaniach wykorzystujemy szczegó lowe zwi ιazki
pomi ιedzy  laman ιa globaln ιa wielomianu i  lamanymi globalnymi jego pochodnych
cz ιastkowych. Zwi ιazki te wyrażone s ιa w podanych niżej: lematacie 5.3, wniosku
5.4 i lemacie 5.5. Wypowiedzi poprzedzimy kilkoma definicjami.

Rozważmy wielomian h(X,Y ) ∈ C[X,Y ]. Mówimy, że odcinek T  lamanej glo-
balnej wielomianu pochodnego ∂h

∂Y jest regularny jeśli

T = S − (0, 1)

dla pewnego odcinka S  lamanej globalnej wielomianu h.  Latwo zauważyć, że
wówczas

in

(
∂h

∂Y
, T

)
=

∂

∂Y
in(h, S) .(6)

Analogicznie definiujemy odcinek regularny  lamanej globalnej wielomainu pochod-
nego ∂h

∂X .

LEMAT 5.3 (o opisie  lamanej N (r)
∂h
∂Y

). Niech h(X,Y ) b ιedzie wielomianem jawnie

zależnym od zmiennej Y , niepodzielnym przez Y 2. Niech (µ, ν) b ιedzie prawostron-
nym wierzcho lkiem diagramu ∆h o dodatniej minimalnej rz ιednej (wierzcho lek taki
istnieje przy wymienionych za lożeniach). Wówczas:

-

6

p p
ppppp p p �
�
B
BB

HH��

A
AHH

∆h
(µ, ν)

(a) Jeżeli ν = 1 to wszystkie odcinki  lamanej N (r)
∂h
∂Y

s ιa regularne.

(b) Jeżeli ν > 1 to istnieje odcinek F  lamanej N (r)
h  l ιacz ιacy pewien wierzcho lek

diagramu ∆h, leż ιacy na osi poziomej, z wierzcho lkiem (µ, ν). Wówczas dla
każdego odcinka T ∈ N (r)

∂h
∂Y

zachodzi dok ladnie jedna z trzech możliwości:

(i) T jest odcinkiem regularnym,

(ii) T nie jest równoleg ly do żadnego odcinka  lamanej N (r)
h i wówczas

|T1|
|T2|

sgnT <
|F1|
|F2|

sgnF ,

(iii) T jest równoleg ly do F i wówczas

in

(
∂h

∂Y
, T

)
=

∂

∂Y
in(h, F ) .

Dowód lematu przebiega analogicznie jak w [L1].
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6

q
q

q r

r
r

r
�
��
A
AA

PP
PP

HHH
A
AA
�

�
��

B̃

C̃

D̃

∆ ∂h
∂Y

PRZYK LAD. Niech h = X2+XY 2+Y 4+X3Y +X4+X6Y +X3Y 6+X7Y 3+X6Y 5.
 Lamana N (r)

h sk lada si ιe z czterech odcinków: A ( l ιaczy (4, 0) z (6, 1)), B ( l ιaczy (6, 1)
z (7, 3)), C ( l ιaczy (7, 3) z (6, 5)), D ( l ιaczy (6, 5) z (3, 6)).  Lamana N (r)

∂h
∂Y

pochodnej

∂h
∂Y = 2XY + 4Y 3 + X3 + X6 + 6X3Y 5 + 3X7Y 2 + 5X6Y 4 sk lada si ιe z trzech

odcinków: B̃ ( l ιaczy (6, 0) z (7, 2)), C̃ ( l ιaczy (7, 2) z (6, 4)), D̃ ( l ιaczy (6, 4) z (3, 5)).
Najniżej po lożonym prawym wierzcho lkiem diagramu ∆h o dodatniej rz ιednej jest
(µ, ν) = (6, 1). Ponieważ ν = 1 wi ιec zachodzi sytuacja opisywana w tezie (a)
lematu 5.3, to znaczy wszystkie trzy odcinki B̃, C̃, D̃  lamanej N (r)

∂h
∂Y

s ιa regularne

(powstaj ιa one odpowiednio z odcinków B, C, D  lamanej N (r)
h ). Wyj ιatkowemu

odcinkowi A  lamanej N (r)
h nie odpowiada żaden odcinek  lamanej N (r)

∂h
∂Y

.

PRZYK LAD. Niech h = X2 + XY 2 + Y 4 + X4Y + Y 6 + X5Y 2 + X7 + X2Y 7 +
X5Y 4 +X4Y 6.  Lamana N (r)

h sk lada si ιe z dwóch odcinków: F ( l ιaczy (7, 0) z (4, 6))
i A ( l ιaczy (4, 6) z (2, 7)).  Lamana N (r)

∂h
∂Y

pochodnej ∂h
∂Y = 2XY +4Y 3 +X4 +6Y 5 +

2X5Y + 7X2Y 6 + 4X5Y 3 + 6X4Y 5 sk lada si ιe z czterech odcinków: P ( l ιaczy (4, 0)
z (5, 1)), Q ( l ιaczy (5, 1) z (5, 3)), F̃ ( l ιaczy (5, 3) z (4, 5)), Ã ( l ιaczy (4, 5) z (2, 6)).
Najniżej po lożonym prawym wierzcho lkiem diagramu ∆h o dodatniej rz ιednej jest
(µ, ν) = (4, 6). Ponieważ ν > 1 wi ιec zachodz ιa sytuacje opisane w tezie (b) lematu
5.3. Odcinek Ã = A − (0, 1) jest regularny (przypadek (i)). Odcinki P i Q nie
s ιa równoleg le do żadnego odcinka  lamanej N (r)

h (przypadek (ii)). Odcinek F̃ jest
równoleg ly do odcinka F (przypadek (iii)).

-

6

q
q

q
q

q
q

r
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6

q
q

r

q
r

r
r

r
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A
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H
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P

Q

F̃

Ã

∆ ∂h
∂Y

Bezpośrednim wnioskiem z lematu 5.3 jest

WNIOSEK 5.4. Niech h(X,Y ) b ιedzie wielomianem o niepustej  lamanej N (r)
h ,

niepodzielnym przez Y 2. Wówczas dla dowolnego odcinka T ∈ N (r)
∂h
∂Y

zachodzi

dok ladnie jedna z możliwości:
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(a) T jest równoleg ly do pewnego odcinka S ∈ N (r)
h i wówczas

in

(
∂h

∂Y
, T

)
=

∂

∂Y
in(h, S) ,

(b) T nie jest równoleg ly do żadnego odcinka  lamanej N (r)
h i wówczas

|T1|
|T2|

sgnT <
|S1|
|S2|

sgnS

dla wszystkich odcinków S ∈ N (r)
h .

Opis relacji pomi ιedzy prawostronnymi  lamanymi wielomianu h i wielomianu
pochodnego ∂h

∂X przedstawia poniższy

LEMAT 5.5. (opis  lamanej N (r)
∂h
∂X

) Niech h(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem o

niepustej  lamanej N (r)
h . Niech F i L oznaczaj ιa odpowiednio odcinki  lamanej N (r)

h

po lożone najbliżej i najdalej osi poziomej. Niech R b ιedzie dowolnym odcinkiem
 lamanej N (r)

∂h
∂X

. Wówczas:

(a) Jeżeli R jest równoleg ly do pewnego odcinka S  lamanej N (r)
h to

in

(
∂h

∂X
,R

)
=

∂

∂X
in(h, S) .

(b) Jeżeli R nie jest równoleg ly do żadnego odcinka  lamanej N (r)
h to zachodzi

dok ladnie jedna z możliwości:

(i) R ma nachylenie mniejsze od nachyleń wszystkich odcinków  lamanej
N (r)

h i wtedy odcinek F dotyka osi pionowej,

(ii) R ma nachylenie wi ιeksze od nachyleń wszystkich odcinków  lamanej N (r)
h

i wtedy odcinek L dotyka osi pionowej.

-

6

�
��
�
��
@
@

N (r)
h

F

L

Dowód lematu przeprowadzamy metodami analogicznymi jak w [L1]. Szczegó lo-
wy dowód padany jest w [L2]. Przez symetri ιe możemy sformu lować analogiczne
zwi ιazki dla  lamanych górnych.

Możemy teraz  latwo udowodnić twierdzenie 5.1 o dziedziczeniu niedegeneracji.
Niech h(X,Y ) b ιedzie wielomianem spe lniaj ιacym za lożenia twierdzenia. Wybierz-
my dowolny odcinek R  lamanej globalnej wielomianu ∂h

∂X oraz dowolny odcinek T
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 lamanej globalnej wielomianu ∂h
∂Y . Wobec definicji niedegeneracji możemy za lożyć,

że odcinki R i T s ιa równoleg le oraz leż ιa po tych samych stronach swoich diagramów
Newtona. Bez straty ogólności możemy także za lożyć, że R ∈ N (r)

∂h
∂X

oraz T ∈ N (r)
∂h
∂Y

.

B ιedziemy dowodzić, że istnieje odcinek S ∈ N (r)
h równoleg ly do odcinków R i T .

Gdyby odcinek taki nie istnia l to z lematu 5.3 o opisie  lamanej N (r)
∂h
∂Y

wynika, że

odcinek F  lamanej N (r)
h dotyka osi poziomej oraz

|T1|
|T2|

sgnT <
|F1|
|F2|

sgnF .

Niech (p, 0) b ιedzie końcem odcinka F leż ιacym na osi poziomej. Oczywíscie p ≥ 1,
gdyż wielomian h jest bez sta lego wyrazu. Oznacza to, że odcinek F nie może
dotykać osi pionowej, zatem z lematu 5.5 wynika, że rozważany odcinek R ma
nachylenie wi ιeksze od nachyleń wszystkich odcinków  lamanej N (r)

h . Otrzymujemy
zatem nierówność

|T1|
|T2|

sgnT <
|F1|
|F2|

sgnF <
|R1|
|R2|

sgnR ,

która przeczy równoleg lości odcinków R i T . Uzyskana sprzeczność dowodzi, że
odcinek S  lamanej N (r)

h , równoleg ly do odcinków R i T , istnieje. Z lematów 5.5 i
5.3 wynika, że

in

(
∂h

∂X
,R

)
=

∂

∂X
in(h, S)

oraz

in

(
∂h

∂Y
, T

)
=

∂

∂Y
in(h, F ) .

Ponieważ wielomian h jest niezdegenerowany na odcinkach  lamanej globalnej, wi ιec
uk lad ∂

∂X in(h, S) = ∂
∂Y in(h, F ) = 0 nie ma rozwi ιazań w (C \ {0}) × (C \ {0}),

tym samym nie ma ich także uk lad in( ∂h
∂X , R) = in( ∂h

∂Y , T ) = 0, co kończy dowód

niedegeneracji pary ( ∂h
∂X , ∂h

∂Y ).
Podamy teraz szkic dowodu lematu 5.2. Może on być wyprowadzony z podanych

niżej lematów 5.6 i 5.7.

LEMAT 5.6. Niech h(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem bez sta lego wyrazu,
niepodzielnym przez Y 2 i takim, że  lamana N (r)

h posiada chociaż jeden odcinek
standardowy. Oznaczmy przez mr minimum trzech wielkości

deg gradh(X, 0), inf
R∈N (r)

∂h
∂X

α(R,∆ ∂h
∂Y

), inf
T∈N (r)

∂h
∂Y

α(T,∆ ∂h
∂X

),

Wówczas

α(F ∗) − 1 ≥ mr ≥ min

{
α(F ∗) − 1, α(F ∗) − |F ∗

1 |
|F ∗

2 |
sgnF ∗

}
,

gdzie F ∗ oznacza standardowy odcinek  lamanej N (r)
h po lożony najbliżej osi

poziomej.
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Dowód lematu przeprowadzamy analogicznie jak w [L1] (lemat 3.10).

Z lematu 5.6 przez symetri ιe uzyskujemy

LEMAT 5.7. Niech h(X,Y ) ∈ C[X,Y ] b ιedzie wielomianem bez sta lego wyrazu,
niepodzielnym przez X2 i takim, że  lamana N (t)

h posiada chociaż jeden odcinek
standardowy. Oznaczmy przez mt minimum trzech wielkości

deg gradh(0, Y ), inf
R∈N (t)

∂h
∂X

β(R,∆ ∂h
∂Y

), inf
T∈N (t)

∂h
∂Y

β(T,∆ ∂h
∂X

) .

Wówczas

β(F ∗∗) − 1 ≥ mt ≥ min

{
β(F ∗∗) − 1, β(F ∗∗) − |F ∗∗

2 |
|F ∗∗

1 |
sgnF ∗∗

}
,

gdzie F ∗∗ oznacza standardowy odcinek  lamanej N (t)
h po lożony najbliżej osi pio-

nowej.

Dla ilustracji, wyprowadzimy lemat 5.2 z dwóch podanych wyżej lematów przy
za lożeniu, że obie  lamane N (r)

h oraz N (t)
h posiadaj ιa odcinki standardowe. Pe ln ιa

wersj ιe dowodu można znaleźć w [L2]. Niech F ∗ oraz F ∗∗ b ιed ιa zdefiniowane
tak jak w wypowiedziach lematów. Z lematów tych wynika, że minimum sześciu
liczb wyst ιepuj ιacych w lemacie 5.2 jest ograniczone z góry przez liczb ιe m2 równ ιa
mniejszej z dwu liczb

α(F ∗) − 1, β(F ∗∗) − 1

oraz z do lu przez liczb ιe m4 równ ιa najmniejszej z czterech liczb

α(F ∗) − 1, α(F ∗) − |F ∗
1 |

|F ∗
2 |

sgnF ∗ ,

β(F ∗∗) − 1, β(F ∗∗) − |F ∗∗
2 |

|F ∗∗
1 |

sgnF ∗∗ .

 Latwo zauważyć, że wielkoć (5) wyst ιepuj ιaca w tezie lematu 5.2 jest w rozważanym
przypadku równa m2, zatem do zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że m2 =
m4. Nierówność m2 ≥ m4 jest oczywista. Dla dowodu nierówności przeciwnej
rozważymy cztery warianty nachyleń odcinków F ∗ i F ∗∗. Jeżeli jednocześnie
|F∗

1 |
|F∗

2 | sgnF ∗ ≤ 1 oraz
|F∗∗

2 |
|F∗∗

1 | sgnF ∗∗ ≤ 1 to sprawdzana nierówność jest oczywista.

Za lóżmy zatem, że
|F∗

1 |
|F∗

2 | sgnF ∗ ≤ 1, zaś
|F∗∗

2 |
|F∗∗

1 | sgnF ∗∗ > 1. W tym przypadku

znak odcinka F ∗∗ jest równy +1, czyli należy on do prawostronnej  lamanej N (r)
h .

Odcinek F ∗∗ nie może być odcinkiem wyj ιatkowym  lamanej N (r)
h , gdyż wówczas

 lamana ta nie posiada laby odcinków standardowych. Wynika st ιad, że odcinek
F ∗∗ jest bardziej oddalony od osi poziomej niż odcinek F ∗. Otrzymujemy st ιad
α(F ∗) ≤ α(F ∗∗). Ponieważ znak odcinka F ∗∗ jest w rozważanej sytuacji równy
+1, wi ιec α(F ∗∗) ≥ |F ∗∗

1 | ≥ 1. Otrzymujemy st ιad



31

-

6
@@

@@
@@

@@
@@

J
JJ
B
BB
�
�

F∗∗

F∗

α(F ∗) − 1 ≤ α(F ∗∗) − 1 ≤ [α(F ∗∗) − 1]
|F ∗∗

2 |
|F ∗∗

1 |
sgnF ∗∗ =

= α(F ∗∗)
|F ∗∗

2 |
|F ∗∗

1 |
sgnF ∗∗ − |F ∗∗

2 |
|F ∗∗

1 |
sgnF ∗∗ =

= β(F ∗∗) − |F ∗∗
2 |

|F ∗∗
1 |

sgnF ∗∗ .

Powyżej skorzystalísmy z  latwej do sprawdzenia równości

β(S) = α(S)
|S2|
|S1|

sgnS ,

prawdziwej dla dowolnego odcinka S o niezerowym znaku. Dowiedziona nierówność
wystarcza do stwierdzenia, że m2 ≤ m4 w rozważanej sytuacji. Przypadek gdy
|F∗

1 |
|F∗

2 | sgnF ∗ > 1, zaś
|F∗∗

2 |
|F∗∗

1 | sgnF ∗∗ ≤ 1 sprawdzamy analogicznie. Przypadek, w

którym
|F∗

1 |
|F∗

2 | sgnF ∗ > 1 oraz
|F∗∗

2 |
|F∗∗

1 | sgnF ∗∗ > 1 jest niemożliwy, co wynika z analizy

nachyleń obu odcinków. Tym samym zakończylísmy dowód lematu 5.2 w za lożonej
sytuacji.
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