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Abstrakt

W pracy podane jest gérne oszacowanie wykladnika Lojasiewicza w nieskoniczonosci gradientu
funkcji wielomianowej A : C? 5 Chna podstawie informacji zawartej w jej diagramie Newtona.
W przypadku niezdegenerowanym uzyskuje si¢ dokladna wartos¢ wykladnika. W pracy przed-
stawiony jest takze rezultat tego typu dla odwzorowania wielomianowego H = (f, g) :C2 5

c2

1 Wstep

Wykladnikiem Lojasiewicza I (H) odwzorowania wielomianowego H = (f,g) :
C? — C? w niekoniczonoéci nazywamy kres gérny zbioru rzeczywistych wyktadni-
kéow A takich, ze

[H(2)] > clz]*
w otoczeniu nieskoriczonoéci w C?, dla pewnej stalej ¢ > 0. Jesli zbiér wykladnikéw

jest pusty to kladziemy I (H) = —oo. Przyjmujemy |z| = max {|z|,|y|} dla z =
(z,y) € C2. Oczywiscie powyzsza definicja nie zalezy od wyboru normy. Zdefi-
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niowany wykladnik nazywany jest takze globalnym wyktadnikiem Lojasiewicza lub
wspoélczynnikiem wzrostu wielomianowego.

Chadzynski i Krasiniski [ChK1] wykazali, ze liczba rozwigzan ukladu f =
g = 0 w C? jest skoniczona wtedy i tylko wtedy gdy loo(f,g) > —00 i wéwczas
wykladnik jest osiggany na jednej z krzywych {f = 0} lub {g = 0}. Autorzy
dowodza, ze loo(H) jest liczbg wymierng lub —oo. Ostatnio autorzy ci wyrazili
loo(H) za pomocg rugownika [ChK2]. Ploski [PH] podal oszacowanie global-
nego wykladnika Lojasiewicza odwzorowania wielomianowego C™ — C™ wyrazone
przez stopnien geometryczny odwzorowania oraz stopnie sktadowych. Badanie
wykladnika Lojasiewicza w nieskoniczonosci jest interesujace ze wzgledu na zwiagzek
z wlasciwoscig odwzorowania (H wilasciwe < I (H) > 0) oraz ze wzgledu na
zastosowania w teorii automorfizméw wielomianowych. Szczegélnie istotne jest
wyznaczanie I (gradh) dla wielomianu h : C? — C. Chadzynski i Krasinski
wykazali, ze h jest skladowa automorfizmu wielomianowego wtedy i tylko wtedy
gdy uktad 2% = g—Z = 0 nie ma rozwigzan i lo(gradh) > —1 [ChK2]. Zwiazek
loo(grad h) z diagramem Newtona wielomianu h dostrzegli Cassou-Nogues i Ha
Vui [CN-H]. Autorzy ci stosowali zaawansowane techniki topologiczne. Opis ele-
mentarnego wyprowadzenia zwigzku pomiedzy [ (grad h) i diagramem Newtona
wielomianu h jest gléwnym celem niniejszej pracy.

Wyniki prezentowane w artykule sa uogélnieniem rezultatéw dotyczacych osza-
cowania lokalnego wykladnika Lojasiewicza, zawartych w pracy doktorskiej autora
[L1].

2 Twierdzenie podstawowe

Prezentacja gléwnego rezultatu wymaga zdefiniowania prostych pojeé zwiazanych
z diagramem i tamang Newtona wielomianu. Niech

WX, Y) =) hasXY?

bedzie wielomianem o wspélezynnikach zespolonych. Zbiér par («, §), dla ktérych
hog # 0 nazywamy nosnikiem wielomianu i oznaczamy supph. Definiujemy
odpowiednio stopnie deg h, degx h oraz degy h jako maksima wyrazen o+ 3, « oraz
B, edy (a, B) przebiega noénik wielomianu. Dla h = 0 kladziemy degh = degxh =
degy h = —oo. Analogicznie definiujemy rzedy ord h, ordx h oraz ordy h jako mini-
ma odpowiednich wyrazen. Dla h = 0 kladziemy ord h = ordxh = ordy h = +o0.
Diagram Newtona Aj, wielomianu h(X,Y") jest otoczka wypukla jego nosnika
na plaszczyznie rzeczywistej. Definiujemy zbidr odcinkow brzegowych diagramu
Ay, jako jedyny zbiér odcinkéw zwartych i parami nieréwnoleglych ktoérych suma
tworzy brzeg diagramu. Jest to zbior skonczony. Dla dowolnego odcinka brze-
gowego S definiujemy forme poczatkowa in(h, S) jako sume jednomianéw hagz®y”®
po (a, ) € S. Méwimy, ze wielomian h jest niezdegenerowany na odcinku S jesli
uktad Z-in(h,S) = Zin(h, S) = 0 nie ma rozwigzan w (C \ {0}) x (C\ {0}).
Jezeli odcinek S nie jest réwnoleglty do osi poziomej to przez «(S) bedziemy oz-
nacza¢ odciety punktu przeciecia prostej przedtuzajacej odcinek z osig pozioma,
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za$ jedli S nie jest réwnolegly do osi pionowej to przez 5(S) bedziemy oznaczaé
rzedna punktu przecigcia prostej przedtuzajacej odcinek z osia pionowa.

B(S)

a(S)

Zdefiniowane ponizej tamane Newtona sg pewnymi podzbiorami zbioru odcinkéw
brzegowych.

Lamana N, ;l” sktada sie z odcinkéw brzegowych lezacych po prawej stronie dia-
gramu Ay laczacych proste B = ordyh i B = degyh, za$ lamana N;® sklada
si¢ z gérnych odcinkéw brzegowych diagramu Ay taczacych proste a = ord xh i
a = deg xh. Zbiér odcinkéw obu tamanych bedziemy nazywaé tamang globalng
lub tamang w nieskorczonosci.

Standardowym odcinkiem tamanej N, ,ir’ nazywamy odcinek, ktérego chociaz jeden
z koricéw oddala sie od osi poziomej o wigcej niz 1. Analogicznie, standardowym
odcinkiem tamanej N, ,it) nazywamy odcinek, ktorego chociaz jeden z koncéw oddala
sie od osi pionowej o wiecej niz 1. Odcinki, ktére nie sg standardowe bedziemy
nazywa¢ wyjatkowymi. Kazda z famanych ma co najwyzej jeden taki odcinek. Od-
cinek wyjatkowy tamanej N, ;Lr) (jesli wystepuje) taczy os poziomg z wierzchotkiem
postaci (p,1) za$ odcinek wyjatkowy tamanej A ,(Lt) (jesli wystepuje) taczy o pio-
nowg z wierzchotkiem postaci (1, q).
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Ponizsze twierdzenie jest gléwnym wynikiem prezentowanym w niniejszej pracy.

TWIERDZENIE 2.1. Niech h € C[X,Y] bedzie wielomianem bez statego wyrazu,
zaleznym istotnie od obu zmiennych, niepodzielnym ani przez X2 ani przez Y2.
Wéwezas jesli choé jedna z tamanych N lub N® posiada odcinek standardowy
to

loo(gradh) < min ¢ inf «(S), inf B(S)p —1,
S S

gdzie, w pierwszym infimum, S przebiega wszystkie standardowe odcinki tamanej
./\/',ir), za$ w drugim — wszystkie standardowe odcinki tamanej N;Lt). Ponad-
to, jesli wielomian h jest niezdegemerowany ma wszystkich odcinkach tamanej w
nieskoriczonosci to zachodzi réownosé.

Szkic dowodu twierdzenia podajemy w rozdziale 5. W wypowiedzi twierdzenia
uzywamy kreséw dolnych po zbiorach skoniczonych aby nada¢ sens wyrazeniom w
przypadku gdy odpowiednie zbiory odcinkéw sg puste. Zalozenie, ze wielomian h
jest bez stalego wyrazu nie jest ograniczajace gdyz zawsze mozemy rozwazacé wielo-
mian bez statego wyrazu h(X,Y) — h(0,0) o tym samym gradiencie. Gdyby wielo-
mian nie zalezal istotnie od obu zmiennych to co najmniej jedna sktadowa gradientu
zerowalaby sig, co czyni sytuacje trywialna. Gdyby wielomian h byl podzielny
przez X2 lub Y2 to bez trudu sprawdzamy, ze lo(grad h) = —occ. Przypadek gdy
obie tamane N oraz N nie maja odcinkéw standardowych opisuje ponizsza
elementarna

UWAGA. Niech h € C[X,Y] bedzie wielomianem bez stalego wyrazu, zaleznym
istotnie od obu zmiennych, niepodzielnym ani przez X? ani przez Y?. Wowczas
jezeli obie tamane Ni™ i N® nie posiadajq odcinkéw standardowych to

WX,Y)=aX +bY +cXY ,

przy czym ab # 0 lub ¢ # 0.

Oczywiscie, przy zalozeniach uwagi mamy I (gradh) = 1 gdy ¢ # 0 oraz
loo(gradh) =0 gdy ¢ =01 ab # 0.

Latwo zauwazy¢, ze jezeli tamana N, }(Lr) posiada odcinki standardowe to pierwsze
infimum wystepujace w tezie twierdzenia 2.1 realizowane jest na standardowym
odcinku tej tamanej polozonym najblizej osi poziomej. Podobnie, jesli tamana N, }(Lt)
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posiada odcinki standardowe to drugie infimum w tezie twierdzenia 2.1 realizowane
jest na standardowym odcinku tej tamanej potozonym najblizej osi pionowej. Nie-
degeneracje wielomianu na odcinku mozemy sprawdzaé stosujgc kryterium analo-
giczne do kryterium podanego w [L1]. Warto podkreslié¢, ze wielomian bez stalego
wyrazu zawsze degeneruje sie na odcinku, ktorego przedtuzenie przechodzi przez
poczatek uktadu.

EgEs

Ah [
F*

I\

v t
a(F*)=5

=

PRZYKLAD. Rozwazmy wielomian h = X+ XY+ XTY34+ X8Y 4+ XY 8+ X4y 7+
XY%4Y?2, Latwo sprawdzamy, ze spetnine sa wszystkie zalozenia twierdzenia 2.1 i
dodatkowo wielomian jest niezdegenerowany. Lamana N, ,;r) taczy wierzchotek (1,0)
z (7,8) 1 sklada sig z jednego odcinka wyjatkowego i dwdch odcinkéw standar-
dowych. Standardowy odcinek F* tamanej N, ,;”, polozony najblizej osi poziomej,
przecina o§ w punkcie o odcigtej a(F™) = 5%. Lamana ./\f,(lt> taczy wierzchotek
(0,2) z (8,5), i sktada si¢ z jednego odcinka wyjatkowego i dwéch odcinkéw stan-
dardowych. Standardowy odcinek F** lamanej /\/,(Lt), potozony najblizej osi pio-
nowej, przecina o§ w punkcie o rzednej S(F**) = 5%. Uwzgledniajac rozwazania
poprzedzajace przyklad i korzystajac z twierdzenia 2.1 otrzymujemy

1 2 1
loo(grad h) = min {5=,5°} — 1 = 4~ .
(grad h) mm{52 53} 3

PRZYKLAD. Rozwazmy wielomian h = Y"t! + X"Y (1 + XPY9) (n > 1,p >
1,¢ > 1). Kazda z lamanych A" i N® zawiera po jednym odcinku standar-
dowym odpowiednio F* i F**. Mamy «(F*) = n — L oraz (F™) = n+1. Z
twierdzenia 2.1 mamy

loo(grad h) :min{n—gm—i—l}—l:n—g—l
q q

w przypadku niezdegenerowanym. Zauwazmy, ze wielomian degeneruje si¢ jedynie
wtedy gdy p = ng (wéwezas przediuzenie odcinka F™* przechodzi przez poczatek
ukltadu). Wielkos$é n— g —1 jest wtedy rowna —1. Widzimy, ze poprzez odpowiedni
dobdr statych n,p, ¢ mozemy uzyskaé dla [ (grad h) dowolng wartosé¢ wymierng z
wyjatkiem —1. Jak udowodnili autorzy pracy [ChK2] sg to wszystkie wartosci,
ktdére moze przyjmowaé Il (grad h).
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n+pqg+1)

B(F*"Y=n+1

Podobnie jak w przypadku lokalnym [L1], dow6d twierdzenia 2.1 opiera sig
na wyprowadzonej elementarnie formule okreslajgcej wyktadnik Lojasiewicza pary
wielomianéw w zaleznosci od diagramdéw Newtona sktadowych. Twierdzenia
dotyczace tego przypadku prezentujemy w kolejnym rozdziale.

3 Rezultaty pomocnicze

Twierdzenie 2.1, podane w poprzednim rozdziale, moze by¢ wyprowadzone z
twierdzen okreslajacych zwigzek globalnego wyktadnika Lojasiewicza odwzorowa-
nia wielomianowego H = (f, g) : C?> — C? z diagramami Newtona jego sktadowych
(twierdzenia 3.1 1 3.2). Wypowiedzi twierdzeni poprzedzimy kilkoma definicjami.

Niech S bedzie dowolnym odcinkiem plaszczyzny R2. Przez S i Sa oznaczamy
odpowiednio rzuty odcinka S na o§ pozioma i pionowa, zas przez |S1| i |S2| dlugosci
tych rzutéw. Dogodnie jest zdefiniowal znak odcinka S jako liczbe ze zbioru
{-1,0,+1}. Znak 0 majg odcinki réwnolegle do ktérejkolwiek z osi. Przyjmu-
jemy, ze znak +1 ma odcinek, dla ktérego prosta przechodzaca przez poczatek
ukladu, réwnolegta do odcinka, lezy w drugiej i czwartej ¢wiartce. Analogicznie
dla odcinka o znaku —1, odpowiednia prosta lezy w pierwszej i trzeciej ¢wiartce.
Znak odcinka bedziemy oznacza¢ sgn S. Wsérdd odcinkéw lamanej globalnej znak
dodatni maja odcinki taczace proste « = degxh i f = degy h. Znak ujemny maja
odcinki tamanej J\/‘,ir) taczace prosta 8 = ordy h z prosta a = degxh oraz lamanej
./\/',(Lt) taczace prosta a = ordx h z prostg 5 = degy h.

p=deryh— — — -

a=ord xh a =deg xh
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Nachyleniem odcinka S tamanej N, }(Lr) bedziemy nazywacé liczbe %sgn S. Nachyle-
nia odcinkéw rosng w miare oddalania sie od osi poziomej. Najmniejsze nachylenie
ma odcinek polozony najblizej osi. Analogicznie, nachyleniem odcinka S tamanej
N¥ nazywamy liczbg %sgn S. Tak jak poprzednio, nachylenie to rognie w miare
oddalania sie od osi pionowej i minimalng wartosé osigga na odcinku najblizszym
osi.

Moéwimy, ze prosta podpiera diagram jesli ma z nim co najmniej jeden punkt
wspolny oraz diagram zawarty jest w jednej z pélplaszczyzn domknietych wyzna-
czonych przez ta prosta. Jezeli odcinek S nie jest réwnolegly do osi poziomej
to dwie proste podpierajace diagram Ay, réwnolegle do odcinka S, przecinajg oS
pozioma w punktach o odcigtych (S, Ay) oraz @(S, Ay), przy czym przyjmujemy
z definicji

Q(S7 Ah) < a(sa Ah) .

Analogicznie definiujemy 3(S,Ay) oraz B(S,Ap) dla odcinka S nie réwnoleglego
do osi pionowej. Zdefiniowane wielkosci sg dobrze okreslone dla h # 0. Latwo
sprawdzié, ze

(1) a(S, Ap) = max {a + ﬁ:gllsgns : (o, B) € supp h}
oraz
(2) B(S,Ap) = max {a:gﬁ:sgnS + 8 : (a,B) € supp h} .

y

B(S, Ap) \

EICUNSIAN AN
AN
AN

(S, An) a5, An)

Wprowadzone wyzej wielkosci pozwalaja oszacowaé wykladnik [ (H) z géry.

TWIERDZENIE 3.1. Jezeli H = (f,g) jest parq wielomiandw niezerowych to
wyktadnik loo (H) jest ograniczony z gory przez minimum szesciu wielkodci:

deg H(X,0), inf @(S,4,), inf @(T,Ay),
sen(™ TeN®

deg H(0,Y), inf B(S,4y), inf B(T,Af),
seN® TeN®

gdzie przez stopien pary rozumiemy maksimum stopni sktadowych.
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Jak wczesniej, uzywamy kresow dolnych po zbiorze skoriczonym aby nadaé sens
wyrazeniom w przypadku gdy odpowiednie lamane sa puste. Podobnie jak w
twierdzeniu 2.1, oszacowanie staje sig¢ réwnoscig w przypadku niezdegenerowanym.
Musimy jednak najpierw okresli¢ sens niedegeneracji pary w nieskoriczonosci.

Bedziemy moéwili, ze odcinek S tamanej globalnej wielomianu f oraz odcinek
T tamanej globalnej wielomianu g leZq po tych samych stronach swoich diagraméw
Newtona jesli jednoczeénie S € J\f}r) i T € NP lub jednoczesnie S € N}t) i
T € Ng(t). Definicja niedegeneracji w nieskonczonosci jest bardziej zlozona od
definicji niedegeneracji pary szeregéw w przypadku lokalnym.

DEFINICJA (niedegeneracji pary w nieskoficzonosci). Powiemy, Ze para wielo-
miandw H = (f,g) jest niezdegenerowana w nieskoriczonosci jesli dla dowolnego
odcinka S tamanej globalnej wielomianu f i dowolnego odcinka T tamanej globalnej
wielomianu g zachodzi jeden z warunkdiw

(a) odcinki S i T nie sq réwnolegle,

(b) odcinki S i T sq réwnolegle, ale lezq po przeciwnych stronach swoich dia-
gramow Newtona,

(¢c) odcinki S i T sq réwnolegle, lezg po tych samych stronach swoich diagramdéw
Newtona i uktad in(f,S) = in(g,T) = 0 nie ma rozwigzari w (C\ {0}) x (C\
{0}).

Mamy zatem

TWIERDZENIE 3.2. Jezeli H = (f, g) jest parq wielomiandw niezerowych, niezde-
generowang w nieskoriczonodci, to wyktadnik loo(H) jest réwny minimum szesciu
wielkosci wystepujgcych w tezie twierdzenia 3.1.

Szkic dowoddéw obu twierdzen 3.1 i 3.2 podajemy w rozdziale 4. Oba twierdzenia
sg odpowiednikiem twierdzenia 2.1 w [L1], gdzie w podobnym jezyku opisywany
jest wykladnik Lojasiewicza pary szeregéw w zerze.

Latwo sprawdzi¢, ze jesli odpowiednie tamane Newtona sa niepuste to kresy
dolne wystepujace w tezach twierdzen 3.1 i 3.2 osiggane sg na odcinkach tamanych
polozonych najblizej odpowiednich osi.  Spostrzezenie to ulatwia obliczanie
wykladnika Lojasiewicza w konkretnych przykladach.

PRZYKLAD. Rozwazmy pare H = (f,g) taka, ze f = Y2(1 + X*Y? + X°Y® +
X3Y%) oraz g = X?(1+ X +X°Y + X*Y*). Lamana globalna wielomianu f sklada
sie z czterech odcinkéw A, B, C, D, przy czym A laczy (0,2) z (4,4), B taczy (4,4)
z (5,7), C taczy (5,7) z (3,8) oraz D laczy (3,8) z (0,2). Mamy N}r) ={A,B,C}
oraz N J(ct) = {C, D}. Lamana globalna wielomianu g sklada sig z trzech odcinkéw
E, F, G, przy czym E ltaczy (3,0) z (7,1), F taczy (7,1) z (6,4) oraz G laczy (6,4)
z (2,0). Mamy N = {E, F} oraz N¥ = {F,G}.
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Latwo sprawdzamy, ze deg H(X,0) = max{—o00,3} = 3. Odcinkami lfamanych
N}r) i V¥ polozonymi najblizej osi poziomej s3 odpowiednio A i E, czyli

inf @(S,Ay) =a(Ad,Ay) =5
Seni™

oraz
inf E(T, Af) = a(E‘7 Af) =-8.
TeN

Ponadto deg H(0,Y) = max{2,—oco} = 2. Odcinkami tamanych ./\/’Jﬁh i N®
polozonymi najblizej osi pionowej sg odpowiednio D i G, czyli

inf  B(S,Ay) =B(D,A,) =—4,
SEN}t)

inf E(T,Af) :a(G,Af) =5.
TeN(®

Para jest niezdegenerowana, gdyz nie wystepujg pary odcinkéw réwnoleglych. 7
twierdzenia 3.2 otrzymujemy

loo(H) =min {3,5,-8,2,—4,5} = -8.

4 O dowodach twierdzen dla pary

W rozdziale tym prezentujemy idee dowodéw réznych wariantéw twierdzen dla
pary, w tym twierdzen 3.1 1 3.2.

Niech H = (f,g) : C?> — C? bedzie odwzorowaniem wielomianowym. Ana-
logicznie jak w [L1] mozna rozwazaé¢ zwiazek wykladnika I (H) z wykladnikami
relatywnym zdefiniowanymi wzgledem poszczegdlnych zmiennych. Wyktadnik re-
latywny lo(H, X) definiujemy jako kres gérny rzeczywistych wykladnikéw A, dla
ktérych

|H(z,y)| > cla]

dla |z| dostatecznie duzych, dla pewnej stalej ¢ > 0. Analogicznie definiujemy
loo(H,Y). W przypadku lokalnym wykltadnik Lojasiewicza pary szeregdéw w zerze
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jest réwny maksimum wyktadnikéw relatywnych. Niestety w przypadku globalnym
otrzymujemy jedynie oszacowanie

(3) loo(H) > min {loo(H, X), loo(H,Y)}.

Powodem, dla ktérego prosty dowdd réwnosci z przypadku lokalnego nie przenosi
sie na przypadek globalny, jest mozliwo$é¢ przyjmowania wartoéci ujemnych przez
loo(H). Réwnosé w przypadku globalnym mozemy jedynie uzyskaé przy do-
datkowych zalozenia o H. Dwa warianty takich zalozen uwzglednia ponizsze

TWIERDZENIE 4.1. Jezeli spetnione jest choé jedno z zatozen
(a) loo(H) = 0,
(b) H jest niezdegenerowane w nieskoriczonosct,

to zachodzi rownosé
loo(H) = min{lo(H,X), loo(H,Y)} .

Dowéd twierdzenia przy zalozeniu (a) jest latwy jezeli skorzystamy z faktu,
ze kres gérny wystepujacy w definicji wyktadnika I, (H) jest osiggany [ChK1].
Szkic dowodu twierdzenia przy zalozeniu (b) podany jest dalej w tym rozdziale.
Warto podaé przyklad, dla ktérego nieréwnosé w (3) jest ostra. Niech H =
(1 + X* - Y% X% -Y). Korzystajagc z podanych dalej twierdzen 4.3, 4.4 i
4.7 sprawdzamy, ze lo(H,X) = -2, lo(H,Y) = —1 oraz I(H) = —1.
Zwréémy takze uwage na fakt, ze kierunek nieréwnosci (3) nie pozwala uzyskaé
gérnego oszacowania l..(H) gdy znane sg gérne oszacowania l.(H,X) oraz
loo(H,Y). Wymienione przestanki zdajg si¢ wskazywaé na maty efektywnosé
wykladnikéw relatywnych rozwazanego typu w zastosowaniu do wyznaczania
globalnego wyktadnika Lojasiewicza. Skuteczniejszym narzedziem okazuje sig
wykladnik zdefiniowany wzgledem podzbioru.

Dla dowolnego A C C? definiujemy wykladnik I, (H, A) jako kres gérny zbioru
rzeczywistych wykladnikow A, dla ktérych

|H(2)] > clz*

dla z € A w otoczeniu nieskoriczonosci w C2 (¢ > 0). Oczywiscie I (H, ) = +o00
oraz loo(H,C?) = loo(H). Ponadto lo(H,A) = I(H), gdy A jest dowolnym
otoczeniem nieskoriczonosci w C2. Latwo sprawdzamy réwnosé

(4) loo(H, AU B) = min {loc(H, A), loo(H, B)} .

Korzystnie jest takze zdefiniowa¢ wykladnik zrelatywizowany jednoczesnie do
podzbioru i do ustalonej zmiennej. Dla dowolnego A C C? definiujemy wykladnik
loo(H, A, X) jako kres gérny zbioru rzeczywistych wykladnikéw A, dla ktérych

[H (z,y)| > clz}

dla (z,y) € A i |z| dostatecznie duzych (¢ > 0). Analogicznie definiujemy
loo(H,A)Y).



19

Punktem wyjscia do wyznaczania l.(H) bedzie dla nas nastepujacy.

LEMAT 4.2. Niech ¢/, ¢ bedq dodatnimi statymi takimi, ze ¢’ > 1. Ustalmy
podzbiory A = {|y| > c|z|} i B = {|z| > ¢"|y|} na plaszczyénie C?. Wowczas

loo (H) = min {loo (H, A, X), lo(H, B,Y)} .

Dowdéd przeprowadzamy elementarnie, sprawdzajac, ze loo(H, A, X) = loo(H, A)
oraz lo(H, B,Y) = loo(H, B). Nastepnie korzystamy z (4) oraz z faktu AUB = C2.

Rozwiniecia Laurenta-Puiseux

Wygodnym narzedziem do badania wyktadnika Lojasiewicza w nieskoriczonosci jest
klasyczna technika rozwinig¢ Laurenta-Puiseux. Rozwinigcia te sg odpowiednikiem
lokalnych rozwinie¢ Puiseux.

Oznaczmy przez C((%)) cialo formalnych szeregéw Laurenta posiadajacych
stopien. Cialo formalnych szeregéw Laurenta-Puiseux o wykladnikach utamkowych
definiujemy jako C((%))* = U1 C((X*%)). Dla niezerowego szeregu Laurenta-
Puiseux a(X) = o/ X% +a”X? + ... (¢ > 0" > ... liczby wymierne, o/,a”, ... €
C\ {0}) kladziemy dega(X) = ¢’ oraz ina(X) = ¢/X?. Ponadto przyjmujemy
degO) = —oo oraz in0 = 0. Bezposrednio z definicji wynika, ze dla dowolnego
a(X) € C((%))* istnieje dodatnia stata catkowita d taka, ze a(T?) jest szeregiem
Laurenta zmiennej T'. O szeregu a(X) méwimy, ze jest zbiezny jesli odpowiadajacy
mu szereg Laurenta jest zbiezny.

Niech h(X,Y) € C[X,Y] bedzie wielomianem. Szereg a(X) € C((%))*
nazywamy rozwigzaniem réwnania h(X,Y) = 0 (wzgledem zmiennej Y) jesli
h(X,a(X)) = 0 w C((+))*. Najmniejsza liczbe catkowitag dodatniag m o tej
wlasnosci, ze %(X,a(X)) # 0 w C((%))* nazywamy krotnoscia rozwigzania
a(X) i oznaczamy k(a). Wielomian h(X,Y") mozemy traktowaé jako wielomian w
pierscieniu C((+))*[X]. Réwnanie h(X,Y) = 0 moze by¢ zapisane w postaci

wo(X)Y 7+ wi (X)YT 4+ 4wy (X) =0, we(X)#0.

Liczba rozwigzan tego réwnania w ciele C((5:))* jest oczywiscie ograniczona przez
q = deg y h. Poniewaz cialo to jest algebraicznie domknigte (patrz np. [W]) wigc

WX,Y) = wo(X) [T (Y = a(x))*@,
acA

gdzie A oznacza zbiér wszystkich rozwigzan réwnania (przyjmujemy konwencje
[Ip = 1). Oczywiscie liczba rozwigzan z uwzglednieniem krotnoéci jest réwna g =
degy h. Mozna pokazaé, stosujac np. metode majorant Cauchy’ego, ze wszystkie
rozwigzania sg zbiezne.

Analogicznie jak wyzej mozemy rozwigzywaé réwnanie h(X,Y) = 0 (wzgledem
zmiennej X) w ciele C((3))*.

Znajomo$é¢ wszystkich rozwigzan réwnai f(X,Y)=01g(X,Y)=0w C((%))*
pozwala wyznaczy¢ lo(H, X). Mamy tu
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TWIERDZENIE 4.3. Niech H = (f,g) bedzie parq niezerowych wielomiandw
f(X,Y),9(X,Y) € C[X,Y]. Wéwczas

loo(H,X) =min{deg H(X,0), inf degg(X,a(X)), inf degf(X,b(X))},
acA beB

gdzie A i B sq odpowiednio zbiorami wszystkich rozwigzan réwnari f(X,Y) =0
oraz g(X,Y) =0 w C((%))*.
Dowdd twierdzenia moze by¢ przeprowadzony analogicznie jak w [L1]. Gléwnym

narzedziem dowodowym jest lemat o normie odwzorowania wielomianowego [P13].
Przez zamiang rdl zmiennych otrzymujemy

TWIERDZENIE 4.4. Niech H = (f,g) bedzie parq niezerowych wielomiandw
f(X,Y),9(X,Y) € C[X,Y]. Wéwczas

loo(H,Y) =min{deg H(0,Y), inf degg(a(Y),Y), inf degf(b(Y),Y)},
acA beB

gdzie A i B sq odpowiednio zbiorami wszystkich rozwigzan réwnar f(X,Y) =0
oraz g(X,Y) =0 w C((+))*.

Okazuje sig, ze technika rozwinig¢ Laurenta-Puiseux moze by¢ takze zas-
tosowana do wyznaczenia wykladnikéow wzglednych wystepujacych w lemacie 4.2.
Prezentuja to dwa ponizsze twierdzenia

TWIERDZENIE 4.5. Niech H = (f,g) bedzie parq niezerowych wielomiandw
fX,Y),9(X,Y) € C[X,Y]. Niech Ay i By bedg odpowiednio zbiorami wszyst-
kich rozwiqzan réwnan f(X,Y) = 0 oraz g(X,Y) = 0 w C((%))* stopnia nie
przekraczajgeego 1. Wéwcezas istnieje stata ¢; > 0, Ze dla dowolnego ¢’ > ¢

loo(H, {lyl < c'|z[}, X) =
min {deg H(X,0), inf degg(X,a(X)), inf degf(X,b(X))}.
a€Ay beBy

UWAGA. Jako ¢; mozna przyjaé¢ maksimum moduléw wspdtczynnikéw przy na-
jwyzszych potegach we wszystkich rozwigzaniach stopnia 1 w zbiorze A; U By.
Jezeli wszystkie rozwazane rozwiazania majg stopien silnie mniejszy od 1 to mozna
przyjaé c; = 0.

Pelny dowdd twierdzenia mozna znalezé w pracy [L2]. Przez zamiang rél zmien-
nych otrzymujemy
TWIERDZENIE 4.6. Niech H = (f,g) bedzie parq niezerowych wielomiandw
fX,Y),9(X,Y) € C[X,Y]. Niech Ay i By bedg odpowiednio zbiorami wszyst-
kich rozwigzan réwnan f(X,Y) = 0 oraz g(X,Y) = 0 w C((+))* stopnia nie
przekraczajgeego 1. Wowczas istnieje stata co > 0, Ze dla dowolnego ¢’ > co

loo(H, {Ja| < ¢"[y]},Y) =

min {deg H(0,Y), inf degg(a(Y),Y), inf degf(b(Y),Y)}.
a€ Ay beBL
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Laczac tezy twierdzen 4.51 4.6 z lematem 4.2 otrzymujemy formule na obliczanie
loo (H) w dowolnej sytuacji.
TWIERDZENIE 4.7. Niech H = (f,g) bedzie parq niezerowych wielomiandw
f(X,Y),9(X,Y) € C[X,Y]. Niech A} i B} bedq odpowiednio zbiorami rozwigzan
réwnari f(X,Y) =0 oraz g(X,Y) =0 w C((5))* stopnia nie przekraczajgcego 1,
zas A i BY zbiorami rozwiqzari tych samych réwnar w C((5-))* takze stopnia nie
przekraczajgeego 1. Wowcezas lo(H) jest réwne minimum szesciu liczb

deg H(X,0), inf degg(X,a(X)), inf degf(X,b(X)),
ac Al beB]

deg H(0,Y), inf degg(a(Y),Y), inf degf(b(Y),Y).
acAY beBy

Rezultat tego typu zawarty jest w pracy [ChK1].

PRZYKLAD. Niech H = (f,g) = (1 + X* — Y2, X? — Y) bedzie rozwaza-
nym wczesniej odwzorowaniem wielomianowym. Wyznaczymy teraz wykladniki
loo(H, X), loo(H,Y) oraz loo (H). Réwnanie f(X,Y) = 0 ma dwa rozwigzania

1 1
a(X)=X?*+ X2 -X04 . ..
2 8
2 Lo o 1o
ay(X)=—-X*— X"+ =-X""4 ...
2 8
w C((%))* oraz cztery rozwigzania
11 3
Y)=Yi—-y iy 3
(V)= Y2 -y gy
ay(Y)=-Y7 + - 44 3y-5y
4 32
as(V) = ivs = Ly-4_3ly-3
T 4 32
Sl o3  J_ _=z
ag(Y) = —iy'2 +Y 2 +55Y SR
w ()"
Roéwnanie ¢(X,Y) = 0 ma jedno rozwiazanie
bi(X) = X2
w C((5))* oraz dwa rozwiazania
by(Y)=Y?
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w C((3))*. Mamy deg H(X,0) = max{4,2} = 4 i latwo sprawdzamy, ze
degg(X,a1(X)) = —2, degg(X, a2(X)) = 2 oraz deg f(X,b1(X)) = 0. Twierdze-
nie 4.3 daje nam [, (H,X) = —2. Podobnie sprawdzamy, ze deg H(0,Y) =
max{2,1} = 2, degg(az(Y),Y) = degg(as(Y),Y) = —1, degg(as(Y),Y) =
degg(ag(Y),Y) = 1. Twierdzenie 4.4 daje nam Il (H,Y) = —1. Przy oblicza-
niu lo (H) z twierdzenia 4.7 nie uwzgledniamy rozwiazan ai(X), a2(X) i b1(X)
gdyz ich stopien przekracza 1. Mamy zatem [ (H) = —1.

Zwiazek z diagramem Newtona

Podane wyzej twierdzenia pozwalaja precyzyjnie okresli¢ zwigzek zdefiniowanych
wykladnikéw Lojasiewicza z diagramami Newtona skltadowych odwzorowania. Za-
czniemy od podania zwiazku rozwigzan réwnania h(X,Y) = 0 w C((%))* z lamana
prawostronng, N, }(Lr). Stosujac metody zastosowane przez Ploskiego w [P12} mozna
wykazaé, ze kazdemu niezerowemu rozwigzaniu réwnania h(X,Y) =0 w C((5))*
odpowiada odcinek S € N7 taki, ze dega(X) = %Sgn S. Co wigcej, liczba
rozwigzan stopnia %sgn S, z uwzglednieniem krotnosci, jest dokladnie réwna |Ss|.

Zwigzek diagramu A, z rozwiazaniami réwnania h(X,Y) = 0 w C((+))*
okreslamy z pomocg gornej lamanej N,(Lt). Kazdemu niezerowemu rozwiazaniu
a(Y) € C((3))* réwnania h(X,Y) = 0 odpowiada odcinek S € N® taki, ze
dega(Y) = %sgnS i liczba wszystkich rozwigzan stopnia %sgns jest réwna
|51l

Ponizszy lemat umozliwia oszacowanie stopni podstawien, wystepujacych w
tezach wczesniejszych twierdzeri, na podstawie diagraméw Newtona skladowych
pary.
LEMAT 4.8. Niech f(X,Y),g(X,Y) € C[X,Y] bedq niezerowymi wielomianams.
Wowczas:

(a) Dla dowolnego niezerowego rozwigzania a(X) € C((+))* réwnania
f(X,Y)=0
deg g(X, a(X)) <a(S,4y) ,

gdzie S € ./\/](c” jest odcinkiem odpowiadajgcym rozwigzaniu a(X).

(b) Dla dowolnego niezerowego rozwigzania b(X) € C((5:))* réwnania g(X,Y) =
0
deg f(Xa b(X)) < E(T, Af) )

gdzie T € N;” jest odcinkiem odpowiadajgcym rozwigzaniu b(X).

(¢) Dla dowolnego niezerowego rozwigzania a(Y) € C((5-))* réwnania f(X,Y) =
0
deg g(a(Y)a Y) S B(Sv Ag) 9

gdzie S € N}“ jest odcinkiem odpowiadajgcym rozwigzaniu a(Y').
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(d) Dla dowolnego niezerowego rozwigzania b(Y') € C((57))* réwnania g(X,Y) =
0

deg f(b(Y)a Y) < B(Tv Af) 5
gdzie T € N, ;t) jest odcinkiem odpowiadajgcym rozwigzaniu b(Y).

Ponadto jesli H = (f,g) jest parq niezdegenerowang to we wszystkich powyzszych
oszacowaniach mamy réwnosé.

Dowdd lematu mozna przeprowadzié metoda przedstawiong w [L1]. Oczywiscie

wszystkie tezy wynikajg z (a) przez symetrig. Dla ilustracji przeprowadzimy dowé6d

oszacowania (a) bez dowodzenia réwnosci w przypadku niezdegenerowanym.
Niech g(X,Y) = gap X*Y?, gdzie (o, B) € suppg. Wéwezas

degg(X,a(X)) = deg{ >,  gapX“a(X)"p <
(e, 8)€supp g
< max {deg X*a(X)? : (a, B) € supph} .

Ale

B @sgns b
deg X%a(X)® = degX® | cXT% +...] =

|51
= a+ f—sgns,
152/
co w polaczeniu z (1) koniczy dowdd oszacowania.
Z lematu 4.8 oraz z twierdzen 4.3 i 4.4 wynikajg bezposrednio zwiazki
wykladnikéw I (H, X) 1 lo(H,Y) z diagramami Newtona skladowych pary.
Zwiazki te wyrazone sa w dwu ponizszych twierdzeniach.

TWIERDZENIE 4.8. Jezeli H = (f, g) jest parq wielomianéw niezerowych to

loo(H,X) <min < deg H(X,0), inf @(S,4,), inf @, Ay, ,
sen " TeN®

przy czym jesli para jest niezdegenerowana to zachodzi réwnosé.

TWIERDZENIE 4.9. Jezeli H = (f, g) jest parq wielomiandéw niezerowych to

loo(H,Y) <min  deg H(0,Y), inf B(S,4,), inf B(T,Ay)p ,
seN® TeN®

przy czym jesli para jest miezdegenerowana to zachodzi réwnosé.

Oznaczmy teraz odpowiednio przez N} i N podzbiory tamanych N7 i N
zltozone z odcinkéw o nachyleniach mniejszych lub réwnych 1 oraz odpowiednio
przez N i N podzbiory tamanych A }t) i N zlozone z odcinkéw takze o nachyle-
niach mniejszych lub réwnych 1. Bezposrednio z twierdzenia 4.7 oraz z lematu 4.8

otrzymujemy
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TWIERDZENIE 4.10. Niech H = (f,g) bedzie parq niezerowych wielomiandw.
Wéwezas wyktadnik 1, (H) jest ograniczony z gory przez minimum szesciu wielkosci

deg H(X,0), inf @(S,4,), inf a(T,Ay),
SeN; TeN,

deg H(0,Y), inf B(S,4A,), inf B(T,Ay),
SeNy TeN]

przy czym w przypadku niezdegenerowanym zachodzi réownosé.

Dowody twierdzen 3.1, 3.2 i 4.1

Tezy twierdzen 3.1 i 3.2 sg teraz bezposrednig konsekwencja twierdzenia 4.10 oraz
nastepujacego lematu.

LEMAT 4.11. Niech H = (f,g) bedzie parq niezerowych wielomiandw. Twierdzi-
my, ze minimum szesé¢ wielkosci

deg H(X,0), inf @(S,4y), inf @(T,Ay),
sen™ TeN®

deg H(Ov Y)v lIlf B(Sv A9)5 lnf B(T7 Af)a
seN® TeN(®

nie ulegnie zmianie jesli tamane typu N'® zastgpimy lamanymi typu N’ oraz
tamane typu N'® zastgpimy tamanymi typu N'.

Dowéd.  Oznaczmy przez m; minimum szeSciu wielkosci przed zamiang i
przez mo minimum sze$ciu wielko$ci po zamianie. Poniewaz w wyniku zamiany
odpowiednie lamane pomniejszaja sie, wiec oczywiscie my < ms.

Pozostaje sprawdzi¢ nieréwnos$¢ przeciwng. Oczywiscie

inf  @(S,A,) = min inf  @(S,4A,), inf a(S,Ay)
sen” SeN; SeNTN;

Jezeli S € J\f}r) \ NV} to %sgns > 1, czyli w szczegdlnosci sgn S # 0, skad
(sgn S)? = 1. Mamy zatem
1S4 |54 ( |:Sa| ) |:Sa|
a+ fBr—sgnS = —sgnS | ar—sgn S + > a——sgnS+ 43,
Ol " T sy g S ) = g eSS
czyli wobec (1) i (2) B
a(Sv Ag) Z 6(*9; AQ) .
Poniewaz N }r) \ N} C N, wige

inf a(s,Ay) > inf B(S,Ay) > inf B(S,4,).
SeENT\WN; SeNTI\W; SeNY
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Czyli ostatecznie

inf  @(S,A,;) > min inf @(S,A,), inf B(S,4,)
Seny™ SeN} SeNy

Przeprowadzajgc analogiczne rozumowanie dla pozostatych trzech infiméw
okreslajacych mq otrzymujemy mq > mo, co koriczy dowdd lematu.

Zauwazmy, ze twierdzenie 4.1 (dowodzone przy zalozeniu niedegeneracji) jest
teraz oczywistym wnioskiem z dowiedzionego lematu oraz twierdzen 4.8, 4.9 i 4.10.

5 O dowodach twierdzen dla gradientu

Twierdzenia prezentowane w poprzednim rozdziale umozliwiajg oszacowanie
wykladnika [ (grad h) na podstawie informacji zawartej w diagramach New-
tona obu sktadowych g—;}, g—{} gradientu. Ponadto uzyskujemy dokladng wartosé
wykladnika w przypadku gdy para (%,%) jest niezdegenerowana. Istota
rozwazan w niniejszym rozdziale jest wykazanie, ze mozliwe jest oszacowanie
wyktadnika [, (grad h) na podstawie informacji zawartej jedynie w diagramie New-
tona wyjsciowego wielomianu h(X,Y), bez uciekania si¢ do rozwazania diagraméw
pochodnych czgstkowych. Gléwny wynik prezentowany w pracy (twierdzenie 2.1)
jest, w swietle powyzszych rozwazan, bezposrednim wnioskiem z dwu podanych
nizej faktow.

TWIERDZENIE 5.1 (o dziedziczeniu niedegeneracji). Niech h(X,Y) € C[X,Y]
bedzie wielomianem bez stalego wyrazu, istotnie zaleinym od obu zmiennych,
niepodzielnym ani przez X2 ani przez Y2. Wowczas jesli h(X,Y) jest niexde-
generowany na kazdym odcinku tamanej w nieskonczonosci to para (%, g—{ﬁ) jest
niezdegenerowana.

LEMAT 5.2 Niech h(X,Y) € C[X,Y] bedzie wielomianem bez stalego wyrazu,
istotnie zaleznym od obu zmiennych, niepodzielnym ani przez X2 ani przez Y?2.
Wéwezas, jesli choé jedna z tlamanych N® lub N® posiada odcinkek standardowy,
to minimum szesciu wielkosci

deggrad h(X,0), inf @(R,Aan), inf @(T,As),
ReN() TeNy)
X oY

deggrad h(0,Y), inf B(R,Aan), inf B(T,Asm),

ReN'®) o Ten® .
X 5y
jest rowne
(5) min ¢ inf «(5), inf B(S)p, —1,
S S

gdzie, w pierwszym infimum, S przebiega wszystkie standardowe odcinki tamanej
NP, zas w drugim — wszystkie standardowe odcinki lamanej N;*.
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Szkice dowodéw twierdzenia 5.1 i powyzszego lematu podajemy w dalszej czesci
niniejszego rozdzialu. W rozwazaniach wykorzystujemy szczegdlowe zwigzki
pomiedzy tamang globalng wielomianu i tamanymi globalnymi jego pochodnych
czastkowych. Zwiazki te wyrazone sa w podanych nizej: lematacie 5.3, wniosku
5.4 i lemacie 5.5. Wypowiedzi poprzedzimy kilkoma definicjami.

Rozwazmy wielomian h(X,Y) € C[X,Y]. Méwimy, ze odcinek T lamanej glo-
balnej wielomianu pochodnego g—{} jest regularny jesli

T=5-(01)

dla pewnego odcinka S tamanej globalnej wielomianu h. Latwo zauwazy¢, ze
wowczas

(6) in( on T) 2 in(h, S) .

') oy
Analogicznie definiujemy odcinek regularny tamanej globalnej wielomainu pochod-
oh
nego X"

LEMAT 5.3 (o opisie tamanej N3, ). Niech h(X,Y) bedzie wielomianem jawnie

zaleznym od zmiennej Y, niepodzielnym przez Y2. Niech (u,v) bedzie prawostron-
nym wierzchotkiem diagramu Ay, o dodatniej minimalnej rzednej (wierzchotek taki
istnieje przy wymienionych zatoZeniach). Wdowczas:

Ap
(w,v)

(a) Jezeli v =1 to wszystkie odcinki tamanej N'S, sq reqularne.
Y

(b) Jezeli v > 1 to istnieje odcinek F tamanej N7 lgczqcy pewien wierzchotek
diagramu Ay, leZgcy na osi poziomej, z wierzchotkiem (u,v). Wiéwczas dla

kazdego odcinka T € Ny, zachodzi doktadnie jedna z trzech mozliwosci:
oY

(i) T jest odcinkiem regularnym,

(ii) T nie jest réwnolegly do Zadnego odcinka tamanej N, ,;r) 1 wowczas

|71 |1
—sgnT < —sgn F',
" SR

(iii) T jest réwnoleglty do F i wowczas

in (g}]z,T) = iin(h,F) .

Dowdéd lematu przebiega analogicznie jak w [L1].
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|
/'\j\
" D -y
A Y 0
" 5/ Ag, O\ |
. 4 B/
dl

PRZYKLAD. Niech h = X?+ XY?4+Y*+ X3Y + X1+ X OV + X3V 04 X Ty 3+ X 0Y5.

Lamana N, sklada sig z czterech odcinkéw: A (Yaczy (4,0) z (6,1)), B (taczy (6,1)

z (7,3)), C (taczy (7,3) z (6,5)), D (Yaczy (6,5) z (3,6)). Lamana N pochodnej
Yy

% = 2XY +4Y3 + X3 + X6 + 6X3Y° + 3X"Y? 4+ 5X6Y* sklada sig z trzech
odcinkéw: B (taczy (6,0) z (7,2)), C (taczy (7,2) z (6,4)), D (taczy (6,4) z (3,5)).
Najnizej polozonym prawym wierzchotkiem diagramu Aj, o dodatniej rzednej jest
(u,v) = (6,1). Poniewaz v = 1 wigc zachodzi sytuacja opisywana w tezie (a)

lematu 5.3, to znaczy wszystkie trzy odcinki B, C, D tamanej N, sg regularne
oY

(powstaja one odpowiednio z odcinkéw B, C, D lamanej N}"”). Wyjatkowemu
odcinkowi A lamanej j\/,(bm nie odpowiada zaden odcinek lamanej N'%;)

PRZYKLAD. Niech h = X? + XY2 +Y* + X4Y + Y0 + X°V2 + X7 + X2Y7 +
X5Y*4 X*YS. Lamana N, sklada sig z dwéch odcinkéw: F' (Yaczy (7,0) z (4,6))
i A (taczy (4,6) z (2,7)). Lamana N} pochodnej 2& = 2XY +4Y° + X4 +6Y° +

Y

2X°Y +7X2Y6 +4X5Y3 4 6X4Y° sak}ada sig z czterech odcinkéw: P (taczy (4,0)
z (5,1)), Q (faczy (5,1) z (5,3)), F (taczy (5,3) z (4,5)), A (Yaczy (4,5) z (2,6)).
Najnizej polozonym prawym wierzchotkiem diagramu Ay, o dodatniej rzednej jest
(1, v) = (4,6). Poniewaz v > 1 wigc zachodza sytuacje opisane w tezie (b) lematu
5.3. Odcinek A = A — (0,1) jest regularny (przypadek (i)). Odcinki P i Q nie
sa réwnolegle do zadnego odcinka tamanej N (przypadek (ii)). Odcinek F jest
réwnolegly do odcinka F' (przypadek (iii)).

|
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Bezposrednim wnioskiem z lematu 5.3 jest

WNIOSEK 5.4. Niech h(X,Y) bedzie wielomianem o niepustej tamanej N7,
niepodzielnym przez Y2. Wowczas dla dowolnego odcinka T € N, zachodzi
oY

doktadnie jedna z mozliwosci:
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(a) T jest rédwnolegly do pewnego odcinka S € N}(Lr) 1 wowczas

. [ Oh a .
in (aY,T) = 8—yln(h,5) ,

(b) T nie jest réwnolegly do Zadnego odcinka tamanej /\/}(Lr) 1 wowczas

dla wszystkich odcinkéw S € N;™.

Opis relacji pomiedzy prawostronnymi lamanymi wielomianu h i wielomianu

pochodnego g—)}é przedstawia ponizszy

LEMAT 5.5. (opis lamanej N'Y) ) Niech h(X,Y) € C[X,Y] bedzie wielomianem o

0X
niepustej tamanej N . Niech F i L oznaczajq odpowiednio odcinki tamanej N
h h

potozone najblizej i najdalej osi poziomej. Niech R bedzie dowolnym odcinkiem
tamanej NS, . Wéwczas:
X

a) Jezeli R jest réwnole o pewnego odcinka S tamane o
(a) Jezeli R jest réwnolegly do p go odcinka S j Nt

. oh ad .
m (M’R> = 8711’1(]7/,5) .

b) Jezeli R nie jest réwnolegly do #adnego odcinka tamanej N° to zachodzi
( J gty g j Ny
doktadnie jedna z moZliwosci:

(i) R ma nachylenie mniejsze od nachylen wszystkich odcinkdw lamanej
N,ir) 1 wtedy odcinek F dotyka osi pionowey,

(ii) R ma nachylenie wigksze od nachyler wszystkich odcinkéw lamanej ./\/',(Lr)
1 wtedy odcinek L dotyka osi pionowey.

y

Dowdd lematu przeprowadzamy metodami analogicznymi jak w [L1]. Szczegéto-
wy dowdd padany jest w [L2]. Przez symetrig¢ mozemy sformutowaé analogiczne
zwiazki dla tamanych gérnych.
Mozemy teraz tatwo udowodnié twierdzenie 5.1 o dziedziczeniu niedegeneracji.
Niech h(X,Y) bedzie wielomianem spelniajacym zaloignia twierdzenia. Wybierz-
h

my dowolny odcinek R tamanej globalnej wielomianu 5% oraz dowolny odcinek T
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lamanej globalnej wielomianu 2 ay Wobec definicji niedegeneracji mozemy zatozy¢,
ze odcinki R i T sg réwnolegle oraz leza po tych samych stronach swoich diagramow
Newtona. Bez straty ogélnosci mozemy takze zalozy¢, ze R € N ¢ oraz T € N f;,z .

Bedziemy dowodzié, ze istnieje odcinek S € N, ) réwnolegly do odcmkow Ri T

Gdyby odcinek taki nie istnial to z lematu 5. 3 o opisie lamanej N, wynika, ze
BY

odcinek F' tamanej N, ,ir) dotyka osi poziomej oraz

Niech (p,0) bedzie koricem odcinka F' lezacym na osi poziomej. Oczywiscie p > 1,
gdyz wielomian h jest bez stalego wyrazu. Oznacza to, ze odcinek F' nie moze
dotyka¢ osi pionowej, zatem z lematu 5.5 wynika, ze rozwazany odcinek R ma
nachylenie wigksze od nachylert wszystkich odcinkéw tamanej N, ,;r) . Otrzymujemy
zatem nierownosé

|T1| | F1] | By |
nT < —sgnF < ——sgn R |
[ B | Ra|
ktora przeczy réwnoleglosci odcinkéw R i T. Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze
odcinek S tamanej N;”, réwnolegly do odcinkéw R i T, istnieje. Z lematéw 5.5 i

5.3 wynika, ze
oh 0
n <aXR> ax ke S)

oraz oh 5
—,T —in(h, F
. (ay’ > gy - F) -
Poniewaz wielomian h jest niezdegenerowany na odcinkach tamanej globalnej, wigc
uklad Zin(h,S) = F3in(h, F) = 0 nie ma rozwigzaii w (C\ {0}) x (C\ {0}),
tym samym nie ma ich takze uklad in( g)}g ,R) = 1n(g)}ﬁ,T) = 0, co konczy dowdd
niedegeneracji pary (g—;‘(, g—{ﬁ).
Podamy teraz szkic dowodu lematu 5.2. Moze on by¢ wyprowadzony z podanych
nizej lematow 5.6 1 5.7.

LEMAT 5.6. Niech h(X,Y) € C[X,Y] bedzie wielomianem bez statego wyrazu,
niepodzielnym przez Y? i takim, Ze lamana N}(Lr) posiada chociaz jeden odcinek
standardowy. Oznaczmy przez m, minimum trzech wielko$ci

deggrad h(X,0),  inf @(R,Agy), inf &(T,Aam),

(r) (r)
RENah TeNah

Wowezas

]
a(F*) —1>m, > min {a(F*) -1, a(F*) — :F*sgnF*}
2

gdzie F* oznacza standardowy odcinek tamanej N,ir) potozony mnajblizej osi
poziomej.
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Dowdéd lematu przeprowadzamy analogicznie jak w [L1] (lemat 3.10).
Z lematu 5.6 przez symetrig uzyskujemy

LEMAT 5.7. Niech h(X,Y) € C[X,Y] bedzie wiclomianem bez statego wyrazu,
niepodzielnym przez X2 i takim, Ze tamana N,it) posiada chociaz jeden odcinek
standardowy. Oznaczmy przez my minimum trzech wielkosci

deggradh(0,Y), inf SB(R,Agn), inf B(T,Aan).
ReNE?LQL TeN®)
o0X

a

h
Y

Wowczas

|F57
|F7|

B(F*) —1>m; > min {B(F**)—l, B(E*™) — sgnF**} ,

gdzie F** oznacza standardowy odcinek ltamanej J\f}(Lt) potozony najblizej osi pio-
nowej.

Dla ilustracji, wyprowadzimy lemat 5.2 z dwoch podanych wyzej lematéw przy
zalozeniu, ze obie lamane ./\/,im oraz ./\f,(lt> posiadajg odcinki standardowe. Pelng
wersje dowodu mozna znalezé w [L2]. Niech F* oraz F** beda zdefiniowane
tak jak w wypowiedziach lematéw. Z lematéow tych wynika, ze minimum sze$ciu
liczb wystepujacych w lemacie 5.2 jest ograniczone z géry przez liczbe mo réwna
mniejszej z dwu liczb

a(F") =1, pF™) -1

oraz z dotu przez liczbe m4 réwng najmniejszej z czterech liczb

F*
a(F*) =1, afF*) — :Fl*:sgnF* ,
2

|F57

B~ 1, BF™) ~ (s

sgn ™ .

Latwo zauwazy¢, ze wielkoé¢ (5) wystepujaca w tezie lematu 5.2 jest w rozwazanym
przypadku réwna mo, zatem do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze mo =
my. Nieréwnos¢ mo > my jest oczywista. Dla dowodu nieréwnosci przeciwnej
rozwazymy cztery warianty nachylen odcinkéw F* i F**. Jezeli jednoczesnie

Fy F3* S s .
iﬁ}sgn F* <1 oraz %sgn F** <1 to sprawdzana nieréwnos¢ jest oczywista.
2 1
|Fy | |F5

Zalézmy zatem, ze sgn F* < 1, zad ‘F—:}sgnF** > 1. W tym przypadku
1

[F5 ]
znak odcinka F** jest réwny +1, czyli nalezy on do prawostronne]j lamanej N;".
Odcinek F** nie moze by¢ odcinkiem wyjatkowym lamanej N, }(Lr), gdyz wéwcezas
lamana ta nie posiadatlaby odcinkéw standardowych. Wynika stad, ze odcinek
F** jest bardziej oddalony od osi poziomej niz odcinek F*. Otrzymujemy stad
a(F*) < a(F**). Poniewaz znak odcinka F** jest w rozwazanej sytuacji réwny
+1, wigc a(F**) > |Fy™*| > 1. Otrzymujemy stad
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|F57

alF*)—1 < a(F*™) —1< [a(F™) —1] |F2**|sgnF** =
1
a(F*) = sgn — sgn F* =
|F7| |F7|
|F5]
= BF™) — = sgn F .
[ Fy]

Powyzej skorzystaliSmy z latwej do sprawdzenia réwnosci
5(8) = a(5) 2 sen s

prawdziwej dla dowolnego odcinka S o niezerowym znaku. Dowiedziona nieréwnosé

wystarcza do stwierdzenia, ze my < my W rozwazanej sytuacji. Przypadek gdy
}?*isgn F* > 1, za$ }?i*}sgnF** < 1 sprawdzamy analogicznie. Przypadek, w
2 1
ktorym l?ﬁ}sgn F* > 1 oraz I?i*lsgn F** > 1 jest niemozliwy, co wynika z analizy
1

nachylert obu odcinkéw. Tym samym zakoinczyliSmy dowdd lematu 5.2 w zalozonej
sytuacji.
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the Newton diagram of h. In the nondegenerated case we get the exact value of
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